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"Vorrede. 

Das Torliegesde Buch ist eine Ausarbeitung von YorlesangeD, 
welche Herr Gundelfinger seit fiber zwanzig Jahren an der Uni- 
versität TDhingen und an der technischen Hochschale zu Darmstadt 
gehalten hat. Bei der Ausarbeitung benutzte ich theilneise das von 
einem irübereii H&rer nachgeschriebene CoUegienheft, femer Manu- 
scripte von Herrn Guadelfinger selbst, sowie dessen zweites und drittes 
Supplement zu Hesse's Vorlesungen Aber analytische Geometrie des 
Raumes; endlich aber war es ganz besonders ein fortwährend reger 
persSnlicher Verkehr, während dessen mich Herr Gundelfinger in seine 
Methoden einfahrte. Diesem persönlichen Verkehr verdanke ich Qber- 
haopt die Anregung zur Herausgabe des Buches, bei der ich fQr die 
stilistische Durcbftlhrung und theilweise Anordnung des Stoffes natfir- 
lich die volle Verantwortlichkeit selbst übernehme. 

Es gibt zwar eine grosse Zahl guter LehrbOcher der analytischen 
Geometrie der Kegelschnitte; sie sind jedoch entweder zum grössten 
Theil elementar gehalten, oder bieten zu wenig, wie z. B. Hesse's be< 
kannte sieben Vorlesungen über dieses Gebiet, die doch eigentlich nur 
ein werthvoUes Bruchstück darstellen. Das ausgezeichnete Werk über 
Kegelschnitte von Salmon-Fiedler ist zwar von grosser Volls4£ndigkeit 
und von h5chstem pädagogischem Wertb namentlich durch den Um- 
stand, dase mitunter ein und dasselbe Theorem an verschiedenen Stellen 
wiederkehrt und demgemäss von mehreren Seiten beleuchtet wird; 
aber gerade dieser Vorzug des Buches mnsste nothwendig die harmo- 
nische Einheit der Darstellung etwas Noth leiden lassen. Das vor- 
treCfliche Werk Über Geometrie der Ebene von ClebBcb-Lindemann 
endlich verfolgt ein viel weiter gehendes Ziel als dasjenige, welches 
einer Geometrie der E^elschnitte gesteckt werden muss. Das Linde- 
mann'sche Buch füllt eine wesentliche Lücke tn der mathematischen 
Litteratur aus, indem es in seinem Hauptinhalte eine Theorie der Curven 
beliebig hoher Ordnung uud der mit ihnen im Zusammenhang stehen- 
den algebraischen Functionen (resp. Abel'schen Integrale) gibt. Die 
beiden zuletzt erwähnten Werke lösen ausserdem die wichtigsten 
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metrischen Probleme über Kegelscbuitte fQr Parallel- und Dreiecks- 
coordinateo getrennt-, fQr die letzteren fast immer in einer Gestalt^ 
dftss die enlBpreclienden Formeln in Parallelcoordinaten nicht ohne 
weiteres aus ihnen folgen kSnnen. 

In den hier herausgegebenen Yorleeungen des Herrn Gundelfinger 
sind sämmtliclie Probleme vermittelst der („Staudt-Fiedler'scben") 
projectiTiacheu Coordinaten behandelt, so d&ss die Formeln fOr P&rallel- 
tind specielle Dreieckecoordinaten sich ohne weiteres durch besondere 
Annahmen ergeben. 

Da ftlr die Geometrie der geraden Linie und des Punktes Hesse's 
„Torlesungen aus der analytischen Greometrie der geraden Linie, des 
Punktes und des Kreises in der Ebene" Torhanden sind, habe ich 
dieses Gebiet bei der Herausgabe von Herrn Gnndelfinger'a Vorlesungen 
ausser Acht gelassen, and nur mit Rücksicht auf spätere Paragraphen 
sind in §§ 1 — 3 des Buches die endgiltigen Formeln fUr die Theorie 
der allgemeinen projectivischen Coordinaten nach einer Methode von 
Herrn Gnndelfinger entwickelt. §§ 4 — 7 behandelt die Curven zweiter 
Ordnung und zweiter Claase (Pol, Polare u. s. w.), die Classification 
und Kriterien der Kegelschnitte (wohl in vollständig neuer Ableitung), 
sowie das Kreispnnktepaar. In §§ 8 — 9 werden gewisse Gleichungen 
mit nur reellen Wurzeln betrachtet und der Invariantenbegriff ent- 
wickelt; § 10 ist der Transformation der Curven zweiter Ordnung auf 
die Hauptazen gewidmet Es wird dabei im Anschluss an § 8 im 
Principe die interessante Aufgabe gelöst, zwei quadratische Formen 
mit contragredienten Veränderlichen (im speciellen Falle den Aus- 
druck für die gegebene Curve zweiter Ordnnng und denjenigen för das 
imaginäre KreispunktepaarJ gleichzeitig in eine Summe von Quadraten 
ta verwandeln. Die §§11 und 12 enthalten in KQrze die elemen- 
taren Eigenschaften der nicht ausartenden Kegelschnitte, sowie das 
Wichtigste aber die Erzeugung der Curven zweiten Grades durch 
projective Strahlenbüschel und Punktreihen. 

Die bisher genannten §§ 1 — 12 bilden den ersten Abschnitt des 
Werkes, während der zweite Abschnitt (g§ 13 — 26) den Kegelschnitt- 
bdBcheln, Eegelschuittnetzen and dualistisch entsprechenden Gebilden 
gewidmet ist In §§ 13 — 16 werden die Schnittpunkte und gemein- 
samen Tangenten zweier Kegelschnitte bestimmt und die allgemeinen 
Eigenschaften des Kegelschnitt- Büschels, resp. -Schasr, entwickelt, in 
g 17 einige algebraische Formen geometrisch gedeutet. Hieran reiht 
sich in §§ 18 und 19 eine Untersuchung der confocalen Kegelschnitte 
und der zwei mit ihnen in Zusammenhang stehenden Systeme doppelt- 
berflhrender Kreise. § 20 behandelt die wichtigsten Curven mit in- 
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varianter Beziehung zu einem Eegehchnitt-BtiBcliel, reep. -Schaar (ina- 
besoodere auch Mittelpanktekegelachnitt, Steiner'sche Parabel, die ihr 
reciprok entsprechende bekannte gleichseitige Hyperbel), § 21 enthält 
die Formeln fttr Mittelpunkt und Radius des KrHmmungskreises, der 
irgend einem Pankte einer Carve Ä*" Classe oder n"* Ordnung zu- 
gehSrt, femer die Gleicbungen fOr die ETolute einer Curre zweiter 
Classe oder Ordnung. In §§ 22 — 35 wird die Theorie der EegelschDitt- 
Netze und -Gewebe dargelegt, § 26 ist gewissen conjugirten, linearen 
Eegelscbnittajstemeu gewidmet. 

Die letzteren Paragraphen enthalten vielfach nur die GnindzOge 
der betreffenden Theorie, soweit sie fflr die Anwendung in dem das 
Buch abschliessenden Anhange erforderlich sind. Dieser Anhang soll 
im wesentlichen zeigen, in welcher Weise die im Haupttexte ent- 
wickelten Methoden fruchtbar gemacht werden können znr Lösung 
allgemeinerer Aufgaben und zum Beweise von Sätzen; Qbrigens sind 
mitunter auch Methoden angewandt, die sich im Haupttexte nicht 
Baden. Besonders werden zahlreiche Sätze abgeleitet, welche Steiner 
in seinen Abhandlungen (fast sämmtlich ohne Beweis) aufgestellt hat. 

Als eine hübsche Anwendung der Lehre von den Poldreiecken und 
der Theorie der EegelschnittbOschel sind am Schlüsse des Anhanges 
zwei TOD Herrn GnndelSnger seit längerer Zeit vollendete UnterBuchungen 
über specielle Classen algebraischer Integrale aufgenommen worden. 

Die Zahl der im Anhange enthaltenen Aufgaben und Sätze hätte 
sich leicht vermehren, insbesondere auf Curven höherer Ordnung aus- 
dehnen lassenj doch unterblieb dies, um das Buch nicht zu nmfang- 
reich zu gestalten. Die meisten Aufgaben und Sätze des Anhanges 
nebst Lösungen und Beweisen rflhren von Herrn Gundelfinger her, 
mehrere hat auch der Herausgeber theils selbständig hinzugefügt, theils 
auf Anregung von Herrn Gnndelfinger bearbeitet. 

Diejenigen Nummern des Anhanges, welche schwierigere Aufgaben 
behandeln, oder zu deren Erledigung noch andere als nur analytisch- 
geometrische Hilfsmittel nöthig waren, sind durch * bezeichnet. 

Um Missdeutungen zu entgehen, möge zum Schlüsse noch be- 
merkt werden, daas die meisten Citate sich auf Steiner'sche Sätze 
beziehen, die mitunter wörtlich angefahrt sind; die übrigen vereinzelt 
auftretenden Citate kamen meist zur Anwendung, wenn die nrsprdng- 
liche Quelle eines Theorems nicht als allgemein bekannt vorausgesetzt 
werden durfte. 

Darmstadt, den 9. Januar 1895. 

Friedrieb Dingeldey. 
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YerbesseruDgen. 

Seite 2, Zeile 14 von unten Ut noch den Worten „dei DreieckiwinbelH A^" 
einzofagen: nnd E im Inneren des Dreiecks. 
„ 23, „ 17 TOD obeo lies „projeotiveu" statt projectiTen. 
„ 61, „ 8 TOD unten lies 1} statt !). 

„ 54, „ 11 TOn oben lies f (p, p) > lUtt F{p, p) < 0. 
„ 111, „ 9 Too unten lies [a, n]* statt [o, <a]. 
„ 141, „ 16 Ton ant«n sind die Worte „nur dann" zu streichen. 
„ 289. Ein etwna einfacherer Aiiidrock für die Aie der Parabel ergibt 
sich, wenn eine der beiden Qleichnngen in (12S) mit cos w mnlti- 
plicirt nnd euc anderen addiit wird. Man erb&lt aUdann 

^' ^""»^ o,, + o,, — 8o,, COS w 

oder auch 

, _ , „ „ I tt,iKi + o» — g°ii cos «■) + ><„ cos w + J„ 

a„x-ra,iy-|- a„ + o„-aa„Coiw 

„ 868, Zeile IS von oben lies 316 statt 316. 

„ 874, „ 16 „ „ lies gleiche (positive) Vorzeichen statt gleiche 
Torzeichen. 
„ IB — Sl sind die Worte „hierani folgt, dass auch 
*K„>B>^i,y,, — 4i„*^0aeinmnBs"xaetreicben. 
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L Abschnitt. 

Einleitende Betrachtongen. Die fundamentalen Eigensehaften 

eines Kegelscbnitts. 

§1- 
Das CoordlnatendTeleok. ' Funkt- und Iiinienooordinaten. 

Die Grundlage der analjtUchen Geometrie bildet bekanutlicli eine 
MeÜiode, die nps in den Stand setzt, jeden beliebigen Punkt der Ebene 
oder des Raumes durch Zahlen der Art festzulegen, dass bei Angabe 
dieser Zahlen die L^e des Punktes eindeutig bestimmt iet. Ein Mittel 
hierzn bieten z. B. die recht- oder schiefwinkligen Coordiuaten von 
Descartes oder die Polarcoordinaten oder irgend eine Art Dreiecks- 
coordinateu u. s. w. 

Auch im Folgenden werde ein Dreieck, das Coordinatendreieck, 
za Grunde gelegt, ausserdem innerhalb desselben ein fester Punkt, der 
sogenannte Einheitspunkt'). Es seien a^, Oj, a, die Geraden, welche 
daa Dreieck bilden, Äj, A^, Ag die ihnen resp. gegenüberliegenden 
Ecken und Winkel, E der Einheitspunkt. Dabei mögen a,, d,, o, je 
nach Bedarf bald Bezeichnungen für jene Geraden sein in ihrer un- 
endlichen Ausdehnung, bald die absoluten Längen der Dreiecksaeiten 
bedeuten. Bezüglich des Punktes E werde angenommen, daas er von 
den Seiten 0^,0^,0^ resp. die Abstände ej,€j,eg habe, wobei die zwar 
willkürliche, aber zweckmässigste Verabredung gefa'offen werden möge, 
diese Abstände stets als positiv anzunehmen. 

Sind nun q,, q^, q^ die Abstände eines beliebigen Punktes P von 
den Seiten des Dreiecks, so verstehen wir nach v. Staudt and Fiedler') 

1) Davoo .abgegehea, dass dieeer Fnnkt mit keiner Ecke des Dreiecks zu- 
aammenfalleii darf, künnte man ihn gani beliebig in der Ebene annebmen, doch 
etweist «ich die Lage innerhalb des Coordinatendreieoks als die tweckmilaBigat«, 
da bei ihr keine der Seiten dee Dreiecks irgendwie auageEeichuet int, 

2) V. Standt: „Beitrage lui Geometrie der Lage", 3. Heft, NQmberg 1857, 
S. 206 f.; W. Fiedler: „Ueber die projecttviachen Coordin&ten", Tierteljabr«- 
■cbrift der naturforBchenden Oeaellscliaft in Zfirich, IG. Jahrgang, 1870, S. 152 
— 182, oder ancb „Analjtiscbe Qeometrie der Kegelschnitte", nacb O. Salmon 

OandBldogot, VorteanDBea, 1 
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unter den Goordinaten dieses Punktes Zahlenwerthe Xj, x^, x^, 
welche die Relation erföllen: 

(1) «,:x.:.._J:J:J. 

Die Coordinaten eines Punktes sind demnach Zahlen, 
welche proportional sind den Abständen des Punktes von 
den Seiten des Coordinatendreiecka, jeder Abstand dividirt 
durch die Eutfernung des Einheitspunktes Ton denselben 
Seiten. 

Rückt der Punkt P insbesondere in den Einheitapunkt E, so 
werden die qi und Cj (t'=*l, 2, 3) bezüglich gleich und (1) verwandelt 
sich in Xi : a^ : X, •= 1 : 1 ; 1. Weil in diesem Falle die Yerhältnisse 
der Coordinaten' sämmtlich gleich der Einheit werden, hat man den 
Punkt E den Einheitspunkt genannt 

In (1) sind die Abst^de qi mit dem poeitiren oder negativen 
Toraeichen zu versehen, je nachdem die Funkte P und E in Bezug 
auf die Gerade Oi auf gleichen oder verschiedenen Seiten liegen. 

Durch die drei Geraden m entstehen in der Ebene, vom Coordi- 
natendreieck abgesehen, noch sechs Bezirke, von denen drei begrenzt 
werden durch die Terlängerungen je zweier Seiten des Dreiecks über 
ihren Schnittpunkt hinaus und durch die unendlich ferne Gerade: sie 
mögen als die drei trigonalen Felder bezeichnet werden; die drei 
anderen, die tetragonalen Felder, werden begrenzt durch eine Seite 
des Dreiecks, die Verlängerungen der beiden anstossenden Seiten und 
die unendlich ferne Gerade. Ee sind daher je nach der Lage des 
Punktes P bezüglich der Vorzeichen der Abstände qt im ganzen sieben 
verschiedene I^Ue möglich. Liegt z. B. P im Scheitelwinkel des Drei- 
eckswinkels A^, so ist q^ positiv, q^ und $, sind negativ. 

Man sieht leicht, dass das Produkt qiQtqs positiv oder negativ 
ist, je nachdem der Punkt P in einem trigonalen oder tetr^onalen 
Felde liegt; dabei ist vorausgesetzt, dass der Einheitspunkt in einem 
trigonalen Felde angenommen wird. Das Umgekehrte findet statt, 
wenn der Einheitspunkt in einem der tetragonalen Felder liegt. 

Aus (1) ersieht man, dass die Coordinaten x,, x^, x^ selbst nicht 
völlig bestimmt sind, wohl aber ihre Verhältnisse. Mit Benutzung 
eines Proportionalitätsfactors p lässt sich daher die laufende Proportion 

frei bearbeitet tod W. Fiedler, 6. Aufl., 1. Thai], S. 141 ff., 1887. Vgl. fibrigenB 
aach W. R. Hamilton: „ElementB of Qaateraions", edited by W. G. Hamilton, 
London 1S66, S. 27, sowie die nach dem MannBcript einer Vorlesung von Herrn 
Gnudelfinger gegebene Daratellong bei Herrn H. Cranz: „Lebibnch der ana- 
lytiscben Geometrie der Ebene", 1. Tbeil, Stuttgart 189S, S. 163— 18S. 
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AbBtfinde eines Punktes von den Seiten des Coordiuat«DdreieckB. 3 

(1) ersetzen durch die Gleichangen; 

(2) g, = ne^x^, q^ — ge^x^, g, = pe^x^. 

ZwiBcben diesen drei Äbetändeu qi uad den Höhen A,, h^, A, des 
Dreiecks besteht nun die Relation') 

fQhrt man in dieselbe die Werthe der qi aus (2) ein, so ergibt sich 

Für die Coefficienten ,' in dieser Gleichung wollen wir die kürzere 
Bezeichnungs weise anwenden: 

(6) J-a. ^-J>., J-ft 

und erhalten alsdann durch Substitution des aus (4) folgenden Werthes 
Ton p in die drei Gleichungen (2) die Formeln 

mit deren Hilfe die Abstände eines Punktes von den Seiten des Co- 
ordinatendreiecks berechnet werden können, wenn die Verhältnisae 
Xi'.x^iZa der Coordinaten des Punktes gegeben sind. 

Da für xf Pt^i =' diew Abstände unendlich gross werden, so 

wird durch 

(7) PiXi+PiXj+Pa^ = 

der geometrische Ort aller Punkte dargestellt^ die von den Seiten des 
Coordinatendreiecks unendlich weit entfernt sind, d. h. es ist (7) die 
Gleichung der unendlich fernen Geraden. 

Nachdem wir im Vorhergehenden in (1) Werthe fflr die Dreiecks- 
coordinaten eines Punktes gegeben haben, bandelt es sich nun noch 
darum, auch eine gerade Linie durch Coordinaten festzulegen. 

Es sei also wieder gegeben ein Goordinatendreieck AiÄ^Af, ferner 
ein beliebiger Punkt P und eine beliebige Gerade IT. Sind dann q,, 

1) Der Inhalt ^ dee Dreiecks A^AyA, besitit nAmlich eiuerBeita den WerÜi 
^ — -^(«,9i +«181 + «i5i). Mid Midreraeita iat o, = -7- (» ■— 1, 2, 8); substi- 
tnirt man nun die Werthe dar a. in dieaen Ansdrack fOr ^ und diridirt die bo 
entstehende Gleichnng durch ihren Factor J, ao erh&lt man (3). Ein Beweis, der 
die geometriiche Änschaanng nicht benatzt, folgt in der Fiuanote ed (It), S. i. 
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4 L Abachnitt. g 1. 

9a) Sit i ^^^ AbstüBde des Punktes P resp. von den Seiten des Drei- 
ecka und von der Geraden 77, bedenten ferner x, X, n drei Constanten, 
die nur von der Gestalt des Goordinatendreiecka tmd von der Lage 
der Geraden 77 gegen dasselbe abhängen, so ist stets: 

(8) g = xq^ + Ag, + nq^. 

Sind nämlich 0,-0, F» = 0, f^ = 0, tr=0 die Gleichnngen 
der Seiten unseres Coordinatendreiecks und der Geraden 77, bezogen 
auf ein beliebiges, z. B. rechtwinkliges, Coordinatensystem mit dem 
Anfangspunkte in JE, so lassen sich bekanntlich drei Factoreo x, l, n 
der Art bestimmen, dass die Identität besteht: 

(9) U=xUi + XUt-i-iiUt. 

Wir dürfen auch annehmen, dass U, ü^, C^, f^ in der Hesse'schen 
Normalform gegeben sind, in welchem Falle die AasdrQcke — U, — Ui 
u. 8. w. bekanntlich den senkrechten Abstand*) des Ponktes P Ton den 
betreffenden Geraden ausdrQcken, wenn man an die Stelle der Yariabeln 
die Coordinaten dieses Punktes einsetzt« d. h. wir erhalten 
q ^ xQi + ^ii + Mi- 
Die Coustanten x, X, (i bestimmen sich natOrlicb aas den Coeffi- 
cienten der Gleichungen jener Geraden, hängen also in der Tbat nicht 
von der Lage des Punktes P, sondern nur von der Lage der Seiten 
des Coordinatendreiecks und der Geraden 77 ab. Diese Oonstanten 
lassen sich daher auch leicht bestimmen durch specielle Annahmen 
hinsichtlich der Lage des Punktes P. Wir bezeichnen zu dem Zweck 
die Abstände der Ecken A^, A^, A3 des Coordinatendreiecks von. der 
Geraden 77 resp. durch »,, n,, Sj und verlegen nnn den Panki P in 
die Ecke ^. Alsdann ist q — a^, g, e— hj, q^^n q^—m 0, und die 
Gleichung (8) liefert n^ = xA^, woraus folgt 

(10) X =■ Y^ , und analog wird A = ^ » (* "" t ' 

Mit Hitfe dieser Werthe verwandelt sich die Gleichung (8) in 

(11) «-|«,+^s.+ |;3,-') 

Liegt nun der Punkt P irgendwo auf der Geraden 77, so verschwindet 

1) Die AbleitDDg zeigt, da«e der Abstand eines Punkte« P von einer Geiaden 
n positiv oder negativ zn nehmen ist, je uacbdem die Punkte P nnd E uit der- 
selben oder auf entgegengesetEten Seiten von 77 liegen. 

2) £b m6go noch bemerkt werden, dstsa sich auch an« (11) leicht die Formel 
(S) ergibt; dividirt man D&mljch (11) darch q und liUst man die Gerade TT ins 

Unendliche rücken, «0 wird "' = !^ =. ^ = 1, nnd es bleibt 1 = |l + ^' + ^» . 
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Coordinatea einer Geraden. GleicUimg eines Punktes. 5 

q, und mit Hilfe von (2) erhält man 

(12) !^«, + 4p^ + «53^_0. 

Diese Gleicliaiig wird nur von solchea Werthsyatemen x,, x^, x^ 
erfüllt, welche den Coordinateo eioes auf TT gel^eneo Pimktea zu- 
gehSren, wobei die Gerade 77 von den Ecken des Coordinatendrei- 
ecke die Entfernungen 9^, a^, », hat; ee kann daher (12) als die 
Gleichung dieser Geraden bezeichnet werden. Die CoefScienten von 
Xi, Xf, x^ nennt man die Coordinaten der Geraden, es sind dies 
hiernach Werthe u,, «,, «,, welche die Relation erfflllen: 

/- rt\ ^1^1 ^^1 ^1^ 

(13) »,:«,:«,_-iJ:'iJ:^, 

d. h.: 

Die Coordinaten einer Geraden sind Zahlen, welche pro- 
portional sind den Abständen der betreffenden Geraden von 
den Ecken des Coordinatendreiecks, sowie den Abständen 
des Einheitapnnktes von den gegenüberliegenden Seiten, 
umgekehrt proportional den Höhen des Coordinatendreiecks. 

Eine Gleichung von der Form 

(14) M,a:, + UfXf + «s^a "= ^ 

drflckt hiernach die vereinigte Lage des Punktes x^, x^, x^ und der 
Geraden Ui, Uj, % auB*)i andrerseits wird (14) fttr gegebene Coordi- 
naten eines Punktes (etwa för x^ : x^ : x^ ^ — : — : --) nur dann von 
den Coordinaten u^, »,, u, gerader Iiinien erfdllt, wenn diese durch 
den gegebenen Pnnkt hindurchgehen, man nennt daher eine Gleichung 
von der Form 
(16) i„, + ^^ + |^_0 

die Gleichung jenes Punktes. 

Ancb die Coordinaten u^, Uj, Ug einer Geraden sind nach (13) nicht 
völlig bestimmt, sondern nur ihre Verhältnisse. Setzen wir, mit a 
eiuen Froportionalitätsfactor bezeichnend, 

(16) «».-=7?. •».-^. •«.-¥. 

SO lässt sich dieser Factor a leicht dnrch die Coordinaten u, der 
Geraden, et des Einheitspunktes, sowie die Winkel des Coordinaten- 
dreiecks ausdrQcken. 

t) Wir werden im Folgenden statt Punkt ,mi4^ den Coordinateu ^i, ir,, ic, 
gevQbnlioh kfiner sagen Punkt «i , x,, a^ oder ancb Pnnkt x und in analoger 
Weise von einer Qeraden Wi,u,,tt, oder einer Geraden h reden. 
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Sind Dämlich 

(17) U^ X eoB a + y »in a — Ä = 0, Ui^x coa «( + y bid «( — 5i -= 

(i-1,2,3) 
die Gleichungen der Gerades II und der drei Seiten des Coordinaten- 
dreiecks, bezogen auf irgend ein rechtwinkliges System, so bestehen 
auf Grund der Identität (9) die Rektionen: 

(18) co3a^xco8a,-}~'^<^<^B<''s*f (*<^B<'^i> Bin([=>xsina,'^ilsinaj4-^Binii^, 
nnd hieraus folgt durch Qnadriren and Äddiren beider Gleichungen: 

(19) l=x* + A*+ft» + 2xAco8(o„a,) + 2A/tco8(a„a3)+2ftxcoa(o„ai), 
wo (Of, a*) den Winkel bezeichnet, den die vom Coordinatenan&ng 
auf die Geraden Oi, a^ gefällten Lothe mit einander bilden nnd der 
zugleich kleiner ist als zwei Rechte, d. h. (oi, a«) ist derjenige Winkel 
der beiden Geraden, in welchem der Coordinatenanfang nicht liegt. 

. Gehen wir nun wieder zu unserem Coordinatendreieck zurück und aub- 
stitniren wir die in (10) gegebenen Wertbo von x, A, (i in die Giei- 
cbong (19), so verwandelt sich dieselbe in 

(20) 1 _ -^ + ^-l + '^, + 2 '^^ CO. (a. , ..) + 2 ^ cos (,.., a.) 

+ 2Mco.(a.,a.), 

WO unter (oj, a«) derjenige Winkel der beiden Geraden ai, a» zu ver- 
stehen ist, in welchem der Einheitspnnkt nicht liegt. Speciell bei 
der frQher getroffenen Verabredung den Einheitapunkt in das Innere 
des Dreiecks Ä^A^Ä^ zu verlegen, ist daher (o;, a») nicht etwa der 
Dreieckswinkel der beiden Seiten Oß, at, sondern dessen Nebenwinkel, 
ein Anssenwinkel des Dreiecks. 

Femer folgt aus (20) mit BerOcksichtigung von (16): 

•■(^T + *! + |!'+2|-J".(«„«.) + 2|Jcos(a„«,) 

+ 2|is CO. (a„ ..))-!. 

und wenn man zur AbkOrzung setzt 

(21) 1," + < + ^-; + 2;;;^ CO, («,, o,) + 2^:;; C08 («,, o.) 

+ 2 ^ cos (o„ o,) = »(«„«„«,), 
folgt: 

(22) o -^-l--^^--- 

±1'" (»,,»>.«.) 
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fiorjcentrüche Coordinatea. 7 

Hierbei ist in (22) das Yorzeicben der Quadratwunel eo zu 
wählen, dasa der Abstand des Eiofaeitspunktes tod der Geraden 77 
positiv wird; denn dieser Punkt hat von allen Geraden der Ebene 
positiven Abstand, da auch seine Abstände von den Seiten des Coordi- 
natendreiecks als positiv angenommen wnrden. Es muss daher auf 
Grund von (11) stets die Ungleichung erfüllt sein: 

welche sich mit Benatzang von (16) verwandelt in 
(28) o(«, + «,+»,)>0, 

woraus hervorgeht, dass ff stets dasselbe Vorzeichen zu er- 
halten hat wie die Summe u, -j- u, -^ % *). 

Es mSge nan noch an zwei Beispielen gezeigt werden, wie manche 
vielfach gebräncbUche Coordinatensysteme nur einen speciellen Fall 
des bisher betrachteten Systems bilden, das ein Coordinatendreieck 
nebst einem Einheitspunkte benutzt. 

Das erste Beispiel seien die barjcentriachen oder Flächen- 
coordinaten, welche von Möbina in seinem barycentriscben Calcul 
vielfach benutzt wurden^. Man erhalt dieselben dadurch, dass mau. 
den Einheitsponkt in den Schwerpunkt des Coordioatendreiecks legt; 
alsdann ist ei^yAj (i «= 1, 2, 3) und fflr die Coordinaten Xi eines 
Punktes P folgt aus (1): 



Xiix^-.Xi 






Es sei nun ^ der Inhalt des Dreiecks A^A^A,, ^, der Inhalt 
des Dreiecks PÄgAf, ferner ^j = PA^Ai, ^^ =■ PA^A^^ mit Hilfe 
von 2z/ =- Othi (i ■= 1, 2, 3) verwandelt sich daher unsere laufende 
Proportion in 
(24) a:, : a^ : iCg =■ a^q^ : a^q^ : a^Qg oder in a^ : «a : a^g ■= -4, : ^j ; -^j. 

Jetzt sind demnach die Coordinaten eines Punktes P proportional 
zu den Inhalten deijenigen Dreiecke, welche durch den betreffenden 
Ponkt P und die. Endpunkte der ihm gegenüberliegenden Seite des 
Coordinatendreiecka bestimmt sind. Man pSegt daher in diesem Falle 
von den Flächencoordinaten des Punktes P zu reden. Katürlich ist 
das Torzeichen der Dreiecksinhalte wohl zu berücksichtigen. Es wird 

1) Id S 7 wird auch analTtiscb bewiesen, dass o)(u,, u,, Ug) fSi raelle Wertbe 
der u niemaU negatä*, also V oi (w, , w, , w,) nie imagin&r werden kann. 

3) „Der barycentrische Calcal". Leipdg, 1S27. § 33 Qod 31, oder aach in 
den „Gesammelten Wetken", Bd. 1, S, 45 and Cl f. 
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8 T. AbMhnitt. g 1. 

z. B^ wenn wir den Inhalt von ÄiA^A^ als positiv voraassetzen, der- 
jenige von ^, = PA^A^ positiv oder negativ, je nachdem man bei 
einem Umlauf um z/, von P aus über A^ nach Ag die Fläche dieses 
Dreiecks auf derselben (linken oder rechten) Seite hat, wie die Fläche 
von ^ bei einem Umlauf von Ai ans Ober A^ nach A^, oder je nach- 
dem dies nicht der Fall ist. 

Das zweite Beispiel seien die gewöhnlichen schiefwinkligen 

Parallelcoordinaten. Um diese zu erhalten, lassen wir eine Seite 

des Dreiecks, etwa o,, mit der unendlich fernen Geraden zusammen- 

-^ , fallen und verlegen den Einheitspunkt 

E auf die Ealbirnngslinie des Winkels 

A^AiAi^^to der Art, dass die von E 

bis an die Seite a^ gezogene Parallele 

EM zu o, die Länge 1 hat, ebenso wie 

die von E bis an die Seite Oj gezogene 

Parallele EN zu o,. Es ist alsdann 




c, = e, ™ Bin H 



e,-^, -^-1, 



Betrachten wir ferner o, und o, als die 
Abscissen- bezw. Ordinatenaze eines 
Systems schiefwinkliger Parallelcoordinaten mit dem Axenwinkel w 
und sind x, y die auf dieses System bezogenen Coordinaten des Punktes 
P, so ist gl >B> X sin w, 5j = y sin w und -^ = «, -^ »= y, so dass sich 
die Proportion (1) verwandelt in 
(25) Xt : x, : Xg = X : y : 1, 

und umgekehrt ist x — x, : a;^, y ■= x^: x„ wir haben demnach hier 
die bekannten homogenen Coordinaten, die besonders von PlOcker 
und Hesse mit grossem Erfolg angewandt wurden. 



Elementare metrisohe Beziehungen EwiBohen Funkten und 
geradoi Linien. 

Wir wollen uns nunmehr die Aufgabe stellen, den Abstand eines 
Punktes y,, y^, y^ von einer Creraden u,, Uj, u, zu berechnen. 

Dieser Abstand ist zunächst nach Gleichung (11) des vorhergehen- 
den Paragraphen bestimmt durch 

ein Ausdruck, der sieb mit Benutzung von (16) verwandelt in 
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Abitand dtneB Fanktes t 



3 — «&«. + J?!+?3.)' 



und wenn man hier für die qi ihre Werthe aus (6) einsetzt, sowie die 

Gleichui^ (22) benutzt, ei^ibt sieh für den gesncbten Abstand die 

Formel: 

(1) « = 






Ertheilt man Her der Wurzel dasselbe Vorzeichen , welches 
**i ~l~ *': ~l~ "s ^^^> ^^ ^'^S^ ^^^ Punkt y mit dem Einheitspunkt auf 
derselben Seite der Geraden, wenn g einen poeitiTen Werth erhält; 
hingegen sind der Punkt y und der Einheitspunkt durch die Gerade 
getrennt, wenn q negativ ist. 

Man erkennt auch aus {!), dasa fQr alle Punkte, welche auf einer 
und derselben Seite der Geraden «,«, + «,!, + «ä^j ■= liegen, dos 
Vorzeichen von -'-^^-J^^^ + **» y» dasselbe bleibt: denn für alle diese 

i>iyi +Piyi +p>i/t ' 

Punkte hat q dasselbe Yorzeichen, da das Zeichen bei '|/(o(Wj, Uj, Wg) 
' von der L^e des Punktes y unabhängig ist und nur mit dem Zeichen 
von »1 -)- ti) -f- fs tibereinstimmen muss. 

Eine besondere Erwähnung erfordert der Fall, dass u, + t(g + ^ = 
ist, also die Gerade u^x^ -\- UgX, -{- u^x^ •=• durch den Einheitspunkt 
hindurchgeht. Han zieht hier bei Entscheidung der Frage, auf welcher 
Seite der Geraden u^Zi -\~ tt^x^ -{- u^x^ = ein gegebener Punkt y 
liegt, die Ecken des Ooordinatendreiecks zu Hilfe. Hat dann 

«*i y. +**i . y i + ".y. 

PiV> +P,Vt+P,Vt 
dasselbe deichen wie -^ (t «= 1 oder 2 oder 3), so liegt der Punkt y 

mit der Ecke U( « des Ooordinatendreiecks auf derselben Seite der Gera- 
den u,:Cj -|- UjXf -\- Ugir, >= 0; hingegen werden y und «^ -« durch diese 

Gerade getrennt falls ^^' T***^ ■ ^ — ^°^ — entgegengesetzte Vor- 
zeichen haben. 

Liegen schiefwinklige Parallelcoordinaten zu Grunde, so ist, wie 
bereits in § 1 bemerkt wurde, e, ^ e, — > ein u>, e^ ^= oo, 

Aj — A, =- Äg — oo, )^ = 1, yi-yi-yi'-x:v.h 

femer wird cos (o,, Oj) -= cos (2B — w) — — cos w, denn (»i, a,) ist 
deijen^e Winke] der beiden Coordinatenaxen, in welchem der Einheits- 
punkt nicht liegt. Der Ausdruck für ro(tt,, M„«g) (Gleichung (21) 
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10 1. Abschnitt § 2. • 

des Toibergehenden Paragraphen) vereinfocht sich daher im jetzigen 
Falle in: 



(2) (Ö(U.,«„U3)-- 



' — gWjU, ooato 



während sich ^ piift auf y, reducirt; fQr q erhält man alao nunmehr 



(3) g- 



(MiX + %_y_+3)_gg " 

±V'«,' + «,'-2«,«,co 



In Analogie zu der HeBse'schen Normalform der Gleichung der 
geraden Linie « cos o + y sin a — Ä = bei rechtwinkligen Cartesi- 
schen Coordinaten werden wir die Gleichung einer beliebigen Geraden 
«ji, + Mjig + u^Xg = bei DreieckBCOordinaten durch Division mit 
'|/rä(U|, u,, u,) auf die Normalform bringen und wir werden sagen, 
die Gerade u sei in ihrer Normalform gegeben, wenn 



wobei nach (22) und (23) in § 1 das Vorzeichen der Wurzel mit dem- 
jenigen von % -|- «j -|- u, Qbereinznstimmeu hat. 

Die Gleichung (21), durch welche 0(1^, u„u,) defimrt wurde, 
läßft sich übrigens mit Hilfe von Oü — ■ y -^^-^- ^' — auch schreiben 
in der Form 

(4) a»(Mi, ((,, Mj) =• ra„u,* + a>jjUj* + tOjs V 

4- 2i»^gUjW, -{- 2aijgUiU( 4~ 2i()t3U(Ut, 
wobei 

I "11 «»ii 

(5) Q),j (O^ 

! <"»i "»SS 

denn diese Determinante ist nach £infahrung der Wertbe der a},t gleich 
1 cos (ö, , Oj) cos (a, , o,) I 

cos (d,, a,) 1 C03 ((T(, o,) 

cos (03, Ol) cos (Oj, o^) 1 j 

und verschwindet zufolge der Relation 

1 + 2 cos (o,, o,) - cos (oii Oj) - cos (o,, a,) . 

— cos* (ö,, a,) — cos' (Oj, Oj) — cos' (o,, Oj) ■■ 0, 

welche besteht, so lange die Summe der Winkel (%, a^), (oj, a,), (o,, a,) 

vier Rechte beti^gt^ was hier der Fall ist, da diese Winkel der Seiten 

des Dreiecks nach unseren früheren Verabredungen Ober die Lage des 



.«.'«.' 
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Winkel sweiei enden. 11 

Einheitspunktea diejenigen sind, in welchen der Einheitspunkt nicht 
liegt, also die AnBaenwinkel dea Dreiecks. (Vgl. auch S. 14) 

Während die Determinante (5) zwar den Werth Nntl hat, ISaat 
aich andrerseits nachweisen, dass nicht alle Unterdeterminauten von 
(5} verschwinden können, ao lange daa Coordinatendreieck ein eigent- 
liches ist FQr die Unterdeterminanten Üu der Diagonalelemente findet 
man nSmIich die Werthe 
/fli o 8in'(OtiO») o Bin'(a,,0|) _ ai n' (a, , a,) ,, 

(6) "u™-— e^te^i— . "m = KV~' *ä "VV~' ■* 

und diese drei kSnuen niemals gleichzeitig verschwinden, so lange 
zwei Seiten dea Dreiecks im Endlichen liegen ohne susammenzufallen. 
Würde eine Seite, z. B. Og, ins unendliche rflcken, so wäre allerdings 
e, ^oo, daher ßa ^ Äji = 0, aber Äj, ist dann immer noch von 
Null verschieden. 

Wir wollen nunmehr den Winkel bestimmen, welchen zwei durch 
ihre Gleichungen gegebene beliebige Geraden mit einander bilden; 
zuvor mögen speciell die Winkel berechnet werden, die eine beliebige 
Gerade mit den Seiten des Coordinatendreiecks bildet. 

Zu diesem Zweck benutzen wir die Gleichungen (18) des vorher- 
gehenden Paragraphen, und zwar multipliciren wir, um den Cösinna 
dea Winkela a — a, der Geraden U-™ mit der Seite 17, -« dea 
Coordinatendreiflcka za erbalten, die erste jener Gleichungen mit cos«!, 
die sweite mit sin ar, und addiren beide. Hierdurch entsteht 

cos (a — tti) = x -\- 1 cos (a, — a^) + (i cos (a, — o,), 
und unter Berücksichtigung von a — ai = (n, a,), a, — "j '= (0| , "») i 

(7) coa (iZ, a,) « ?■ + J' cos (o,, Oj) + ^ cos (a^, a,). 

Hier ist wieder cos (77, a,) der Coainns desjenigen Winkels der 
beiden Geraden 77 and a,, in welchem der Einheitspunkt nicht liegt 
Ganz analog findet man 

Icoa (77, o,) = *^ coa (a,, o,) + ^ +' ~^ cos (a,, Og) 
«' 
cos (77, flg) = ^ cos (flj, o,) -f ll cos (a„ «»)+?■ 



1) Mit Bficksicht auf spätere Betiachtangen sei bemerkt, dws die übrigen 
UnttiTdeterminanteD von (6) die Werthe begitzen: 

«1 f) Bj ^1 ^l ^ *l *l *» 
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Es Bei DDii noch eine weitere Gerade 11^ gegeben darch ihre 
Gleichung in der Heese'achen Normalform 

Uq^x cos «0 + y sin «0 — *o "^ '^ > 
multiplicirt man die erste der Gleichungen (18) in § 1 mit cos a^, 
die zweite mit sin Og and addirt beide, so entsteht 

(8) cos (77, 77„) — -J^ cos (D^, (h) + ^ cos (77^, oj + ^' <»8 (^o. O- 

Hier lassen sich die rechts stehenden Cosinus leicht in anderer 
Weise ausdrücken; sind niimlich Xj, x,, Xj die Abstände der Ecken 
des Coordioateodreiecks tod der Geraden iZg, so ist nach (7) 

cos (77„, aO — J + ^ cos (a,, a,) + ^ cos (o,, a,), 

und analoge Werthe besitzen cos (77g, o,) und cos (T/g, o,). Durch 
Substitution derselben in (S) erhält man 

(9) .„,(i7,J7J-iJ + ^ + ^ + '-^+_---'co,(a„..) 

Durch diese Formel ist ein leichter Uebei^ang gegeben zu dem 
Falle, dass die Gleichungen der Geraden vorliegen in der allgemeinen 
Form 

^^"^ 1 fle = v,x, + v,x, + v,x, = 0, 

bezogen auf Ä^A^A^ als Coordinatendreieck. - Nach (16) in § 1 ist 
nämlich 

(11) ^-17' Y,-'-^ ('-1.2.3). 

wo e durch (22) in § 1 defiuirt ist und 0^ aus « dadurch berrorgebt, 
dass man die u ersetzt durch die v; femer werde noch daran erinnert, 
dass a dasselbe Vorzeichen zu erhalten bat wie w^ -{- u, -f «,, ff^ das- 
selbe wie t>^ -f- Vj -{- Vj. Alsdann verwandelt sich (9) unter Benutzung 
TOD (11) in 

(12) cos (77, 77„) — 

^fr + ^«>'>C«,,<H) + rC'"{«..«.)) + ?(r«''('H.«i) + 7'+^co.(a„a,)) 



rOOB(o,,o,)+ -! C0B(a,,a,) 4 



!'»(»„ «■.".iV"*.,»,.!',) 
wobei die u offenbar mit den v Tertauschbar sind. 
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Winkel zweier Geraden. Normalenceutnim. 13 

Man kann diesen Ausdruck &nch in der Form schreiben 

wobei m (ui) znr Abkürzung gesetzt ist für " ^ ^' — ■ 

Eine andere Bezeicbnnngeweise, die später angewandt wird, be- 
steht darin, dasB man setzt 

""("i» %> •*>) ^ ''*(**> ")> sowie o(v,,Vt, Wg) ^ o>(w, v), 
indem man mit den zwei Bacbstaben u bei a)(u, u) andeutet, dass q> 
die u im zweiten Grade enthält; alsdann ist 

(12b) cos (n, n.) = , ^'^L^ ^.') 

Gibt man den Wurzeln dasselbe Zeichen, welches auch Uj -^ u, -{- u, 
pesp. V, -|~ ^t 4* ^ bat, so stellt diese Formel den Coeinas desjenigen 
Winkels der beiden Geraden H and 77q dar, in welchem der Einheits- 
pnnkt nicht liegt. 

Ala Bedingung dafür, dass zwei gerade Linien mit den Coordi- 
naten Uj,«,,», resp. v,,V|,v, auf einander senkrecht sieben, folgt 
hieraas sofort 

(13) »»«»'(«i) + «»"'("i) + "«"»'("a) = 

oder auch «,»'(»,) + »,o)'(ti,) + «,(»'(1;,) = 0, 
wo (D'(vt) den Werth bedeutet, der aus (o'(uj) durch Vertauschen der 
u mit den v hervorgeht. 

Fixirt man hier die Gerade «, so sind ai^ (i ^ 1, 2, 3) die 
Goordinaten eines ganz bestimmten Ptmktes mit der Gleichung 

o»'(tti)«i + a»'(«,)v, + (»'(«,)«, — 
in veHiDderlicben Liniencoordinaten vi, und diese Gleichung wird be- 
friedigt durch die Coordinaten jeder Geraden v, die zu h normal ist, 
es müssen daher alle Normalen von u durch den betreffenden Punkt 
hindurchgehen, und da diese Normalen einander parallel sind, liegt ihr 
gemeinsamer Schnittpunkt im Uoendlichen; er werde das Normalen- 
centrum der gegebenen Geraden u genannt. Dass dasselbe der 
unendlich Femen Geraden angehört, wird auch bestät^ wenn mui in 
(13) an Stelle von v« die Coordinaten der unendlich fernen Geraden 



1] Andere Anedrfioke fffr den Winkel zweier Oeraden folgen io % T. 
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wofür der Kürze halber p^ ip^ '-Pg gesetzt wurde, einführt. Alsdann 
erhält die Gleichung (13) die Gestalt 
(14) «i<»'(Pi} + «ito'Oi) + "a'o'O'ii) = 

oder auch Pl(o'(u^) + jPjai'C») + ft^'C**») "■ ^■ 

In der ersten Gleichung (14) verschwinden nun die drei Goeffi- 
cienten der u^), sie wird also erfüllt, welche Werthe die u haben 
mögen, womit ausgesagt wird, dass die unendlich ferne Gerade über- 
haupt keine beetimmte Richtung bat, sondern zu jeder Geraden der 
Ebene normal isi Bei dieser AuFfassungsweiae erfüllen die Normalen- 
centra sämmtlicher Geraden der flbene die unendlich ferne Gerade. 

Man könnte in vorliegendem Paragraphen noch die Ableitung der 
Formel für die Entfernung zweier durch ihre Goordinaten gegebenen 
Punkte erwartenj doch wird dieselbe erat in § 7 gelegentlich der 
Untersuchungen übet den Ereis gegeben werden, da diese Formel mit 
der Gleichung eines Kreises in Punktcoordinaten in offenbar engem 
Zusammenhange steht. 

§3. 
Die Txaaefonoation der Ooozdinateo. 

Bei der Transformation der Goordinaten handelt es sich darum, 
aus den anf ein Dreieck D bezogenen GoordinateD Xi, x^, xj eines 
Punktes P die Goordinaten X^, 3,, X^ desselben Punktes abzuleiten, 
wenn diese bezogen sind anf ein anderes Dreieck ^, 

Die Einheitspunkte e und E mögen von den Seiten der ihnen 
zugehörigen Dreiecke D uud z/ die Abst&nde haben e^, e^, e,, resp. 
£„ E^, B,. Alsdann ist 

Ir -r -r = *..--^ .-^ 
*i ■ *s ■ *3 = — • ^ • 
X . X . Y _ ii . ö. . e, 
A, . Aj . As — g- . ^ . ^^ , 

wobei die Qi die Abstände des Punktes P von den Seiten des Drei- 



1) In der Tbat hat c B. dei Coeffioient «>'(;>,) Ton u, deo Werth 

beachtet man aber, dass A^.i^S^ia^, lowie da» (o,,«,) und (a,,a,) als AnBsen- 
winkel dea Dreiecks A^A^A^ gleich 35—^, reep. %1^ — A^ nnd, so wird 
dioBor CoefBoient gleich ■^— (o, — a, coi J, — o, cöb A^ , wobei uiui der 

KUmmerauBdnick verschwindet, da o, ^ o, cos ^ -f- <H ^^ -^^ ^i» anderer 
Beweis folgt aas (7), wenn man, wie in der Ann. zu S. 4, li ins unendliche 

rücken Iftsst, durch j dividirt nnd berücksichtigt, daas -' — -? — —' — i. 
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ecks D, die Qi dessen AbstÖDde von den Seiten des Dreivcks ^ 



Zwischen den qi nnd Qt bestehen nun, wie wir in § 1 sahen, 
Relationen Ton der Form 

Qt - A«. + As. + Afe 

wobei die a Constanten sind, welche nur abhängen von der Gestalt 
des Dreiecks D und von der Lege derjenigen Seite des Dreiecks ^, 
die von dem Punkte P die Entfernung Qi hat, und Analoges gilt von 
den ß und y. Es ist nämlich nach (10) oder (11) in § 1 






(3) 



I "- Ä. 



TT' ■'''--K' r^-\-- 



Hier sind n,', sc,', st,' die Abstände der Seite X, — > des neuen 
von den Ecken des ursprünglich gegebnen Dreiecks D\ die Oi" und 
Xf'" (i -3 1, 2, 3) haben die analoge Bedeutung för die beiden uideren 
Seiten X, =. und 3^ = 0. 

Ersetzt man die Gleichungen (1) mit Einfahrung zweier Propor- 
tionalitätsfactoren 9 und P durch 

pa:i = J, P^-|| (i = l,2,3) 

und fflhrt man die hieraus folgenden Werthe der qi und Qi in (2) 
ein, so entstehen drei Gleichungen von der Form 

pZ, = c,«! + c,«, -I- CiSi, 
in welchen fi xax Abkürzung gesetzt ist fOr — , während die a, b, c 
Grössen sind, die von den et und Ei, sowie resp. von den ce,-, ßi, yt 
in einfacher Weise abhängen. Es ist nämlich 

,„ "'"^A" """Sä' "■■"fe' 

'■-Ir»:'"-'-"'- 

daher ii : fti : c, ■= -4- : -p- : -^ , so dass hiernach die . a, , fe, , c, die 
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16 1. AbBchuitt. g 3. 

CoordfeiateD der Ecke Ä^ des arsprünglichen Dreiecks D, bezogen aaf 
daa nene Dreieck ^ aind. Analoge Bedeutung haben Oj : b, : c, and 
a^'-b^ze^. Will man von dem System Xj, %, x, za dem System 
X„Xf,Xg Dbergehen, so hat man die Gleichungen (4) nach x,, Xg, a^ 
an^ul5sen. Man erhält: 

(6) |a^-^x,+£.3:, + c,x, 



»1 


»1 


". 


»■ 


i, 


»» 


»1 


■i 


<i 



CT 

and die Ai, Bi, Ci in bekannter Weise Dnterdeterminanten von B sind. 

Die geometrische Bedeutung der von der Lage des Punktes P 
ganz unabhängigen Ä,B, C erhält man in einfachster Weise dadurch, 
dass man diesen Punkt etwa in die Ecke Xj •<= Xj — ^ des neuen 
Dreiecks verlegt; aus (6) folgt dann sofort x^: x^: x^^^ Ai'. A^: A^, 
ea sind daher die A die Coordinaten der Ecke ^ — < X, <= des 
neuen Dreiecks bezogen auf das ursprüngliche, und analoge Bedeutung 
haben die B und G. 

hef^ man eine Seite des Coordinatendreiecks D ins Unendliche 
und bestimmt man die Lage des Einheitspunktes e der Art, dass die 
XifXffXf homogene Parallelcoordinaten sind, nämlich — — x, ~^jf 
(vgl. (25) in g 1), 80 verwandeln sich die Gleichungen (4) nach 
Division durch x, in 

IfX, — aiÄ + Oiy + o, 
pX, = M + 6.y+6» 
pXg — c,a: + (^y 4- c,, 

irobei P ^ ~" Um x und y durch X, , X^ und X^ auszudrucken, 
denkt man sich die rechten Seiten von (8) erst wieder durch eine 
dritte Variabele e in homogene Form gebracht, 13st das System (8) 
nach X, y, e auf und setzt dann wieder 0=1. Man erhält auf solche 
Weise unter Anwendung des Proportionalitätsfactors a: 

I ex = A,X, + B,X^ + C,Xs- 
(9) <sy = A,X, + B,X, + CjX, 

I ff = ^X, + BjX, + C^Xj, 
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oder andi 

,9 s ^z, + B.3:. + 0.3, 

l '' ^x, +£,3; + 0,3; 

Eb erflbiigt nim noch die Transfoimatioii der Coordioaten u„ Ug, u, 
einer Qeraden zu betrachten. 

Sei u^x, -|- u,a^ -f- tigX^ ^ die Ctleichung einer Geraden bezogen 
auf das Dreieck D und Ü^X^-^- ütX, + CS^ — ihre Gleichung 
bezogen auf das Dreieck ^. Fohrt man ffir die Xi ihre Werthe aus 
(6) in u^x^ -f- u^Xj -}- UgXg =» ein, ao entsteht nach Wegfall dea 
Factors - : 
(10) (u,A^ + «,^ + «, A)-S. + («. A + «.B, + «,Ss)X, 

als Gleichung der Gerodeii, bezogen auf das neue System. Mit An- 
wendung eines Proportionalitätsfactors tf ist daher 

ilUi — ^i«, + ^,11, + A". 
ofr.-C«, + 0,«, + Q«„ 

woraus nach Multiplication der drei Gleichungen resp. mit at, bi, d 
durch AuflSsaug Dach den u« folgt: 

^Ui — a^n, + ttU, + c,n, 

(12) y«,-a,!7, + S,f7, + c,F, 

I «.- o, 17, + i!, (7, + «,(/,. 

Hier sind, wie man aus (5) sofort erkennt^ die Coe^cienten o,, o,, o, 
die Goordinaten der Seite ^ ^ des neuen Dreiecks bezogen auf das 
nreprüngliche , und analoge Bedeutung besitzen die h und c Lässt 
man ferner die Gerade u^, u,,«, mit der Seite x^ — • des ursprDng- 
lichen Dreiecks zasammenfollen (u^mmu^aa, 0), eo folgt aas (11) 

A, : B, : 0, =. P, : P, : (7,, 
es sind daher A^, B^, C^ die Coordinaten der Seite x, ^ des ur- 
sprfinglichen Dreiecke bezogen auf daa neue, und analoge Bedentung 
besitzen die anderen Goefficienten in (11). 



Digilizodby Google 



18 L AbBchaiU. § 4. 

§4. 
Die Oarren sweitor Ordnung. 
Ale Gurre zweiter Ordnung bezeiclinet man den geometrischen 
Ort ailer Punkte, deren Goordinaten Xi,x^,x^ einer homogenen Glei- 
chung zweiten Grades in x^', x,, x^, also einer Gleichung von der Form 

(1) «uV + Sana:,«, + a„V + 2(i„a:,ai + ^a^x^x, + o„V — 
genflgen. Wir wollen die linke Seite dieses Ausdrucks kurz bezeichnen 
dnrcb f(x,x), wobei das doppelte x anzeigen möge, dass (1) in den 
z Tom zweiten Grade ist; ausserdem lässt Bicb unter der für das 
Folgende stets giltigen Voransaetzung, dass am >■ flt« sei) (1) ersetzen 

durch ^ ^ OitXiXt — 0. 

Fflr die weitere tJntersachung ist ein Aasdruck von Wichtigkeit, 
der bereits hier erwähnt werden m&ge, nämlich; 

(2) fix, y) =X<hiVi + <htVs + (h»y,)xi + (o„i/, + «isy. + a»«»«)«» 

Derselbe ändert sieb nicht bei Vertauschung der y« und Xi, weil 
Of^t^üiii, es ist dfther auch 

(3) f(x,y)=f(y,x)=(a^,x^-\-a^^x^-\-attX^)i/^•i'{anX^-^an'>^-\-<hi'^)ya 

Setzt man in (2) oder (3) die yi gleich den Xi (i^ 1,2,3), so 
entsteht, wie man sofort sieht, aus f(x, y) wieder die Function f{x, x). 
Femer sind die nach den Xf genommenen ersten Ableitungen ron 
f{x, 3S) nach Multiplication mit -r- gleich den in (3) auftretenden 
Klammem, oder wenn man in diesen Ableitungen die Xi durch die yi 
ersetzt, gleich den ElammerausdrUcken in (2). Es ist demgemäss 

(4) fix, y) = -i-ir(j,,)«, + rw». + r ta)i=. i 

and, wie auch ans dem Ealer'sclieii Satz Aber homogene Functionen 
folgt: 

(6) fe i) = i I r (i,)i, + r(«.)«i + r («>)». i ■ 

Es wird Obrigens im Folgenden statt -^fixf) zuweilen auch /) 
gesetzt werden, alsdann ist kürzer 
(6) f{x,x) = f,x,-\-f^x^-\-f,x,. 
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Nach diesen Bemerkungen Aber BezeicIinungsweiseD wqllen wir 
nun die darch (1) dargestellte Curve näher unteranchen. Zunächst sei 
erwähnt, dass, wie in der analytischen Qeometrie des Raumes gezeigt 
wird, die Gleichung (1) jene Curve dawtellt, die man durch den Schnitt 
eines Kegels zweiter Ordnung mit einer Ebene erhält, also einen 
Eegelacfanitt. 

Da man in (1) durch einen der Coefficienten dividiren kann und 

- alsdann noch fünf von einander unabhängige Coefdcienten vorhanden 
sind, von denen sich keiner mehr durch Dirisitin wegbringen lasst, so 
ist ein Kegelschnitt im allgemeinen durch fQnf Bedingungen 
zwischen den Coefficienten, z. B. durch fBnf seiner Punkte 
bestimmt. Sind die ^Bedingungen fOr die Coefficienten nicht linear, 
sondern von höherem Grade, so wird es zwar mehrere Kegelschnitte 
geben, welche diese Bedingungen erflUIen, aber im allgemeinen doch 
nnr eine endliche Anzahl 

Die Gleichung eines Kegelschnitts, der durch fünf Punkte 
•p,» jjW, a:^w (t =™ 1, 2, . . 5) geht, besteht in einer gleich Null ge- 
setzten Determinante sechsten Grades, die in der ersten Reibe die sechs 
Quadrate und Producte enthält x*, x^a^y x^, x^x^, x,x,, x^, während 
die fönf anderen ßeihen die entsprechenden Quadrate und Producte 
a:,*-^, Xi^^xj-% xi^, «iWarg«, a^w^g«,«,''^ (i — J,2, . . 5) enthalten. Soll ein 
K^elschnitt durch die fOnf Punkte af^ gehen, so muss jedenfalls diese 
Determinant« sechsten Grades verschwinden, wenn an Stelle von x^, 

, a^, x^ die Coordinaten eines sechste^ Pnnktes der Curve gesetzt werden. 
Umgekehrt, wenn die DetermiDaate verschwindet, gibt es immer Werthe 
Oft, welche die ^echs Gleichungen befriedigen von der Form 

1 t a > 

2 2 **^"''P*'' = 0, (<i) -* 1, 2, 3, 4, ö), 5/ ^ *^*'** = Ö; 

es fragt sich aber, ob es nicht vielleicht "unendlich viele solcher Werthe 
Ott) also unendlich viele solcher Kegelschnitte {pbt, die durch die fflnf 
Punkte gehen. 

Es gibt nur einen Kegelschnitt, so lange die sechs Coefficienten 
von x-^, x^Xf, x^, XiXg, XfXg, Xt in jener Determinante nicht gleich- 
zeitig Null sind. Bei beliebiger Lage der f^nf Punkte (sie mSgen 
a, h, c, d, e heissen) kann dies nicht eintreten , weil schon in dem 
.speciellen Falle, dass drei von den fünf Punkten, z. B. a, i, c, auf einer 
Geraden, die zwei tlbpigen nicht auf dieser Geraden liegen, der Kegel- 
schnitt vollsländ^ bestimmt ist, nämlich aus dem Geradenpaare abc, 
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de bestellt^). Der Kegelschnitt ist daher am bo mehr bestimmt, wenn 
die fOnf Punkte keine specielle Lage haben, &lso von den 10 Deter* 
minanten dritten Gerades, die man aus den • Goordinaten der fOnf 
Funkte bilden kann, keine verachwindet. Eine Unbestimmtheit tritt 
erst ein, wenn von den fDnf Funkten vier auf einer Geraden liegen, 
indem alsdann der Kegelschnitt ans dieser Geraden und einer beliebig 
dnrch den fünften Ponkt gel^^n Geraden besteht; die Gleichung des 
Kegelschnitts verschwindet in dieBem Falle identisch. Man vergleiche 
hierzu auch die Fussnote zu (5) in § 12. 

Wir wollen ferner die Frage befmtworden, in wieviel Punkten ein 
Kegelschnitt to§ einer beliebigen Geraden, z. 6. von der Verbindungs- 
linie zweier Punkte mit den Goordinaten x^, Xf, x^ und y,, y„ y, ge- 
schnitten wird. Zur Lösnng dieser Aufgabe, werde vorerst daran er- 
innert, dass ein jeder Punkt dieser Verbindungslinie Goordinaten hat 
von der Form yi-f- Xx^, y, + Xx^, y, 4- Xz^, wo A einen von Punkt 
zu Punkt variirenden Parameter bedeutet. Sind nämlich I^ ^ und 
P, ■= die Gleichungen zweier Punkte x und y in Dreieckscoordinaten, 
so kann, wie wir hier als bekannt voraussetzen, die Gleichung eines 
beliebigen anderen Punktes der betreffenden Verbindungslinie in die 
Form gebracht werden A 17, + Ut-=Q\ hierin sind alsdann die Coeffi- 
cienten von u,, Uj, Ug die Dreieckscoordinaten des dem Parameter A 
entsprechenden Punktes; diese Coefficienten besitzen aber gerade die 
oben genannten Werthe. 

Die Goordinaten der Schnittpunkte der Gurve (1) und jener Ver- 
bindungslinie müssen nun die Glefcbung der Gurve erfSUen, d. h. es 
mu88 sein 

0) fd/i + *«» y« + ^'h. vt + ^^) " o; 

und wenn man nach Potenzen von A entwickelt: 

(8) /■(j,y) + 2V(!,,i)+-iY(a:,.)-0. 

Diese Gleichung ist in l vom zweiten Grade, woraus hervoi^ebt, 
dass die Gurve (1) von der Verbindungalinie der Punkte x und y in 
zwei Punkten gescbnitteti wird, deren Goordinaten von der Form yi -\- i,Xi 
(i — 1, 2, 3) sind, wobei sich für A ans (8) zwei im allgemeinen ver- 
schiedene Werthe e^eben. Wir haben demnach den Satz: 

(9) Jede Gurve zweiter Ordnung wird von einer Geraden 
im allgemeinen in zwei Punkten geschnitten'). 

1) Zufolge eiuBi in der Fnasnote zu S^ Sl erwähaUn Sakes miuB nämlich 
eine QenMle, die mit einet Carve Eweiter Ordmmg drei Funkte gemeituam hat, 
goBx der Cnrre aogehOreD. 

8) W&ren wir tos einer Oleiobnng n*™ Gradei in x,, x,, x, aoBgegangen, 
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Offenbar sind die Schnittpnnkte reell, wenn 

sie sind imaginär, wenn f*(x,y) — f{x,x)-f(s,y)<.(i; sie fallen 
zasammen, wenn f*(x,y) -* /"(«, a;) ■ /"(y, y) ^ '). In letzterem 
Falle ist die Gerade im allgemeinen eine Tangente der Cnrre, so 
lange nämlich die Curye einen eigentlichen, nicht in zwei gerade Linien 
zerfallenden Kegelschnitt darstellt. Änf den Fall, dass f{x, x) — 
zerföllt, werden wir später zurückkommen. 

Nehmen wir an, der Punkt y liege fest, während x variab^ is^ 
so stellt daher 

(10) n',y)-fi','')f(^,y)-o 

die Bedingung dar, der die Xi genQgen müssen, um auf einer vom 
Punkte y an den Kegelsohnitt gezogenen Tangente zu liegen, d. b. 
(10) ist die Gleichung des vom Punkte y an den Kegelschnitt gelegten 
Tangentenpaares und zwar eines Paares, weil (10) in den x vom 
^weiten Grade ist. 

Sind Ai und Aj die Wurzeln der quadratischen Gleichung (8), so 
besitzt das Doppelrerhältniss des Pnnktepaares ^, y zu dem Paare 
J^i* -f- y» ^^ + y den Werth o ■■ ^ oder auch «' ■" ^j wir berQck- 
sichtigen zunächst nur a. Aus <*=* r- folgt nun " ■ _ •» t - _ -^ 
und (ff + 1)*[(A, + Ä,)» — 4A,As] — (a - 1)»(A, + X^)'; mit Rßeksicht 

auf (8) ist aber A, + Ä, ^ ^^^j, A,;i, ■= ^l^^, es ergibt sich 

daher zur Bestimmung des Doppelverhältnissea a die Gleichung 

(11) (» + i)'[r(*, y) - f(x, x)-f(s, »)] - (« - v)'r{x, ») - 0. 

Dieselbe ist in te vom zweiten Grade, und zwar sind ihre Wurzeln 
von der Form a und «'—>—, denn (11) ändert sich nicht bei Yer- 
tauschnug von a mit — ; hieraus geht auch hervor, dass es erlaubt 
war nur a zu berücksichtigen. 

TOD einer Mgenannten Cnrre n" Ordaang, ao wflide man anf gleiche Weise 
finden, da» dieselbe vbn einei Geraden im allgemeinen in n Paukten gSBohnitten 
wird. Deshalb hei«it eben die Curye von der n*™ Ordnung. 

1) Man kann' noch fragen, welche geometrische Bedeutung es hat, wenn 
in (8) /(Vi y) " 0> fil/j x) — and f(,x, x) — 0. E* I&ast sioh aon nlgebraisob 
leicbt leigen, das» die Gleicbimg (8) fOr drei verscbiedene Werüie 1 => 1, , 1 •— 1, , 
2—1, nnr befriedigt werden kann, wenn Uue CoefBdenten vereohwiaden nöd 
dass alsdann die Oleichnng fflr jeden Wertli von X befriedigt wird. Dario liegt 
, auf Qrnnd obiger Discussion der Satz: Wenn eine gerade Linie drei ver- 
schiedene Punkte mit dem Kegelschnitt gemeinsam hat, bo muse sie 
demselben gaac aogehSren. 
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(12) 
und 
(13) 



Man findet ans (11) übrigens 

«+» 



und bieraas darcb correspondirende AMitioD und Subtraction 



^ /•(«'. y) + V/"'(». y) —f( x, ^) - Ay. y) 



rt*, y) - Vn-t, y) - f(.z, X) ■ f(s, y) 

Denken wir ans y wieder fest gegeben, x variabel und a einen 
bestinunten Zablenwertb ertheilt, so stellt (11) einen Kegelschnitt dar, 
der zu der gegebenen Gurre (1) in folgender Beziehung steht: 
(14) Legt man durch einen beliebig gegebenen Punkt y 
der Ebene ein Strahlenbüschel und conetrnirt man auf jedem 
Strahl desselben zu seinen zwei- Schnittpunkten mit dem 
Kegelschnitt (1) und zu y einea vierten Punkt x der Art, 
dass diese vier Punkte auf jedem Strahl dasselbe Doppel- 
verhältniss a bilden, so liegen alle diese vierten Funkte x 
anf dem Kegelschnitt (11). . 

Bei beliebiger Aendemiig von a ergibt sich natürlich ein ganzes 
System von Kegelschnitten. 

Yön besonderer Wichtigkeit sind hierbei die den Werthen sc => -|- 1 
und a ~3 — 1 des Doppelverhältnisses entsprechenden Fälle. Für 
a ^ -\- 1 verwandelt sich (11) in (10), der Kegelschnitt (11) zerfällt 
dann in das vom Punkte y an (1) gelegte Tangentenpaar. 

Für a^ — 1, wenn also die vier Punkte harmonisch liegen 
sollen, ergibt sich aus (11) 
(16) rC«,»)-0, 

eine doppelt zu zählende Qerade, die man als Pofare des Punktes y 
in Bezug anf den Kegelschnitt bezeichnet*). In (3) oder auch (4) ist 
die Gleichung der Polare ausführlich angegeben. Wir haben somit 
den Satz: 

(16) Zieht man durch einen Punkt y beliebig viele Strahlen 
und constrnirt man auf jedem derselben den vierten harmo- 



1) Ea werde bei dieaer Qelegenheit daraiif aofmerkaam gemacht, daea der 
Atudrack f{x, y) der Coefficient von 21 ist in der durch (8) gegebenen Bntwicke- 
Inng von /'(y, + 1«,, y, + laj, y, + l«i) nach Potanioo von i. Bildet man 
diese Entwickelang anoh in dem allgemeinen Falle, dass f{x^,x^,x^)^fi die 
Gleichong einer Cnrve n*" Ordnung ist, so stellt der Coefficient von 1*, gleidi 
Soll geaetit, eine dem Pnnkte y tngeordnete Cprve £*" Ordnung dar, die ao- 
genannte (« — *)•• Polare des Panktea y in BeEug anf die gegebene Curre . 
/■(x, , X, , «,) — 0. Diese Art der Einffllimng der GtObbo X findet aich wohl inerat 
bei Joachimsthal in Crella's Journal, Bd. 88, 8. 873 t, 1846. 
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Discheu Funkt zn y ond zu den beiden Schoittpunkten des 
betreffenden Strablea mit einer Curve zweiter Ordnung, so 
liegen alle diese vierten harmonischen Punkte anf einer and 
derselben Geraden, der Polare des Punktes y. 

Es seien nun t und e irgend zwei Punkte der Polare von y; als- 
dann hat jeder Punkt dieser Polare Coordinaten von der Form Xf= 
ti -\- kßi (i=\, 2, 3), und weil er auf f(x,y)=^0 liegt, ist für ihn 
f(t -\- Xe, y) = 0. Andrerseits ist f(t + ks, x) •= die Gleichung 
der Polare jenes Punktes; dieselbe wird ofTenbar erfüllt durch Xi^-yi, 
woraus folgt, dass die Polare ii^end eines auf f(x, y) =" gelegenen 
Punktes durch y geht. Da femer vier Punkten mit den Coordinaten 
(( + ***((» = 1, 2, 3; * ■= 1, 2, 3, 4) die Polaren zugehßren f(x, i + Jlt «) -=0 
oder f{x,t) -^ kif(x,e) =-•0 and sonach das DoppeWerhältniss der 
vier Punkte gleich demjenigen der entsprechenden Polaren iut, folgt: 

(17) Darchläuft ein Punkt eine Pnnktreihe, so beschreibt 
seine Polare in Bezug anf eine Carve zweiter Ordnung einen 
zur Pnnktreihe projectiven StrablenbÜscheP). 

Ein weiterer wichtiger Satz lautet: 

(18) Die Polare eines Punktes y geht darch die Berafarungs- 
punkte der von y an den Kegelschnitt gelegten Tangenten 
hindurch, fällt also mit der Verbindungslinie dieser beiden 
Punkte zusammen. 

Die Gleichung des Tangentenpaares ist nämlich nach (10) 
/■(«,») -/(«,«)/'(»,»)-0i 
fQr die Schnittpunkte der Polare f(x, y) ~= mit diesen Tangenten 
fällt nun das Glied f{x,y) weg, die betreffenden Schnittpunkte sind 
daher dieselben, wie diejenigen der Polare mit dem Kegelschnitt 
f{x, x) «= 0, w. z. b. w. 

Bisher wurde angenommen, dass der Punkt y nicht auf seiner 
Polare f{x, y) ■=> liege, also f(y, y) ^ sei; wir wollen nun fragen, 
was fQr eine geometrische Bedeutung f(x, y) >« bat, wenn y auf 
seiner Polare liegt Jedenfalls ist alsdann f(lf,y)^0, d. h. y liegt 
in diesem Falle auch auf dem E^elschnitt, und die Gleichung (8) zur 
Berechnung der Schnittpunkte einer Geraden mit einer Gurve zweiter 
Ordnung bat zwei Wurzeln X-~0, die Gerade f(x,y)'='0 hat also 

1) Die Faaamig disBea Satcee tunsB etwas modifidri werden, wens der Eegel~ 
schnitt ein Oeradenpaar ist, durch deisen Sohnittpunkt der Trfi^r der Pnoktreihe 
hindurchgeht; eämmtliche Strahlen des BQBChelB fallen dann oflbnbar Eusunmen 
mit dem vierten harmonischen Strahle in dem Geradenpaar und dem Tr&ger 
der Fnnktreilie. Dieser vierte harmonische Strahl ist jetzt die Polare eines jeden 
Punktes der Pnaktreihe. 
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24 1 Abtchiutt S ^ 

zwei zQ8&minen&lletide Punkte mit der GiuTe gemeinsam oder ist eine 
Tangente der Corre, and zvar im Punkte y, da dieser jetzt auf der 
Carre and aof f(x, y) — > liegt. Man hat daher den Satz: 

(19) Die Polare eines aaf der Carve zweiter Ordnung 
f(x,x)^-0 gelegenen Punktes y fällt mit der in diesem Punkte 
gezogenen Tangente zusammen; die Gleichung derselben ist 

rt»,»)-o. 

Wenn der Punkt y in beliebiger Riditnng ins Unendliche rQckt, so 
werden die durch ihn gezogenen Strahlen einander parallel, die vierten 
harmonischen Punkte zu y and zu den Schnittpunkten der einzelnen 
Strahlen mit der Corre fallen mit den Halbirongsponktan der durch 
die Sohlen gebildeten parallelen Sehnen zusammen and liegen natfir- 
lich auch auf der Greraden f(x, y) •= 0. Falls jene Bichtong zn der 
Geraden u^^^ -|- UfX, -{- u^x^ « normal isl^ wird der unendlich ferne 
Punkt y zam Mormaleueentrnm dieser Geraden und hat nach § 2 (am 
Schluss) die Coordinaten a)'(u,), ffi'C«,), a)'(uj); die Gleicbong der zu- 
gehörigen Polare ist fl)'(«i)r(a:,) + »'("s)rU) + "'(«»)/' (a=i) — 0. 
Man kann somit s^en: 

(20) Zieht man bei einer Cnrve zweiter Ordnung ein Sjstem 
paralleler Sehnen, so liegen deren Mittelpunkte auf einer 
nnd derselben Geraden; ihre Gleichung ist 

(20.) o'(»i)r(^) + "'wrw + »'wrw - o, 

wobei ia'(uf) (t^ !> 2* 3) die Coordinaten des in Richtung der 
parallelen Sehnen im unendlichen gelegenen Punktes be- 
zeichnen. 

Man nennt die Gerade (20a) den zur Richtung der parallelen 
Sehnen conjagirten Durchmesser der Cnrve f(x,x)^0. 

Der Grund zu dieser Bezeichnnngsweise liegt darin, dass jede 
Gerade (20a), zu welcher Richtung sie auch oonjugirt sein mag, stets 
durch einen ond denselben Punkt e geht, fflr welchen ^-^ — ^-^ — ^^ , 
unter PuPuPi ^^ Coordinaten der unendlich fernen Geraden ver- 
standen. Ein solcher Punkt e geoQgt nämlich immer der Gleichung 
(20a), weil nach (14) in § 2 o)'(«,) j), + e>'(u^ -jj, -f- «'(%) ft — 0. 

Ausserdem hat der Punkt b die Eigenschaft, dass er jede durch 
ihn gezogene Sehne der Curve zweiter Ordnung halbirt. Zum Beweise 
lege man durch e irgend eine Sehne; der zur Richtung derselben coo- 
jngirte Durchmesser geht gleichfalls, wie eben gezeigt wurde, durch 
« und halbirt nach (20) die Sehne, und zwar gilt dies fflr jede durch 
B gezogene Sehne und ihre conjugirte Gerade, da die Richtung des 
anendlich fernen Punktes <»'(»{) ganz willkflrlich war. 
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Vorl&nfige Bestimmung dea UittelpDaktes eine« Eegeleohnitta. 25 

Man nennt einen derartigen Pnnkt s Mittelpankt der Gurva 
zweiter Ordnung, jede darcb ilm gezogene Sehne einen Durchmesser 
der Carve, und in dieaem Sinn kann man sagen: 
(21) Jede za einer gegebenen Richtung ta'{u^ in Bezng auf 
den Kegelschnitt f(x,x)*^0 conjugirte Gerade (20a) ist ein 
Durchmesser des Kegelschnitts. 

Der Punkt z ist^ so lange nicht als Gorre f(x, d;) ■» ein Paral- 
leleupaar vorliegt, derjenige Punkt, in welchem sich die Polaren irgend 
zweier Punkte der unendlich fernen Geraden schneiden; im Falle zweier 
Parallelen hat man für diese Polaren zofolge der Fussnote 8. 23 keinen 
bestimmten Schnittpunkt, sondern der Ort der Schnittpunkte wird der 
vierte harmonische Strahl zu dem Parallelenpaar und zu der unend- 
lich fernen Geraden, also die in der Mitte zwischen den beiden Pa- 
rallelen verlaufende Gerade-, es existirt, wie man sieht, in diesem Falle 
eine „Mittelpunktslinie". 

Durch die Relationen 

,99x I fih) „ > /:!«,_) „ 1 r«,) 

<'^^} 2 J>, 2 ft 2 p.' 

denen die Goordinaten e des Mittelpunktes genOgen, sind gewisaer- 
massen zwei Gleichungen gegeben, die in den vei^derlichen Punkt- 
coordinaten «« zwei gerade Linien repräsentiren. Letztere können 
folgende verschiedene Lagen zu einander haben: 

1) sie schneiden sich in einem einzigen Punkte and zwar: 

a) im Endlichen: dann existirt ein einziger im Endlichen ge> 
legener Mittelpunkt des Kegelschnitts; 

b) im Unendlichen: dann existirt ein einziger im Unendlichen 
gelegener Mittelpunkt; 

2) sie lallen zusammen: dann existirt eine ganze Mittelpunktslinie. 
Wir setzen nun . 

(23) ^n^d=-m, in^)-**?., ^nh)~m, 

wo ^ einen Proportionalitätsfactor bedeat«t. Es läsat sieb alsdann 
nachweisen und ist für weitere Untersuchungen von Wichtigkeit, dasa 
die Gr&sae ^ nicht nur in jedem der Falle 1), sondern auch im Falle 
2) einen ganz bestimmten Wertb besitzt, und zwar ist es im letzt- 
genannten Falle gleichgiltig, welchen Punkt der Mittelpunktslinie man 
auch als Ponkt g wählen mag. Hat derselbe die Goordinaten «,', e,', e^, 
so gelten fOr ihn Gleichungen von der Form 

(24) ^fw-vp^, ir(V)-»Ä, -f-rw-'-fti 
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26 1- AbBchnitt. § 4. 

durch Multiplication derselben mit «i,^, jS's nod Addition erhält man 

mit ROcksicht auf (23) 

(25) vp. = fip^, alBO^=^, 

w. z. b. w. Die Bestimmung ron — wird später (S. 31) erfolgen. 

Aus den vorhergehenden Betrachtungen, inebesondere aus (18), 
folgt noch, dass der zur Bichtang nach dem Punkte ra'(**i)j ">'("*)( <"'("») 
conjugirte Durchmesser die Curve f(z, x) = 0- in zwei Funkten trifft, 
deren Tangenten sich in ai'(u), also im unendlichen, schneiden; diese 
Tangenten sind demnach einander parallel und zwar von gleicher 
Richtung, wie das Sehnensjstem, zn welchem der Durchmesser con- 
jugirt ist. 

Ein zu einem System paralleler Sehnen conjugirter Durchmesser 
bildet zusammen mit demjenigen Durchmesser, der in dem System 
selbst enthalten ist, ein Paar zu einander conjugirter Durch- 
messer. Der eine halbirt die zn dem anderen parallel gezogenen 
Sehnen. 

Aus der Gleichung f(x, y) = der Polare eines Punktes y in 
Beeug auf die Curve (1) folgt durch Vergleichen mit tt^Xi + «^a^ 
-|- UgX, ■= 0, dass die Coordinaten dieser Polare die Werthe besitzen 

QU, — a„y, + o„y, + o^sj*, = y^'^'^ 
QU, — a,ij/, + a^yt + «HsJ/s = yrCyi) 

wo Q einen Proportionalitätsfactor bedeutet. Umgekehrt entspricht 
auch jeder Polare mit den Coordinaten u,- ein Funkt y, wenn sich die 
Gleichungen (36) eindeutig nach den yt auflösen lassen; man nennt 
dann y den Pol der Polare u. Die Auflösung von (26) ist eindeutig 
möglich, wenn 

«11 o„ «i, 

(27) ^= % o« fl« ^Oi . 

«Sl «SS «M 

diese Determinante wird die Discriminante oder Determinante 
des Kegelschnitts genannt Man findet, wenn ^^0, für die Co- 
ordinaten des Pols die Werthe 

' uy, <= ^iiUj -{- ^ji«j -|- -^81% 

, ff J/s — ^„M, + A„«, + AgyU^ 

\ eyt — ^,3«i + A„v^ + ^«,, 
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Oleichniig des Eegekcluiitta in Linieacoordinalen. 27 

vobei Äiic die ünterdeterminaDte von Oa in A bedeutet und 
ff = — lat 

9 

Nach (19) fällt die Polare u eines CuireDpunktea y mit der iß y 
gezogenen Tangente der Gurre zaeammenj da in diesem Falle der 
Punkt y auf seiner Polare liegt, ist 

und wenn man aus dieser Gleichung und ans (36) die tfi eliminirl^ er- 
halt man die Bedingung dafür, dass eine Gerade u Tangente der Curve 
f(x, x) = sei in der Form 



(29) 



= 0, 



«81 «M «BB 

«t «S 

ein Ausdruck, der nach Multiplieation mit — 1 identiBcb ist mit 

(30) F(u, u) = A„u,» + 2A.W."» + -1*.V + 34.3«,«, 

+ 24„«.M, + ^,«3» ^ 
und als Gleichung der Gurre zweiter Ordnung in Liniencoordinaten 
bezeichnet wird'). 

Dieselbe steht in einer einfachen Beziehung zn der Gleichung 
P{x, y) — f(x, x) ■ /"(y, y) « 0, welche nach (10) die Bedingung dafflr 
aasdrückt, dass die Verbindungslinie zweier Punkte x und y eine Tan- 
gente der Curve f{x, ») ™ sei. Sind nämlich 

(31) «, «a^y, - »aft» «s — i^yi — «ly». «j — «i!/* — a^yi 
die Coordinaten der Tangente, so mOaaen sich diese in (10) einfahren 
lassen, und kann alsdann (10) von dem Ausdruck (30) nur um einen 
Zahlen&ctor verschieden sein. Man findet in der That 

(32) /■(a:,aO/-(y,y)-/'(3=,y)^4„«i' + 24„«,«, + J„V " 

+ 24,,«,«, + 24»«,«, + 4„a,», 
wobei die »< darch (31) definirt sind. 

Es möge nunmehr angenommen werden, dass zwar Ä ver- 
schwinde, jedoch nicht sämmtliche ünterdeterminanten 
von j1.*) 

1) Vgl. über diese Bezeicbnangsweise die Fnienote lu (9) in § 6. 

8) El miua dann mindeatena eine der drei „Hauptanterdeteiminauteu*' 
Ä,^, Äj,, Af^ von Nall verschieden sein; denn wfirden diete drei veraohwinden, 
BQ vite znfelge der bekannten Relationen aai der Determinantentheorie 
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lu diesem Falle lassen sich die Gleieliungun (26) nicht mehr ein- 
deutig nach den y auflösenj zu einem beliebigen Punkte y gehSrt dann 
Ewar noch im allgemeinen eine bestimmte Polare u, aber zu einer 
beliebigen Polare nicht umgekehrt ein bestimmter Pol. 

Jedoch gibt es zufolge A-^O ein bestimmtes Werthsystem von 
Vi-tfi-ys (dasselbe werde mit %iija:>)g bezeichnet), dos die drei 
Gleicbangen erffillt: 

^nVi + fhiVa + <htVs — Oj 
fDr diesen Punkt ij wird auch die zugehörige Polare unbestimmt 

Berechnet man die Verhältnisse ifi : i/j : % ans je zweien dieser 
drei Gleichungen, so ergibt sich aus der zweiten und dritten iji : 17, : % 
•= Aji : Au : j1,j, ans der dritten und ersten Vi'-'li'-''Js'~ -^i '■ -^t ■' -^ist 
aas der ersten und zweiten q, : i}, : i], ^ ^, ; A^^ : ^„, und wenn man 
die linken Seiten dieser drei laufenden Proportionen erweitert resp. 
durch i]j, 1],, i}g und die Identitäten An =-> An berflcksichtigt, folgt 
fl* : )j,ijj : Vt' ' ^i*)« : li'Ia ■ Vs* =" Ai : A,i- Ai • As = ^m • Asj «der 
unter Anwendung eines Proportionalitätsfactors p: 

ICV — Ai IfViVt — A» 
pV — -^M PliiJ. = -4n- 
£Ke Frage nach der geometrischen Bedeutung dieses ganz be- 
stimmten Punktes 1; erledigt sich zugleich mit Beantwortung der Frage, 
wie Oberhaupt die Curre fQe, x) — im Falle ^ ^ beschaffen ist. 
Um dies zu erfahren, beziehen wir die Cnrve auf ein neues Goordi- 
natendreieck. Da nicht alle Hauptunterdeterminanten A,, A^, A„ 
verschwinden eotlen, sei etwa A„ von Null verschieden, und unter 
dieser Voraussetzung werde jetzt das neue Coordinatendreieck mit dem 
ursprOnglichen verbunden durch die Relationen: 



(35) 



■ -< + 



oder x.~= X*' + .— x. 

X = ^x 



wegen j1 — nucb ^„ — ^^ ^ ji,, — 0, wm auageachloaien Bein Bellte. 
AiiBaeidem erkennt man, dMB im Falle ^ ^ die drei Haaptiuiterdetecmi- 
nanten gloicbei Voizeichen beBitieD. 
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Mit Benntzong der Relation 

OijAti + OitÄit + Ofs-^ts ™ für i^Jt 
erhält man aladaoQ 

-i-rCa^) = a^Xi + a,jX, + 0,3«, =- <»„< + a„< 
Y r(«i) = th^Xi + »Ha:, + a^x^ = Os,a;,' + 0^3;,' 
-^rCai) = Oj.a:, + Ojj«, + a„x, = a„a:,' + <Ib,< + 2^fl;g , 

and die Gleichang nnseres Kegelschnitte 

fix, «) = -i (ffe) • a;. + r(«i) ■ :>, + r («.) ■ *. I - 

verwandelt eich darch die Transformation (35) in 

(36) a^^Xi'' + 20,1« + a^tx,'' + ^^ V ™ 0- 

Diese Gleichung enthält im Falle Ä^=0 nur noch die zwei Va^ 
nabeln x^' und x^, in denen sie homogen iat, läest sich daher sofort 
in zwei Factoren zerföUen, so dass sie von der Form wird 

(37) a„« - ax,'){x,' - ßx,') - 0. 

Da aber jeder dieser Factoren eine Gerade darstellt, die dnrch 
den Pnnkt a;,' ^ a^' ^ geht^ artet im Falle Ä^^O der Eegelsohnitt 
in ein Geradenpaar ans, das den Funkt a^'^Xj'=^0 zom Schnitt- 
punkt oder zur Spitze hat, und aus den Gleichungen (35) folgt sofort^ 
dasB diese Spitze, auf das nrsprOngliche Dreieck bezogen, die Goordi- 
naten hat a:, : a^ : X, •— J^ : A„ : A„, also mit dem oben betrachteten 
Punkte 17 identisch ist*). Wir können daher sagen: 

(38) Sobald die Determinante A des Kegelschnitts /'(a:,a;)^0 
verschwindet, zerfällt derselbe in ein Geradenpaai^). 

(39) Man kann aneh umgekehrt zeigen, dass die Determinante 
A verschwindet, wenn der Kegelschnitt ans einem Geraden- 
paar besteht. 



1) TJebrigenB iit die Spitse des Oeradenpaaiee lagleioh der Hittelpnnkt dei- 

Helben, denn ihre Coordiuateu erfSllen die Qieiclmniren ■■-■ >k LJ^hL _ LiSil , 

Px Pt Pt 

auB denen, wie wir oben sahen, die Cooidinaten des Mittelpanktet la bereohnen 
w&reu; im TOTÜegendeu Fall i«t Nul] der gemeinsame Wertb der drei Qaotienten. 
3) In dem n vorliegendem Paragraphen gehörigen Theile des Anhangs sind 
die beiden Oeraden einwln dargestellt. Die Frage nach dem Winkel, den iwei 
durah /^a;, s) — dargestellte Geraden mit einander bilden, wird in g 7 be- 
antwortet. 
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Sind nämlich U=^ 0, V^^ die Gleichtuigen der beiden Geraden, 
80 iet f(x, z)^ ÜV, daher 

(40) /■■(j,,= i7|Z+F||^ (i-l,2,3J 

und wenn man hier fdr die a; die Goordinateu i] des Schnittponktes 
der beiden Geraden tj und V einsetzt, erhält man an Stelle der /"(xi) 
die in (33) links stehenden Ausdrücke, während die rechten Seiten 
von (40) für die Coordinaten des Schnittpunktes verschwinden. Die 
Gleichungen (33) kSnnen aber nach einem bekannten Satze der Deter- 
minantentbeorie nur dann zusammen bestehen, wenn ihre Determinaote, 
die mit Ä identisch ist, verschwindet. 

Wir betrachten nunmehr den Fall, dass in der Determinante 
A der Gurre f(x,x)^~0 auch sSmmtliche Ünterdeterminanten 
Aii verschwinden. Es soll jedoch mindestens einer der drei Coeffi- 
cienteno,i,a^,ö„ von Null verschieden sein, denn für a,i «^«„"^Ojj— =0 
mÜBSte wegen A^^ — A^^ ^^ Xg, ■= auch o,, =■ Og, »= a^t — sein. 
Wir dürfen deshalb annehmen, es sei etwa On ^ und multipliciren 
Qon die Gleichung (l) der Curve mit Oi,; anter Rücksicht darauf, daas 
(i,,(ijj c» fljj'j OuOm "" ^18*) '^M^M "^ ''8b''i verwandelt sich dann (1) in 

(41) (o,,*, + Oija^ + «„»s)' — 0, 

woraus folgt, dass der E^elschnitt (1) im gegenwärtigen Fall eine 
doppelt zu zählende Gerade darstellt 

Ist umgekehrt f(x, x) das Quadrat eines linearen Aosdiucks, so 
verschwinden alle Unter determinanten Ait, denn fOr 

f{x x) = («,», +a%^ + o,ai)' — 
wird Oik — OiC^, und eine beliebige tJnterdeterminante "* er- 

I Okt ahm I 

erhält daher den Werth ctiat , welcher identisch Null ist. 

Man kann somit sagen: 

(42) Wenn sämmtliche Unterdeterminanten Äfh der Deter- 
minante A einer Ourve zweiter Ordnung verschwinden, re- 
dncirt sich die Curve auf eine doppelt zu zählende Gerade 
(Doppelgerade), und umgekehrt. 

Wir wollen jetzt die Beantwortung einer Frage wieder auf- 
nehmen, die gelegentlich der EinfDhrung des Uittelpunktes a eines 
Kegelschnitts berührt wurde; es hatte sich in (25) gezeigt, dass auch 
bei Curven mit Mittelpunktslinie die Grdsse — (e= x) einen ganz be- 
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Sudgiltige Bettünmang d. Gnmdconstante t. d. Truiafonnation auf d. Mittelpunkt. Sl 

stimmten Werth besitzt, nod es handelt sicti nun dämm, die Bestimmnng 
dieses Werthes wirklich durchmiUhTeii. Die Aaflösung der Oleichangeo 

denen die Coordinaten £^,^^,0^ des Mittelpunktes genBgen, ei^bt 
(44) Ä-iSi = ii.{Aapi + ÄiiPt + Äftps) , 

woraus folgt 

-(•■F(p,i>), 
daher 

'■'''> i-T^y 

Wenn nun A und F(p,p) verschwinden, ist von den drei Gleichun- 
gen (43) je eine die Folge der beiden anderen (vgl. 2), S. 25). Lassen 
wir daher die erste dieser Oleichnngen ganz ausser Acht und ersetzen 
sie durch u^Si -f- w,«, + »,«, — 0, wo Uj, Uj, u, beliebige Zahlen be- 
deuten, die jedoch den p« nicht proportional sein sollen, so erhält man 
in gleicher Weise wie oben 
(46) t. _ ^.t«. -HAiWi+A .% 



wo för den Renner auch ^^£>,^ + ^-^^>,^ + ?-^^'P?«3 g«. 
setzt werden kann. 

Zwei ähaliche Oleicbnngeh wie (46) ergeben sich, wenn man in 
dem System (43) die zweite, resp. dritte Gleichung durch u^g^ -)- %£, 
-\- u,«, •» ersetzt, nSmlich: 



(46a) 



ao,, "■ + 8»,, "■ + 8a,, " 



8"., 



8a,, 



■') 



1) Setzt man von den wilUcOrliclieQ w^ je swei gleich Null, dag dritte gleich 1, 



BO enUteht fi : p, ■ 



■^,' 



•s^- 



■"••'a^.' 
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Endlich erhält man aas den drei GleiehnDgen (46) und (46a) unter 
Anwendung eines elementaren Satzes ane der Lehre tou den Proportionen: 

^ ' D. a.. a.. a.. u. u. ' 



»11 «ii «1. Pi ^ 
Ofi <>*) Ou Pi «S 



und F{p,p) verschwinden. 

Zwei Sehnen, die durch den Mittelpunkt des Eegelschnitts gehen 
und zu einander conjugirt sind (vgl. 8. 26), bilden mit der unendlich 
fernen Geraden ein Dreieck, zu dessen wahrer projectiver Verallge- 
meinerung wir nun Qbergehen wollen. 

Auf Grund des Satzes (16) liegen alle vierten harmonischen Punkte 
zu einem festen Punkte y und zu den Schnittpunkten der durch y ge- 
zogenen Strahlen mit der Curve zweiter Ordnung f(x, x) = auf einer 
Geraden, der Polare des Punktes y. Die Gleichung derselben war 
f(x^ y) ^ 0. Man nennt nun Oberhaupt zwei Punkte x und y, die zu 
den Schnittpunkten ihrer Verbindungslinie mit einer Curve zweiter 
Ordnung harmonisch liegen, conjugirte oder harmonische Pole 
in Bezug auf die Curve; die Bedingung, dass z und y solche Pole 
seien, ist fix,y)'=0. Der eine Pol liegt immer auf der Polare des 
anderen. Offenbar gilt auch der Satz: 

(48) Die einzelnen Paare conjngirter Pole, die derselben 
Punktreihe angehören, bilden eine Involution-, die Doppel- 
punkte der Involution sind die der Curve zweiter Ordnung 
angehörigen Punkte der Reihe. 

Drei Paukte, von denen je zwei harmonische Pole in Bezug auf 
dieselbe Curve zweiter Ordnung sind, bestimmen ein Dreieck, das man 
als Poldreieck zu bezeichnen pflegt. Wir behaupten nun: 

(49) Für eine gegebene Carve sweiter Ordnung gibt es 
dreifach unendlich viele Poldreiecke. 

Denn zunächst ist eine Ecke dieses Dreiecks willkQrlich gewählt, 
ihre Bestimmung hängt jedoch von zwei Constanten, nämlich von 
zwei Verhältnissen ihrer Coordinaten ab; durch diese erste Ecke ist 
die Gegenseite als Polare festgelegt, hingegen kann auf dieser Polare 
die zweite Ecke beliebig gewählt werden, wozu noch eine Constante 
erforderlich ist. Alsdann aber ist das Dreieck festgelegt, denn die 
Polare dieser zweiten Ecke schneidet auf der Polare der ersten die 
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dritte Ecke aas; die Willktlrliclikeit ist daher in der That eine 
dreifache. 

Femer gilt der Satz: 

(50) Bezieht man eine Gurre zweiter Ordnung auf ein Pol- 
dreieck als Goordinatendreieck, so kann ihre Gleichung nur 
noch die Quadrate der Tariabeln enthalten. 

Für die Polare eines beliebigen Punktes y hat man nSmIich die 
in (3) ausfOhrlich angegebene Gleichung f(x, y) •= 0; lässt man y etwa 
in die Ecke Xj => Xg <« des CoordinatendreieckB rflcken, so wird die 
zugehörige Polare a,,2^ ■\- a^^x^ -^ '^■^ = ^- I^ie^e mnss nun mit 
der Gegenseite x, » der Ecke a^j = x, =^ zusammenfallen, falls 
das Dreieck ein Poldreieck sein soll, d. h. ea mSssen o,, und a,, weg- 
fallen, wodurch man als Gleichnng der Gurre erhält 

Verfährt man in eolcher Weise auch bei den Übrigen Ecken, so zeigt 
sich, dass überhaupt die Glieder mit «u, fi,i,ata wegfallen. Die Glei- 
choDg einer auf ein Poldreieck bezogenen Curre zweiter Ordnung 
laatet daher 

(51) OuÄi' + a„V + OssXj' =- 0, 
sie enthält nur noch die Quadrate. 

Offenbar gilt auch die Umkehrung des Satzes (50): 

(52) Enthält die Gleichung einer Garre zweiter Ordnuojg 
nur die Quadrate der Yariabeln, so kann dieselbe als auf ein 
Poldreieck bezogen angesehen werden. 

Es möge zum Schlüsse die Bestimmung der Goordinateu der 
Schnittpunkte einer Geraden mit einer Curre zweiter Ord- 
nung in andrer Weise erfolgen als zu Anfang dieses Paragraphen. 

Sei f(x,x) '^O die Gleichung der Curve, «,a^ +«ja^4''*i^'=0 
oder, wie wir häufig kürzer setzen werden, tf. = diejenige der Ge- 
raden und sind x,,Xf,Xf die Ooordinaten eines der gesuchten Schnitt- 
punkte, also XjVi 4* ^s*'i + ^"i *" *-* dessen Gleichnng in LiuieDcoor- 
dinaten v^, so erhält man die Bedingung für die Ooordinaten einer 
durch einen Schnittpunkt gehenden Geraden v^ = 0, wenn es gelingt, 
aus den drei Gleichungen f(x, x) ™ 0, «a « 0, v. ■= eina Combi- 
nation abzuleiten, welche die x nicht mehr enthält. Diese Gombinatioh 
stellt das Product der beiden Schnittpunkte dar, wenn sie in den v 
rom zweiten Grade wird. 

In Folge rona:,:a;g:a:^'=(M,t;g — •*»*'»): ("s^i — **i*8)'('*i*^ — «jfjer- 
h^t man sofort für das Product der beiden Schnittpunkte die Gleichung.^) 

%) Die der Eflne halber in (68) nur dnroh Punkte ui^euteten Glieder 

OnVaairingtr. Toilalangen. » 



\ 
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(53) o,x{H,V8-tt,t>,)*H hSo^Kwi— «i»a){«it.j— UjU,)+-- = 0, 

-wofttr man auch setzen kann 



(63.) 
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Falls der Eegelsclmitl: f(x, x) •^0 von u, = in swei zasammen- 
fallenden Pnnkten getroffen wird, stellt (53a) den betreffenden Punkt 
doppelt zählend dar. Sollte femer (53a) (Qr alle Werthe der Vi 
(t = 1, 2, 3) befriedigt werden, so würde jede Gerade «„ ■= der 
Ebene durch einen Schnittpunkt tob f(x, a:) = und «, -- gehen, 
d. h. die Gerade u, = würde einen Theil des ftlHdann ausgearteten 
Eegelschnitts bilden. 

Die Gleichung der Schnittpunkte von f(x, «) =- mit der Seite 
Xi^O des Coordinatendreiecks erMlt man aus (53 a) durch die Sub- 
stitution «,<=•!, ti, = ti,<i»0 in der Gestalt 
(54) Osjt^» — 2og,w,t^ + a„V — 0; 

die Schnittpunkte mit den Seiten a^ -3> und x, '=0 sind analog ge- 
geben durch 
(54) »mV — 2a»i»itJs + a„V — und «,,1)1* — aanWirj + Oi, V=*0. 

Die beiden in (53a) enthaltenen Factoren lassen sich übrigens 
auch einzeln darstellen, und zwar in folgender Weise: 

Sind «,,«,, s, drei willkürlich gewählte GrSssen, so besteht, wie 
in der Determiuantentheorie gezeigt wird, die Relation 

(56) 



aa-QQ +{::)' : 



ergeben sich ku dem den Pnokten voraaBgehenden ToUetAndig aagegebeneii 
Oliede durch cjklische Vertanschong der Indicea. 

1} Die durch HBtUkdem" mit zwei Keihen von OrOaBen w, reap. v^ (i ^ 1, 2, S) 
an« A betvorgebende Determinante weide kotz dnich y*} beteichnet; wird A 
«uf dei einen Seite mit den w, nnf der anderen mit den e gei&ndert, BO sei dies 
kors dnrch | | beieichnet, während f'*''*') auBdrfickt, dus die Determiniuite A 

mit drei Beihen von OrOBsen u^, v^, tc, (i » 1, 3, 8) gei&ndert ist. Wird eine 
andere Determinante, t. B. «ine ans Elementen h^^ mBammeogesetite Determinante 
gei&ndert, lo werde die«, um Verwechselnng ed vermeiden, dnich Zufügen di> 
Index bf^ bezeichnet; so bedeutet e. B. ("j , dau die Determinante der 6,-^ -^it 
je einer Beihe von Elementen u, , w, , «, geifindert ist. 
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, be- 



Sohnittpniiktopaar emer Corre Eweitei Orduimg mit einer Qertuleii, ; 
da nun ( , J "= — ^ + (Mih^tft bo hat man 

ü(::)--02'±^".'^''.)' + O' «der .«d. 

w o(::)-ia+/o-2±(».».«oi 

Hiermit Bind die Factoren Ton { ) gegeben, wobei Si.Sj,, 
liebige Oröasen bmeiclinen, die nar den Wi,u,,u, nicht proportional 
Bein dOrfen. 

Eine andere Methode zur Bestimmung der Schnittpunkte einer 
Geraden und einer Gurre zweiter Ordnung iat die folgende^. Wenn 
die Curve dai^estellt ist durch f(x, x)'='0 oder nach (6) durch 
/i*i + /i*s + /»^ "^ 0> *^'^ Gerade durch UjX^ -\- u^Zf + "s^^ ■" 0, 
BO folgen aus beiden Gleichnngen zur Berechnung der Coordinaten 
XifSt,Xf der Schnittpunkte die drei in den x linearen Gleichungen 

in denen ff einen noch zu bestimmenden ProportionaliUltsfactor be- 
deutet. Um (f zu finden, aubstituiren wir die Werthe (57) in die 
Gleichung x^v^ -\~ x^v^ -f- a^Vg -« eines der Schnittpunkte und er- 
balten so: 

(58) p(a,«, + «,», + «(Wg) — 2^ ± C/iMi"»)- 

Für das Quadrat p'(a;iV, + «,«, + a^Os)' fo'g* hieraus eine Darstel- 
lung in Form einer Determinante sechsten Grades 

«11 «1» fi 



p»(a:i», +«,», -Ha^»^)*«- 



<h» <ht 



Wird hier die erste Verticalreihe mit «,, die zweite mit x^, die 
dritte mit x^ multiplicirt und werden diese Reihen von der vierten 

1) Vgl Gandelfingflr: ^tomo ad alcnoe formole della teoria delte corre 
di Beccndo e teno ordine". Annali di Hatematica, Serie II, Bd. 6, 8. 225. 1873. 

2) Dieae Methode bat AroDhotd gegeben in einer Abhandlung fibet die 
Inlegiation irratioDaler Differeatiale, Journal fOr die reine nnd angewandte Mathe- 
mabfa, Bd. 61, 8. 108 f., 1663. 
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subtrahirt, verfährt man hierauf in gleicher Weise mit den Eorizontal- 
reihen und beachtet, dass fOr die Coordiuaten a^,a^,a^ eines Schnitt- 
pnokteB sowohl f{x, x) als u, Terschwindeu, so wird 

(O 0- 

[«,«,«, 

\vx «g tl, — »aO 

daher 

(69) p' - O- -(A„«,'+2^,.»,«, + A.».' + 2-l„»,», 

oder 



f'(*i''i+«i<'i+*>'.)' = 



— (i,c, +a,i',+aii>,)'("), 



(60) <.- + V'-J(«,»), 
wenn zur Abkürzang gesetzt wird 

(61) F(,u,u)=^2ä,m«,. 

Maa hat nun die beiden Haupt^le zu unterscheiden: 
l)(.^0, 2)p-0. 

1) Im allgemeineren Falle p^O erhält man, entsprechend den 
zwei verschiedenen Wertben von 9, mit Hilfe der Gleichungen (67) 
zwei verschiedene Punkte, die dem Kegelschnitt nud der Geraden ge- 
meinsam sind, und zwar sind dieselben reell oder imaginär, je nach- 
dem F(u, u) negativ oder positiv ist'). 

2) Wenn g^O, kann die Gerade ti, ^ mit der Curve 

a) zwei zusammenfallende Punkte, 

b) unendlich viele Punkte 

gemeinsam haben, ist also entweder (a) eine Tangente der Curve (im 
eigentlichen oder aneigentlichen Sinne) oder (b), sie bildet einen Tbeil 
der Curve. 

Die Gleichungen (57) verwandeln sich im Falle 2) in 

(62) ^-^-^. wobei/; -!/•(«.). 

1) Sind w,,«,,«, die Coordioaten der VerbiDdiuigsUiiie aweier Punkte y 
nud *, fw kann mau setaen «j —yi^i — ¥■(). «i^y»«! — Jfihi **> ~ Vi"* — Vt'ii 
nub C«2) ist aladaut f(y, y) ■ f<ß, t) — f*(s, m) — f{«, «), daher fiy, y) ■ /"(«, n) 
~ f*(lfi ') + ^0*1 **)' ^eiui nnn die Oerada w die Corre in imagiuben E^mktea 
trifi^ iat f (w, w), »omit aacb /(y, y) ■ f(t, ^ poritiT, es mflnen daher in dieNm 
Falle die Antdrdoke f(*/, y) und f{s, 1) gleiche Voneicheo haben. 
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und diese zwei Gleicliimgen ergeben entweder einen einzigen Schnitt- 
punkt oder unendlich viele (die Gerade u, — selbst). 

Im Falle a) setze man ft -= evi (t -^ 1, 2, 3), wo einen Propor- 
tiooalitätsfactor bedeutet^ und fBr beliebige yi wird 

(63) /iy, + Uy, + f.y, - a(u,y, + u,y, + u^y^). 

Da die y« beliebig sind, kann man für sie aucb die Coordinaten 
irgend eines auf der Geraden u, ^ gelegenen Punktes wäblen, also 
bei völlig willkörlieben Wertben der W( setzen yi =■ «jW, — «BWg, 
^1 <=> t4jU>i — MiWjt y» "= "i*"» — "»Wi. Die Coordinaten Xi des ge- 
meinacbaftlichen Pnnktea der Oorve f(x, fc) »« und der Geraden 
Us = ergeben sich nun ans den zwei linearen Gleichungen: 

(64) r(^)yi + f{'^)tfi + r('h)y> - und «.a:, + «,a^ + «,a^ - 0, 
oder unter Beibehaltung der völlig willkEIrlichen Wi aus: 

(65) ^ + (rwu,w^ — and «,i, + «,*, + «,«,=- 0. 

Im Falle b) gehört jeder Punkt der Geraden u, =- dem Kegel- 
schnitt an; da nun ein solcher Funkt Coordinaten von der Form be- 
sitzt «j ■- «,Wj — «bW»! *» = "»""i — "t**j, a^ =- w,Ws — «,w, bei 
völlig willkürlicbeu Werthen der wi, so ei^bt sich als nothwendige 
und ausreichende Bedingung fDr diesen Fall 

w (::)^o. 

wie auch bereite S. 34 auf andere Weise gefunden wurde. 

Umgekehrt sagt diese Bedingung aus, dass jeder Pnukt von u^ <» 
dem Kegelschnitt angehört^ also die Gerade einen Theü desselben bildet. 

Es werde noch bemerkt, dass man im Falle 2a) für die Coordi- 
naten des gemeinsamen Punktes aus (64) erhält 

a^:x^:x,- (r(yi)«9 - nvsX) ■ (/"(».)«, - f<Hx)^) '• (/'(y,)«. - r(y.)«i)/) 

die Gleichung x,Vj -f- x^v, -f- ^v, ^ dieses Punktes vrird daher 

^+(r(»,)«.>'0-o, 



(67) 
oder auch 



Oll «1» «1 

(67a) oji fl„ o„ «g «, =0, d.h. (.":.) — 0, 

«, «j M, 

W, Wg Ml, 
b(( völlig willkürlichen Werthen der Wi. 

1) In der ersten Gleichung (U) vorden die Xf und y^ mit einander Tertauschi 



\ 
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Sollte der Ansdmck (67) ftlr alle Werthe der 'yi identiaclL ver- 
schwindea (also auch fDr solche Werthe, welche «, ^ nicht er- 
füllen), 80 würde f(a:, a:) — mit der Doppelgeraden m, ■ », — 
identisch aein. 

Wir wollen im Anschluss an (66) die wichtige Aufgabe ISsen: 
Wenn f(x, a;) ■>» die Gleichung einer in ein Geradeupaar zerfallenen 
Curve zweiter Ordnung ist nnd f4, = die eine Gerade des Paares 
darstellt, die Gleichung der anderen Geraden zu bilden. 

Jedenfalls geht jede Gerade v, «- der Ebene durch einen Schnitt- 
punkt von f{x, x) = mit u, = hindurch; die in (53a) abgeleitet« 
Gleichung ( 1=0 des Schnittpunktepaares wird nun ffir beliebige 
Werthe der v erfOllt, und wir können daher setzen v^ •^ z,y, — x^y^, 
tijs—iCjy, — «lys, t>s = a;,f/j — a;sy„ wobei die y, ganz willkürlich 
sind, jedoch u^ ^ nicht erfüllen dürfen. Es wird 



«llC»!«. — «•«>) + «llC«."! 


- «i««) + »»(».''. — «.«i) 


_ »11 "„ «,. ", 


: : -Trw».-Ir(.)-«. 


•ISO 


-".».-»i«, -».«., 


(6S) CD-«».«)«; 


- 2««, »).«,•», + röl, »)•«: s 0. 



Hieraus folgt 

(69) /■(i,s)-«;= |2/-(it, y) ■»,-/•(!(, »)-«.|»,-0, 

womit ala Gleichung der zweiten Geraden des Paares f(ps, z) ^0 ge- 
funden isi 

(70) an', v)-'^-f(si,s) ■<•.-<)■ 

Besonders einfach vird die Rechnung natürlich, wenn man für 
die yi die Coordinaten einer Ecke des CoordinateDdreiecka wählt; nur 
iat dabei zu beachten, daas man keine solche Ecke wählt, welche 
erentnell auf «. ■» liegt. 

§6- 
Die Oorren swelter Olasae. 
Nachdem im Torbergebenden Paragraphen der geometrische Ort 
aller Punkte untersucht wurde, deren Coordinaten Xi,Xj,Xf einer Glei- 
chung zweiten Grades in a^,£„d^ genügen, wollen wir nun fragen, 
welche Eigenschaft alle geraden Linien besitEen, deren Coordinaten 
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u,,Uj,Uf einer Gleichung zweiten Grades 

(1) tp(a, w) ^ «11 «1* + 2a:,äHif*s + «,,«j^ + 2(([3U,Ug 

+ 2ajg«jt^ + «„«g* = 
genügen. 

Während man sich die Curve f{x, x)='0 entstanden denken 
kann durch Bewegung eines Punktes x, der die Curve besehreibt, 
stellt jedenfalls ^(u,u)'~0 ein Gebilde dar, das nmbflllt wird von 
allen Geraden, deren Coordinaten u, der Gleichung ^(u, u) ^ ge- 
nOgen. Man nennt dieses Gebilde eine Curve zweiter Classe. 

Wird (1) der analogen algebraischen Behandlung unterworfen 
wie f(x,x) = im vorhergehenden Paragraphen, so gelangt man zu 
Sätzen, die den früheren Ober Curven zweiter Ordnung entsprechen, 
es findet ein vollständiger Dualismus statt, indem jedem Satze Ober 
Curven zweiter Ordnung „dualistisch" ein Satz über Curven zweiter 
Classe entspricht Es ist demnach auch unn&thig diese dualistischen 
Sätze besondera abzuleiten, sie gehen aus den froheren hervor, indem 
man dort auftretende Punkte durch gerade Linien nnd umgekehrt ge- 
rade Linien durch Punkte ersetzt. Insbesondere ist die Verbindungs- 
linie zweier Punkte nonmehr zu ersetzen durch den Schnittpunkt 
zweier Geraden, ein Punkt der Curve /'(x, x) >= durch eine Tangente 
der Curve ^(n, u)'=0\ an Stelle der Schnittpunkte einer Geraden 
mit einer Curre zweiter Ordnung treten die Tangenten, welche von 
einem Punkte an die Curve zweiter Classe gezogen werden können. 

Wie bei Curven zweiter Ordnung sind auch jetzt zwei Haupt- 
fälle zu unterscheiden, je nachdem nämlich die Discriminante 

I «11 «1» «18 ] 

(2) A ^ «« «M «M L «'t "" «*< f 

I "ji «sa «M I 
von Null verschieden oder gleich Null ist. 

Wir behaupten, dass im Falle A^O jede Gerade, deren Coordi- 
naten ui die Gleichung ip(u,u) '=0 befriedigen, Tangente des Kegel- 
schnitts ist, dessen Gleichung in Pnnktcoordinaten lautet: 

(3) *(a:, x) ^ A,!«,* + 2A,gr,a:^ + A„a^' -J- 2fii,^XiXg 

+ 2A„*jJi + AmV ™ *). 
Leitet man nämlich die Gleichung in Liniencoordinaten ab, welche 



1) Es werde noch bemerkt, daas im Folgenden für du FonctioDBEöicben and 
dW Coefficieaten der Gleicbang einet g^ebenen Corve sweiter Ordonag meiatens 
klätne lateinificlie Bocbstaben, fSr die CoefBoienten der zngebOrigen Gleichuig in 
Liniencoordinaten groMe latwniscbe Baobstaben gew&blt werden soUon, Femer 
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der Cnrve (3) zugehZrt, so ergibt sicli nacli (30) in § 4 und mit Ba- 
nutzuDg bekannter Relationen aua der Determinantentlieorie, wie z. B. 

A^Ag, — A„* -= Aflii, A„A,. — AjiAbj — Aa,„ 
u, s. V., das Resultat 

(4) A(a„V + 2a,j«,«, + «jjV + 2a„M,«> + 2a„ti,«, + «33V) = 
oder 9)(tt, u) ^ 0, da A^O voraasgesetzt wurde. 

Äof Grund dieser Thatsacbe und des analogen im vorhergehendes 
Paragraphen erhaltenen Resultates kann man sagen: 

(5) Eine nicht ausartende Curve zweiter Glaeee kann 
immer auch betrachtet werden als eine Curve zweiter Ord- 
nung, die nicht ausartet, und umgekehrt. 

Im Falle A •= ist uns aus § 4 bekannt, dass der Ausdruck (1) 
in zwei lineare Factoren zerfallen muea, die von einander verschieden 
oder einander gleich sind, je nachdem auch nur eine der drei „Hanpt- 
unterdeterminanten" An, A„, A„ von Null verschieden ist, oder diese 
drei gleich Null sind'). Also 

(6) Sobald die Determinante A der Curve zweiter Claaae 
^(u, u) — verschwindet, zerfällt die Curve in ein Punkte- 
psar, und umgekehrt*). 

(7) Wenn aämmtliche Unterdetermiuanten fim der Deter- 
minante A einer Carve zweiter Classe verschwinden, reda- 
oirt sich die Curve auf einen doppelt zu zählenden Punkt 
(Doppelpunkt), und umgekehrt. 

Auf Grund des Resultates (6) gelten alle in g 4 fOr nicht aus- 
artende Curven zweiter Ordnung gefundenen Sätze auch fClr Cnrven 
zweiter Classe. 

Weitere Theoreme ergehen sich durch dualistische Uehertragung 
aus denen von § 4, z. B.: 

(8) Eine Cnrve zweiter Classe ist im allgemeinen durch 
fünf Tangeuten bestimmt; gehen drei derselben durch einen und 
denselben Punkt, so zerfällt die Curve in ein Punktepaar; der eine 
Punkt dieaea Paares wird unbestimmt, falls vier der Tangenten einem 
und demselben Bflachel angehören. 

rnftgeo im allgemeineQ kleine griechiicbe Bnchstaben bei der Qleicbong einer ge- 
gebenen Carve zweiter ClasH benotet werden, groaee griechische Bncliataben bei 
der EOgebOrigen Oleichang in Pauktcoordinaten. 

1) Da« Tersch winden dieaer drei hat ja im Falle A — da« Venchwinden 
aller A,j rar Folge. 

8) In dem sn voTliegendem Faiagrapheti gehörigen Theil deg Anhangs lind 
die beiden Pnakt« einieln dargeitellt. 
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Dem Satze (9) in § 4 entspricht: 

(9) An jede Gurre zweiter Classe lassen sich von einem 
beliebigen Punkte der Ebene im allgemeinen zwei Tan- 
genten legen*). 

Ist dieser Funkt der Schnitt zweier beliebigen Öeraden mit den 
Coordinateu u« resp. V| (i •= 1, 2, 3), so sind die beiden Tangenten 
reell, wenn p*(m, e) — g>{u, u) ■ ip(y, v) > 0, sie sind imaginär, wenn 
9)'(u, v) — 9>(u, u) ■ 9>(v, v) < 0; sie fallen zusammen, wenn 

9)'(«, tj) — ^(u, m) ■ 9j(w, v) -= 0. 
Dabei ist 9)(«, v) definirt dnrch 

(10) <p(u, v) = («„«, + B^,H, + a,s«,)i;, + («j,m, + a„Mj + «„»Ow, 

da Bit — an. 

Nehmen wir an, die Gerade v liege fest, während u rariabel ist, 
80 stellt 

(11) tp\u,v)~<p{u,u)<p(v,v)~~0 

die Bedingung dar, der die U| genflgen mQssen, damit die Gerade 
«,■^0 durch einen der Geraden v und der Curve tp(u,u) =-0 ge- 
meinsamen Punkt gehe, d. h. (11) ist die Gleichung des Schnittpunkte- 
paars von Ux •= mit der Gurre und z^ai eines Paares, weit (4) in 
den u vom zweiten Grade ist. Da v^ >— eine beliebig gewählte Ge- 
rade ist, kann man auch sagen: ee stellt (11) die Bedingung dar, dasa 
H, -=>0 und »2=0 sich in einem Punkte der Gurre (1) schneiden. Sind 

(12) «1 — M,tJj — M,»,, «j — «,«, — m,Db, ar, — = «,t^ — «,«, 

die Cootdinaten des Punktes, so müssen sich diese in (11) einfuhren 
lassen, nnd kann alsdann (11) von der Gleichung der Curve <p(a, u) •= 
in Punktcoordinaten nur am einen Zahlenfactor verschieden sein. In 
der That findet man 

(13) y(«,«)-»(»,«)-y«(»,.) 

= Aji^' + 2A„a:|l, + A„V + 2A„i,Ji + 2A.,i,», + A,,»," 
"i. «1. "u 
^ __ «si *« «*» 
'hl «M «M 

it, «, a-, I 
woVei die Xt dnrcb (12) de&nirt sind. 

^) Der FDMnote 2) zu S, SO entaprechend w&re za erwi 
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Den Sätzen (16) — (19) in § 4 entsprechen dualistiacli äie folgen- 
den (14)-(17): 

(14) Nimmt man auf einer Geraden v beliebig viele Fankte 
an and constroirt man den durch irgend einen dieser Punkte 
gehenden vierten barmoniechen Strahl zu v und zu den 
beiden Tangenten, die vom Punkte an eine Curve zweiter 
Classe gezogen werden kSnnen, so gehen alle diese vierten 
harmonischen Strahlen durch einen und denselben Punkt, 
den Pol der Geraden v. Seine Gleichung ist tp(u,v)m^O. 

(15) Dreht sich eine Gerade um einen aaf ihr gelegenen 
Punkt, beschreibt sie also ein Strahlenbtischel, so dnrch- 
Uuft der in Bezug auf eine Curve zweiter Classe genommene 
Pol der Geraden eine zum Strahlenbaechel projective Punkt- 
reihe'), 

(16) Der Pol einer Geraden v liegt auf den beiden Tan- 
genten, welche in den der Geraden und der Curve zweiter 
Classe gemeinsamen Punkten gezogen werden können, er 
ist also der Schnittpunkt dieser beiden Tangenten. 

(17) Der Pol einer Tangente v der Curve g>(u,u)~0 fällt 
mit dem BerOhrungspunkt dieser Tangente zusammen, seine 
Gleichung ist g>(u,v) = 0. 

Den Formeln (26) in § 4 für die Coordinaten der Polare des 
Puuktes y entsprechen folgende Formeln fQr die Coordinaten X( des 
Pols einer Geraden v in Bezug auf (p(u, u) = 0: 

pa;, = a^^v^ -f- a^^v^ + «„«g = y y' M 



(18) 






Hiernach gehört zwar zu jeder Geraden v bei Curven zweiter 
Classe ein ganz bestimmter Pol x, dagegen zu jedem Punkte x nur 
dann eine bestimmte Polare v, wenn sich die Gleichungen (18) ein- 

Corre, die durch eine Gleichung n*™ Grades in u,, w,, u, gegeben ist, an eine 
BOgeDOunte Curve n*" CImbc, im allgemeinen von einem Fnnkte ans n Tangenten 
siehen kuu. Deshalb wird sie eben von der n*™ Claaae genaoat. 

1) Die FuBting dieses Satzes moos etwas modificirt werden, wenn der Eegel- 
BChnitt ein Pnnktepoar ist, anf dessen Trftger das Centram des Strablenbfisohela 
liegt; Bämmtliche Punkte der Pnnktreibe fallen dann offenbar lasammen mit 
dem vierten hannoniachen Punkte zn dem gegebenen Paare und dem Centrnm 
des StmblenbOschels. Dieser vierte harmonische Punkt ist jetit der Pol eines 
jeden Strahles im Bflschel. 
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Mittelpunkt einer Cnrre zweiter Glasse. 43 

dentig nach den V{ auflSsen lassen, also wenn A ^ 0. Bei nicht aus- 
artenden Kegelschnitten ist das Verhältniaa zwischen Pol und Polare 
dberhaupt ein TÖllig eindeutiges. Daraus und aus den Bemerkungen 
S. 25 über den Hittelpankt g einer Ourve zweiter Ordnung geht 
hervor, dass derselbe auch angesehen werden kann als der Pol') der 
unendlich fernen Geraden in Bezug auf den Kegelschnitt^ und es m&ge 
dies auch für zerfallende Onrren zweiter Classe gelten, da hei diesen 
jeder Geraden der Ebene eindeutig ein Pol zugehört 

Die Coordinaten der unendlich fernen Geraden sind nun die durch 

(7) und (ö) in § 1 definirten Grössen Pi = -r (» ■™ 1, 2, 3J; daher 
findet man durch Auflösung von (26) in § i, wenn daselbst Ui durch 
Pi, yi durch äi ersetzt wird, fQr den Mittelpunkt n einer nicht ans- 



(19) 



artenden Curve zweiter Ordnung f(x, x)^ ^ ^ ouXiXt^O die 

Coordinaten 

«5. = ^„p, + Ä,^pt + Ä,,ps = ~F'(p,) 
ff«, -- J„p, + J^ft + J^ft = ~ F'{p,) 
«8 =■ AiPi + AaPi + -^MÄ. = Y-F'Os). 

wobei ein ProportionaUtätsfaetor, während sich fQr die Coordinaten 
des Mittelpunktes einer beliebigen Ourve zweiter Classe 
a s 
ip{u, tt) = ^' ^ «(»«(«* = 

aas (18) in vorliegendem Paragraphen direct die Werthe ei^ben 

IQB, — «uft + a,jPt + «„A -=- -g-9)'(p,) 
9«i = «iiPi + «wPn + «saft = YV'iPa) 
9H = «siPi + «saft + «asft = ^V'iP^- 

Wir wollen nun untersuchen, was fOr eine Bedeutung die Glei- 
t a 
chung in Liniencoordinateu J'(«,w)^ ^f ^*yl(*«,-tti ^0 einer Curve 

zTeiter Ordnung f^x, x) ^ besitzt, falls die Determinante Ä der 
Cucve verschwindet. Nach (34) in § 4 stehen in diesem Falle die 

I) Vgl. für den Fall einer Hittelpanktalinie die Fnaanote an S. 23. 

\ Digilizodby Google 



44 I- AbBchnttt g 6. 

An in einfachem Zasammenhange mit den Ooordinaten rji der Spitze 
des GeradenpaarB, das von f(x,x)'=(i dargestellt wird, der Art dass 
Alt proportional ist zn ^itji. Die Substitution dieser Wertha der At^ 
in f («, u) <* liefert 

also: 

(21) Bildet man fQr einen in ein Geradenpaar ausgearteten 
Eegelschnitt die Gleichung in Liniencoordioaten, so reprä- 
sentirt dieselbe doppelt zählend die Spitze des Geradenpaars. 

Doalistisch folgt: 
(23) Bildet man fOr einen in ein Pnnktepaar ausgearteten 
Kegelschnitt die Gleichung in Punktcoordinaten, so reprä- 
sentirt dieselbe doppelt zählend den Träger des Punktepaars. 

Wenn femer f(x, x)^0 eine doppelt zn zählende Gerade dar- 
stellt, kann natSrlich von einer zugehSrigen Gleichung in Liniencoor- 
dinaten F(u, u) ^ überhaupt nicht mehr die Elede sein, da alle An 
in diesem Falle gleich Null sind; analoges gilt, wenn g)(u,H)^0 
einen Doppelpunkt darstellt, es gibt alsdann keine zugehörige Glei- 
chung in Punktcoordinaten. 

Den coigugirten Polen bei Gurren zweiter Ordnung entsprecheo 
dualistisch die conjugirten oder harmonischen Polaren bei 
Gurren zweiter Clasae: zwei gerade Linien, die harmonisch liegen zn 
den Ton ihrem Schnittpunkt an die Gurre gezogenen Tangenten. Die 
Bedingung, dass zwei gerade Linien mit den GoordinBt«n Uj resp. Vt 
{i — 1, 2, 3) conjugirte Polaren seien in Bezug auf die Gurre 9 (u, u) ^ 0, 
wird offenbar <fi{u,v) — 0. 

Drei Geraden, ron denen je zwei harmonische Polaren in Bezug 
auf dieselbe Curre zweiter Classe sind, bestimmen ein Dreiseit, das 
man als Poldreiseit bezeichnet 

För conjugirte Polaren gelten Sätze, die den früheren (48) — (50) 
nnd (52) in § 4 über conjugirte Pole dualistisch entsprechen. Es 
werde nur der folgende besonders herrorgefaoben ; 
(23) Die einzelnen Paare coujngirter Polaren, die dem- 
selben StrahlenbÜBchel angehören, bilden eine Inrolution; 
die Doppelstrahlen der Inrolution besteben aas denjenigen 
Geraden des Büschels, welche zuglaich Tangenten der Gurre 
zweiter Classe sind. 

Ein wichtiges Beispiel bilden die bereits im rorhergehenden Para- 
graphen erwähnten Paare conjugirter Durchmesser; jedes Paar dar- 
selben liegt harmonisch zn den beiden Tangenten, die man rom Mictel- 
punkt der Gurre ziehen kann and deren Berührungspunkte auf der 
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Polare des Mittelpunktes, d. b. auf der unendlich fernen Geraden liegen. 
Man bezeiclinet diese zwei Tangenten epeciell als Asymptoten der 
Ourre. Für sie gilt daher der Satz: 

(24) Jedes Paar conjngirter Darchmesser eines Kegel - 
Bchnitts liegt harmonisch zum Asymptotenpaar. 

Es mSge nun noch die Gleichung dieses Asymptotenpaares für 
eine Corre zweiter Ordnung f{Xy x) = abgeleitet werden. ZoTor 
werde die allgemeinere Aufgabe gelöst: 

Die Gleichung des- Tangentenpaares aufzustellen, das 
in den Schnittpunkten der Gorve zweiter Ordnung f(x,x)='0 
und der Geraden u^-^O gezogen werden kann. 

Die Ooordinaten yi äea Pols dieser Geraden sind nach Früherem 
proportional zu -^ J?"(«(), and diese Werthe wären nun an Stelle von 
yi einzusetzen ia f{x,x)-f(if,y) — f*(x,y)'=^0. Hierdurch verwandelt 
sich fiXjjf) lediglich in A(^Xi-\-u^x^-\- a^x^, indem alle übrigen 
Glieder Ton f{x, y) wegfallen auf Grund des bekannten Determinanten- 
Satzes, dass die Summe der Prodocte ans den Elementen einer Beihe 
tmd den Unterdeterminanten der Elemente einer zweiten Reihe rer- 
schwindet oder gleich der Determinante selbst ist, je nachdem die 
zweite Keihe von der ersten verschieden ist oder nicht. Ferner wird 
f{^,y) — ÄF(u,u), daher verwandelt sich fix,x)-f(jf,y) ~P(x,y) — 
in A[F{u,u)-f(x,x) — Au,l]—0. Da bei nicht zerfallenden 
Kegelschnitten A^O, bleibt 

(25) F(u,u).f{x,x)-A-ul^O 

als Gleichung des Tangenteupaares. 

Tritt epeciell an die Stelle der Geraden Uz ->= die unendlich 
ferne Gerade !>■•— 0, so erhält man die Gleichung des Asymptoten- 
paares in der Form: 

(26) F(p, p) ■ax,x)-A-pl = 0. 

Zum Schlüsse werde noch bemerkt, dass dualistisch zu (53a) in 
§ 4 nunmehr 

(2') (P. -0 

' "tk 

doE Tangentenpaar darstellt, welches vom Punkte y an die Curve 
9>(m, v)^ ^^^^«(iMjUi = gezogen werden kann. 



\ 
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I. Abschnitt. § 6 



8 6. 
dsaslfloatioii der Kegelsolmitte. 

Ans den BetrachtuDgen der beiden Torhergehenden Paragraphen 
geht herror, dasB man Bowohl bei Ourven zweiter Ordnung als auch 
bei solchen der zweiten Ciasee zwei Hanptarten su onterBcheiden hat: 
die eigentlichen, bei denen die Discriminante von Null verschieden 
iei, und die zerfallenden mit rerachwindender Discriminante. Man theilt 
die Eegelachnitte noch weiter ein nach ihren Schnittpunkten mit der 
unendlieh fernen Geraden, je nachdem nämlich diese Schnittpunkte 
Ton einander verschieden sind oder zusammenfallen; auch die Realität 
der Schnittpunkte ist zu berücksichtigen. Die Kriterien für die ein- 
zelnen Fälle Blieben sich leicht im Anechluss au die in § 4 ausfflhr- 
lich behandelte Methode zur Bestimmung der Schnittpunkte einer 6e- . 
raden und eines Kegelschnitts. 

Es werde begonnen mit 

A) Cnrven zweiter Ordnung, 
Znnächst werde vorausgesetzt, daas die Curve f{x, x) ^^O nicht 
zerfalle, mithin J. ^ seL Wir schneiden die Curve mit der anendtich 
fernen Geraden 

(1) fta^+Ä««+Ä«! = 0» 

deren Coordinaten pi nach (5) in § 1 die Werthe haben 

(2) ft-i, P.-^. P.-t 

Zur Bestimmung der Coordinaten der Schnittpunkte dieser Ge- 
raden mit der Curve 

(3)/'(a:,a:)=a„a^''+2o„a:,a^-f-aj,a^*4-2n„a;ia^+2a„3;,a:, + a„V--0 
ist dann auf Grund der Resultate von § 4 die Grosse 



(4) »-±V--F(1>,1>) 

ZU anbstituiren in die Gleichungen 

(ö) (fX^—ftPa—fiPi, pan— APi— /ift, V'^ = fiPi — fiPi- 
Die Schnittpunkte werden daher 

reell, wenn F(p,p)<0 (Hyperbel), 
imaginär, wenn F{p,p)>0 (Ellipse), 
sie fallen zasammen, wenn F(p,p)'^0 (Parabel). 
Die drei diesen Fällen entsprechenden Kegelschnitte beaeichnet 
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man resp. ab Hyperbel, Ellipse, Parabel; letztere wird von der 
unendlich femrai Geraden berQhrt. 

Was den Fall F(p,p) > betrifft, so bann es hier vorkommen, 
dasB nicht nur die anendlich ferne Gerade, sondern, flberhanpt jede 
Gerade der Ebene den E^elechnitt in imE^pnären Punkten trifft, die 
Carre ist alsdann imaginär, und es väre nun zu untersuchen, unter 
welcher Bedingong für die Ooefficienten der Gleichung f{x,x)^0 
dies eintritt. 

Zu dem Zweck wählen wir auf der nnendlich fernen Geraden 
einen beliebigen Punkt y; seine Polare ffjffX) — ist nach § 4 ein 
Durchmesser des Kegelschnitts, und wenn die Curre auch imaginär 
sein sollte, ist die Polare jedenfalls eine Gerade, die sich um den zn 
y conjngirten Pol (Mittelpunkt) dreht, also die ganze Ebene fiber- 
streicht, wenn jf die unendlich ferne Gerade durchläuft. Schneidet 
keine dieser unendlich vielen Polaren die Gurre in reellen Funkten, 
80 hat daher die Curre Qberhanpt keine reellen Funkte; die Bedingung 
hierfOr ist nach (60) in § 4, dase F(it, «) > sei, wo nun 

«i — ««yi + Oity» + Ort?« (* = 1,2, 3) 
die Ooordinaten der Polare bedeuten. Aus dem in Form der Deter- 
minante — (") in § 4 angegebenen Werthe von F(u,u) ist nun er- 
sichtlich, dasB sich diese GrSsse bei Einfährnng der «< verwandelt in 
Af(if, y)f man braucht nur die drei ersten Verticalreihen jener Deter- 
minante zu mnltipliciren resp. mit y, , y,, y, und von der vierten 
Reihe zu suhtrahiren. Als Bedingung daftlr, dass unsere Curve ima- 
ginär (eine imaginäre Ellipse) sei, tritt demnach zn F{p, p)>0 
noch hinzu 
(6) Afdi, s)>0, 

WO yi (t'=-l,2,3) die Goordinaten eines im Unendlichen gelegenen 
Punktes bezeichnen. Wenn diese Ungleichung für irgend einen be- 
stimmten Punkt y der unendlich fernen Geraden pa«0 erfQllt wird, 
findet sie auch fOr jeden anderen Punkt e dieser Geraden statt, denn 
f(y, y) und f{e, e) haben zufolge der Fussnote zu S. 36 gleiches Vor- 
zeichen, wenn die Gerade ye die Curve in imaginären Funkten trifft. 
Zugleich erkennt man, dass Af(i/,y)<,0 in Verbindung miti^(p,j))>0 
das Kriterium für eine reelle Ellipse abgibt. Uebrigena ist ans der 
so«beD dorchgeftlhrten Betrachtung ersichtlich, dass im Falle der 
ima^ären Curve das Prodnct Af(y, y) fOr jeden beliebigen Punkt y 
der £bene positiv wird. Doch ist es bei Untersuchung der Realität 
einer Aurch f(x, x) => gegebenen Corve oöthig, einen unendlich 
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fernen PoDtit y zn wählen, weil bei Annabme eines ganz beliebigen 
Punktes y der Ansdrnck Af{y,y) im Fall der reellen Ellipae ver- 
schiedene Yorzeicben hat, je nachdem der Punkt y im Innern der 
Curve oder aasserhalb derselben liegt; denn beim Deberechreiten der 
Carre muss ein Wechsel des Vorzeichens stattfinden. 

Der Ausdrack A • f(^, y) kann noch in eine andere wichtige 
Gestalt gebracht werden; die Coordinaten eines auf der unendlich 
fernen Geraden gelegenen Punktes sind nämlich von der Form 

ffyi — ft«, — PsV,, ffVs =l>»i'i — PiVi, «y« —Ä«! — ftf, , 
wobei die 0| v&Uig willkürliche Zahlenwerthe besitzen, nur nicht den 
Pi proportional sein dOrfen. Daher kann- das Eriterium Äf{y, y) ^ 
auch ersetzt werden darch a*A ( „) ^ 0, was hier gleichbedeutend ist mit 

Man kann beispielsweise t>, »Vg^'O, v, = 1 setzen, wodurch sich 
A r M verwandeln würde in A{anp^ -f- a^p^ — 2a,^,p^), und eine 
weitere Vereinfachung wQrde eintreten, wenn statt der eigentlichen 
Dreieckscoordinaten homogene Parallelcoordiuaten zu Grunde liegen. 
Alsdann wären etwa, wie am Schlüsse von § 1 gezeigt wurde, dte 
Coordinaten p, and j:^ der unendlich fernen Geraden gleich Null, 
j>, -=> 1, und der obige Ausdruck würde sich rednciren aaf A-Ou- 
Bei allgemeinen Dreieckscoordinaten dürfte die Rechnung am kürzesten 
sein bei Benutzung von Af(y,y), wobei y, , y,, y, Zahlen bedeuten, 
die lediglich der Bedingung p,y, -\-PiJ/a -\-ptya ■= ^ genügen mflsaen, 
im übrigen aber vfiUig willkürlich gewählt sind. 

Man kann noch die Frage aufwerfen, ob z. B. in der als Hyperbel 
bezeichneten Gurrengattung nicht noch andere Kegelschnitte enthalten 
sind, die zwar gleichfalls die unendlich ferne Gerade in zwei rer- 
scbiedenen reellen Punkten trefTen, aber von einander wesentlich ver- 
schiedene Eigenschaften nnd Gestalten besitzen; und die analoge Frage 
wäre anzuwerfen bei den als Ellipse nnd Parabel bezeichneten Gurven- 



Zur Entscheidung dieser Frage führen wir ein speciellea Coor- 
dinatensyetem ein. 

Bei der Hyperbel ist das Tangentenpaar T . T, der Cnrve 
in ihren Schnittpunkten mit der unendlich fernen Geraden jp, » 
(das sogenannte Asymptotenpaar) reell und hat nach (26) in § 6 die 
Gleichung 
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(8) F(j,,p)-ni,x)~A-pi = T.T,-0; 

hierana folgt, dass f{x, x) = in die Form gebracht werden kana 
T . T^ — c-p' — O, wo c eine Gonatante darstelll^ auf die es im 
FolgeDden nicht weiter ankommt Durch die Substitution: Tip, = 37, 
T:px = 3/') föhren wir nun ein System schiefwinkliger Parallelcoor- 
dinateu ein und erhalten dann für die Hyperbel die Gleichung 

(9) a: ■ j/ = const, — e, 
deren geometrische Deutung aussagt: 

(10) Zieht man durch einen beliebigen Punkt der Hyperbel 
Parallelen zu den zwei Asymptoten, so hat das so entstehende 
Parallelogramm denselben Inhalt, wo der Punkt auch auf 
der Hyperbel liegen mag. 

Durch diese Eigenschaft y -^ c : X wird also eine ganz bestimmte 
Cnrrengeatalt (und nicht mehrere) charakterisirL 

In analoger Weise zeigt man, dass auch die als Ellipse bezeich- 
nete Cnrrengattung nur eine Form enthält. Das Tangentenpaar in 
den unendlich fernen Punkten der Curre ist jetzt imaginär, es wird 
daher TTj Ton der Form X^' + Xj', und zwar kann TT^ auf unend- 
lich viele verschiedene Arten in diese Form gebracht werden, denn 
auch wenn Xi und JS, ersetzt werden durch X^ coaa — X^ ama, resp. 
Xi am a ■}• Xg coa a , wird die Summe der Quadrate dieser beiden 
Grössen gleich X,* + X^*.*) Wenn bei Herstellung der Normalform 
(vgl. 8. 10) die Gleichungen der Geraden X^ ■» und X, >» Qber- 
gehen in aj^ -= 0, resp. 63^ — = und man setzt - — '=»a:ainw, 
-^ = y sin «, so tritt an Stelle von f{x, x) ^ X* -f X^ — cp' ■" 
eine Gleichung von der Form (vgl. auch (61) und (52) in § 4, wenn 

(11) i+i-^. 

oder 

(II.) =;+f: — 1, 

wenn man die noch auftretende Constante c in den Nenner der linken 
Seite eingehen lässt. Sehen wir von dem Fall der sogenannten ima- 

1) Wir danken una die etwa hinzninftlgendeii constanten Factoren in T und 
7i eingegangea. 

2) El Bei noch darauf hingewiesen, dasa m&n tg tt eo beatimmen kaon, dass 
die Ewei Geraden ^ cob « — J, ain a — und X, ein a -j- ^ cos n » in ein- 
ander normal lind. 

Gandelfioaei, VorUanoeoii. 4 
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ginäreo Ellipse (Ha) ab, so kann man durch pasaende BeBÜmmang 
von tga bewirken, dasa (11) aogar in die Form gebracht werden 
kann x* -\- j^ ~ C*, worin offenbar C die gemeiBsame Länge der so- 
genannten gleichen conjogirten Durchmeeaer bedeotet. Indem man 
alao diese letzteren als Coordinatenaxen xa Grande legt, zeigt sich 
auch die Ellipse (wie die Hyperbel) nur von der einen Constante C 
abhängig nnd charakterisirt sich (vgl. § 11) durch AuflSsung nach y 
ala ein in sich geschlossenes Oval, mit dem Coordinatenanfang als 
Mittelpunkt 

Im Falle der als Parabel bezeichneten Cnrvengattong fixiren 
wir anf der Gurve einen beliebigen Punkt und ziehen in ihm die 
Tangente T— 0, welche die anendlich ferne Gerade in einem Punkte y 
sclmeiden mSge, so dass das von y nach der Cnrve gezogene Tangenten- 
paar aus T—O und ana j>« ^ beateht. Es gibt demnach zafolge 
(10) in § 4 eine Relation von der Form f*(x,y) —f(.x, x) ■ f(y,y) = Tp,^ 
d. h. f(x, «) ■= wird identisch mit f^x, y) — T ■ p, = 0. Fahrt man 
auch hier schiefwinklige Parallelcoordinaten ein durch die Substitution 
— " - ■ ■ „a « — — c ■ «, so erhält man 
(12) y* — ex~= 0, 

also wieder nur eine bestimmte Currengestalt*). 

Betrachten wir nun die zerfallenden Curven zweiter Ord- 
nung (^-0). 

Zunächst werde der Fall berOcksichtigt, dass nicht alle Unter- 
determinanten Aii verschwinden, dass also zwei verschiedene Ge- 
raden vorliegen, und zwar m5ge vorläufig noch vorausgesetzt werden, 
dass keine derselben mit der unendlich fernen Geraden zusammenfällt. 
Femer kann die Fordenmg, dass nicht alle Äa verschwinden sollen, 
aof Grand der Fossnote zu S. 27 durch die einfachere ersetzt werden, 
dass nicht alle Hauptanterdeterminanten A^, A^, A^ verschvrinden; 
auch werde daran erinnert, dasa im Falle A ^0 die nicht ver- 
schwindenden Hauptanterdeterminanten gleiches Vorzeichen besitzen. 

Man bat alsdann wieder die drei Möglichkeiten 

Fip,p)<0, F(p,p)>0, F(p,p)=0, 
denen resp, entsprechen: 

ein reelles Geradenpaar, ein imaginäres Geradenpaar 

(jedesmal mit einem im Endlichen gelegenen Schnittpunkt), 

zwei Parallelen. 

1) Die idUiere Diacnsiion dei drei Corventpeciea: Hjporbel, tlUipse und 
Parabel erfolgt in S 11- 
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Um ZU entscheiden, ob die Parallelen reell oder imaginär sind, 
Bebneidet man dieselben mit einer beliebigen im Endlichen gelegenen 
Geraden u, a°> 0. Für F{u, u) > hat man alsdann zwei imaginäre, 
für F{u,u) <0 zwei reelle Parallelen, während F{u,ti) = noch 
keine Entscheidung liefert. Man nimmt, wenn P(u, u) •= 0, noch 
die Seiten des Coordinat«ndreiecks zu Hilfe, die man Oberhaupt 
praktischer Weise am besten als schneidende Geraden u^ •» wählt. 
Schneidet man mit xi —= 0, so reducirt sich F{u, u) auf Aau*, es 
liefert daher jede nicht verschwindende Hauptunterdeterminante die 
Entscheidung. Das Parallelenpaar ist demnach reell oder imaginär, 
je nachdem irgend eine der drei HauptnnterdeterminonteD An negativ 
oder positiv ist^). 

Verschwinden Ä nnd alle Hauptnnterdeterminanten An, so stellt 
/"(«, a;)™0 eine Doppelgerade dar, 

Bei den bisherigen Betrachtungen war angenommen, dass die 
aiiendlich ferne Gerade keinen Theil des Eegelsehnitts f{x, x) »= 
bilde. Sollte eine Gerade des Geradenpaares f(x, x) = mit der un- 
endlich fernen Geraden zusammenfallen, so besteht zufolge der Be- 
trachtungen am Schlüsse von g 4 bei v511ig willkürlichen Werthen 
der Wi (i >3 1, 2, 3) die Relation 



B) Curven zweiter Classe. 

Aach bei Curven zweiter Classe hat man zunächst zwei Hanpt- 
arten zu unterscheiden: die eigentlichen, für welche die Determinaute 
der Curvengleichung nicht verschwindet, und die in ein Punktepaar 
ausartenden mit verschwindender Determinante. Es sei 

(14) 9) (tt, «) = «„«,« 4- 2«w«i«» + «mV + 2«igtt,«8 

+ 2aM'S«s + %s V = 
die Gleichung einer Cnrve zweiter Classe, deren Determinante 

I «II «u "iJ 

(15) A = j a„ a„ a^ 

I «il *^ «88 

vorläufig als von Null verschieden vorausgesetzt werden m&ge. 



2) Bei gevOhDlioben horoogeneD CoordinateD Ollt die eine Seite des Coor- 
dinatendieiecks (etwa ic, ^ 0) mit der Duendlioh fernen Oemden zDaammeii 
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52 I. Abaohnitt g 8, 

Wir erhalten dann die Eriterien ftlr die einzelnen nicht ana- 
arteuden Curreoarten dadurch, daes wir die Gleichung der Curve (14) 
in Punktcoordinaten aufstellen und auf sie die oben abgeleiteten Kri- 
terien für Cnryen zweiter Ordnung anwenden; diese Gleichung ist: 

(16) « {x, x) = A„x,' + 2Aija:(a:j + Aj^a;»* + 2A„a:,iCj + 2A„a:gar3 

+ A„ V =' 0. 

Die Function F(^fp), gebildet för (16), wird hier einfach A(B(p,p), 
wie man unter Berflcksichtigung der bekannten Relationen wie 

AjjAjj — Ajj ■=■ A«ii , A]jA,j — "1 1 "u ^ '^ "ks ' 
u. s. w. leicht findet. 

Für Agi(p,p) > stellt (14) eine Ellipse dar, 

für A<p(^p,p) <0 eine Hyperbel, 

för 9»(p,l>)~"0 eine Parabel. 
Besondere Beachtung verdient wieder der Fall, dass die Ellipse 
imaginär ist. Offenbar tritt dies ein, wenn sich ans einem beliebigen 
im Unendlichen gelegenen Punkte y keine reellen Tangenten an die 
Curve ziehen lassen; Oberhaupt wird im Falle A9) (j), p) > die 
Gleichung 9)(u,u)»0 eine reelle oder imaginäre Ellipse darstellen, 
je nachdem die aus einem unendlich fernen Punkte y an die Gurre 
gezogenen Tangenten reell oder imaginär sind. Wie nun bei einer 
Curre zweiter Ordnung f(x, x) ^^ die Bedingung fOr die Realität 
der Schnittpunkte mit einer Geraden u« ^ ausgedrCokt war dnrch 
f (u, u) < 0, so ist jetzt dualistisch die Bedingung fOr die Realität 
der von dem unendlich fernen Punkte y an die Gurre qo (u, u) «■ 
gezogenen Tangenten gegeben durch <f(y,y)<0, während im Falle 
(p (y, y) > diese Tangenten und damit die Curve y (w, «) i= Ober- 
haupt imaginär werden. Auch hier ist ähnlich wie oben (S. 47) zu 
bemerken, dasa die Ungleichung 4> (y, y) > fOr jeden anderen Punkt 
der unendlich fernen Geraden erfOUt wird, sobald sie nur fOr einen 
Punkt y dieser Geraden erfüllt ist. 

Dass die zerfallende Curre zweiter Classe (A ■= 0) ein Punkte- 
paar darstellt, ist bereitd in § 5 erwähnt worden. In dualistisch 
analoger Weise, wie oben die Kriterien f3r ein reelles oder imaginäres 
Parallelenpaar gefunden wurden, lassen sich auch die Kriterien fOr 
ein reelles oder imaginäres Pnnktepaar entwickeln. Man hat zu 



(ji, a^p, »o, p, — l){ anaaenlem ist alBdum im Falle der Parallel en stete ^,—0 
(wegen J'(p, p} — 0); die Enticheidtuig der Realität hingt daher bei lolaben 
CoordiDaten von A^ oder Jl,, ab. 
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prQfen, ob die Taugenten, welche von beliebigen Punkten x der 
Ebene, am zweckmäBsigsten von den Ecken des Ooordinateudreiecks, 
nach dem Ponktepaar gezogen werden können, reell oder imaginär 
Bind; wählt man etwa die Ecke Uf^^, eo rednciit sich <i>(x,x) auf 
PsiiX*, and da die drei Hauptunterdeterminanten ka im Falle A ■— 
gleiches Yorzeicheu haben, auch nicht gleichzeitig Null sind, falls 
<p (u, u) <= zwei verBchiedene Punkte darstellt, ist das Ponktepaar 
reell oder imaginär, je nachdem irgend eine der drei Hauptnnter- 
determinanten Pm negativ oder positiv ist 

Liegt einer der beiden Punkte im Unendlichen, so ist 'p{p,p) = (i\ 
liegen jedoch beide Punkte im unendlichen, so stellt die Gleichung (16), 
wie wir örDher sahen, doppelt zählend die Verbindungslinie der Funkte 
des Paares dar und (16) muss daher durch die Coordinaten 

yi-yi-y%='{jpi^i~PiV2)'ip%Vi — pin) ■ iPi^» — p%vi) 

eines beliebigen onendlich weiten Punktes erfüllt werden, d. b. es muss 
der Ausdmck * (y, y) verschwinden fiir v&Uig willkürliche Werthe 
der V. Es ist aber {y, y)^0 gleichbedeutend mit 

9» Ci», p) ■ 9 (". ") — v'O- "} = 0, 
wofdr auch ip{p,v) <" gesetzt werden kann, da 

9(P,P)=' 0- 
Die willktlrliohe Wahl der v hat dann zur Folge, dass im gegen- 
wärtigen Falle 
(17) 9''(Pi) = 0, <p'(p,) = 0, ^■(j,,)^0.') 

Es bleibt endlich noch der Fall zu erledigen, dass (14) einen 
einzigen doppelt zu zählenden Punkt darstellt. In § 5 wurde 
gezeigt, dass alsdann alle Unterdeterminanten fi^t verschwinden; tritt 
hierzu noch 9'(p,i») ■= 0, so liegt der Doppelpunkt auf der unendlich 
fernen Geraden. 

Wir wollen nun die erhaltenen Resultate Qber die Claasificatiou 
der Gurren zweiter Ordnung und zweiter Classe übersichtlich zu- 
sammenstellen. 



1) In g 8 (Fmanote ta S. 14) wurde bereite von einer durch (21) in § 1 
defiuirteu Fnoction (d(u,w} bewiesen, da«s sk den Gleichongen (17) genOgt: 
diese Function stellt also, gleich Null gesetzt, ein im UoendlicheD liegendes 
Ponktepaar dar, welobee übeidiea imagin&r ist; denn die HauptauterdeterminanteD 
Qu , Q,, , Q,, sind nach (6) in g 8 positiT. Im nächsten Paragraphen wird dieses 
Pnnktepaar eingehender behandelt wecdea. 
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CoTTen zweiter Ordnung. 

Eb sei im Folgenden 

f{x, x) = 0,1«,' + 2a,ja;,a;, + a,^ + 2o,Ba;,ai + 2og,a^a^ + a^x^ = 

die Gleichung der Curve, A^^ i('*iiöw°8j) il>™ Determinante; 
ferner sei 

die Gleichnng der Gurre f(x,x) ^0 in Liniencoordinaten, und Jfi,yi, y^ 
seien die Coordinaten eines beliebig fiiirten Punktes auf der unend- 
lich fernen Geraden p,», + j^s^j -\- PtX^ ^ 0- . 

I) ^^0: nlolit ansartender EegeUolmitt 

I) -f(f>.J')<0, Ellipse. 

a) imaginär, wenn j4/(y, y) > 0,') 

b) reell, wenn -4/'(y, y) < 0. ') 
2J -F(P,P)<0, Hyperbel. 

3) i^Ci>,p) = 0, Parabel. 

II) A <-" 0, nicht aber alle Au gleich Null: zwei TereeUedene Geraden. 

1) F(p,p) > 0, imaginäres Geradenpaar mit reeller Spitze im 

Endlichen. 

2) F(p,p) <.0, reelles Geradenpaar mit reeller Spitz« im 

Endlichen. 

3) F(p,j))=0, Parallelenpaar, und zwar 

a) imaginär, wenn anter den drei Grüssen A^i eine 
willkOrlich ausgewählte positiv ist*), 

b) reell, wenn unter den drei Grdssea An eine wül- 
kfirlich ausgewählte negatiT ist'). 

in) A — und alle ^f gleich Null'): eine Doppelgerade. 

Bildet die unendlich ferne Gerade einen Theil des Kegelschnitts, 
so ist für völlig wiUkOrliche Werthe w,, Wj, w^: P^Je^O. 

1) Wenn dieae Üngleiahmig fOr irgend einen beitimmten Pnnkt y auf 
j)^ ■■ atattfindet, findet sie ancb fflr jeden anderen Pnnkt tod p^ —■ statt. 

2) Et iet dann fflr jedee Werthsyitem u, ; t^ : w, , welohea .F(u, u} •> 
nicht eifQllt, Ffft, w) > 0. 

S) Et üt dann fQr jedes WerthnjBtem u, : w, : u, , welches F(u, u) ^ 
nicht erfOUt, F(u, w) < 0. 

4) Ifan kannte auch sagen F{u, u) zi 0. 



Digilizodby Google 
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CorveB zweiter Glaese. 
Eb sei im Folgenden 

die QleichuDg der Onrve, A ^ ^, iCofnassttgs) iiire Determinante; 
femer sei 

die Gleichung der Cnrre <p{u,u)^0 in Punktcoordinaten, und y^, y^, y^ 
seien die Coordinaten eines beliebig fixirten Punktes auf der unendlich 
fernen Geraden p^x^ +^3:, + PgXg = 0. 

1) A^O: niolit auBarteader Eegelschiütt, 

1) AvCJp,p)>0, Ellipse. 

a) imaginär, wenn ^Cy, y) >0,') 

b) reell, wenn 0(y,y)<O.') 

2) ^<p(p,p)<0, Hyperbel. 

3) 9'(P,J') = 0, Parabel. 

II) A = 0, nicht aber alle A,i gleich Null; zwei vewchiedeae Punkte. 

1) viP>P)^^> beide Funkte liegen im Endlichei), und zwar sind 

dieselben 

a) imaginär, wenn anter den drei GrSssen Atj eine 
willkürlich ausgewählte positiv ist'), 

b) reell, wenn unter den drei Grössen A(j eine will- 
kflrlich ansgewählte negativ ist*). 

2) 9'(p,p)'=0, nicht aber alle ip'(pi) gleich Null: ein Punkt des 

Funktepaares im Endlichen, der andere im Un- 
endlichen. 

3) <p{p,p) ■= und alle <p'(pi)'=0: beide Punkte im Unendlichen, 

und zwar sind dieselben 

,1 ,° I unter gleichen Bedingungen wie bei 1). 
b) reell J 

III) A = und alle A« gleich Null*): ein Doppdpuiikt. 

1) 'p(p,p)^0, der Doppelpunkt liegt im Endlichen. 

2) 9(p,f>)=-0, der Doppelpunkt liegt im Unendlichen. 

1) Wenn dieae Dngleichaiig fOi irgend eioen beatimmten Punkt y auf 
p, °= stattfindet, findet sie auch fOr jeden anderen Ptuikt von j), =■ statt. 

2) Eb iat dann für jedes Werthaystem x, : x, -.x,, welches *(«, a;) = 
nicht erfOUt, *(a!, x) > 0. 

3) Es ist dann für jedes WerthsTstem x, : x, : ie,, welches 0(x, x) — 
nicht erfSllt, <ti(x, ss) < 0. 

4) Man konnte aach sagen 0(x, ») = 0. 
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Liegen insbesondere schiefwinklige Parallelcoordinaten zu 
Gtrnnde, so werden die Kriterien für Curven zweiter Ordnung und 
Ciasee äusserst einfacli; man hat nur zu setzen p^ '^ Pt •= 0, pg ^ 1. 

Die Gleichang f(x, «) = stellt daher im Falle A^O eine Ellipse, 
Hyperbel oder Parabel dar, je nachdem Agg^O, <0, =0, und zwar 
ist die Ellipse imaginär, wenn ^a,, oder Aa^j positiv, reell, wenn 
Aa^i oder Aa^^ negativ*). Femer wird im Falle A~0 das sich im 
Endlichen schneidende Geradenpaar imaginär oder reell, je nachdem 
Ata > ^ ^^^^ "^ ^1 ^^^ erhält ein Parallelenpaar für A^g <=> 0, and 
zwar ein imaginäres, wenn Aii oder A^^ positiv ist, ein reelles, wenn 
A^i oder A„ negativ ist. 

Die Gleichung 9) (u, u) = eiuer Curve zweiter Classe stellt bei 
schiefwinkligen Parallelcoordinaten (i>i°=Pt^O, pg ^^ 1) im Falle 
A ^ eine Ellipse oder Hyperbel dar, je nachdem A«jj > 0, oder 
< 0, eine Parabel, wenn Og, •= 0, und zwar ist die Ellipse imaginär, 
wenn A,, oder Aj, positiv, reell, wenn A^ oder A« negativ'). 
Femer liegt im Falle A = das Punktepaar im Endlichen, wenn 
a„ ^ 0; ein Punkt des Paares liegt im Unendlichen, wenn Oj, ■= 0, 
ohne dass noch a,, und <% gleichzeitig verschwinden; beide Punkte 
liegen im Unendlichen, wenn f^ig *= Q^ =■ "gg "^ 0. 



Der Kreia, die imaginären Ereispmiktfl und flu» .Beaiehong eu dem 
Winkel sweier Qeradeiu 

Die in § 2 abgeleitete Formel 

fQr den. Abstand eines Punktes y von einer Geraden u enthält bei 
coDstanten q und y^, y,, y, die Bedingung, der die Coordinaten U{ 
von geraden Linien genOgeu mOsseu, wenn diese Geraden von einem 
festen Punkte y gleichen Abstand haben, d. h. einen Kreis umbfiUen 
sollen. Bezeichnet man diesen Abstand, also die lÄnge des Kreisradius, 
mit r, so ergibt sich 

1) Da Äff ^i>,,a„ — i>i>' ^ '^1 >'^ ^" Prodnct a,,a^t positiv, d. b. o,, 
und a,, haben im Fall der Ellipse gleiche Torzeichen. 

8) Da Aa„ — A,,A,, — A,,' > 0, ist das Prodnct A,,A^ poBitiv, d. h. A,, 
und A,, haben im F^ der lültipüe gleiche Torteicheu. 
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QleichnDg das Kreisea in FnaktcoordinatoD. 57 

(2) r^iPiVi +Payi+Paifa)''o(fi,») - ("i!/! + f*»1ft + «aJ/s)* = 
als Gleich QDg in LiuieneoordiD&ten dea Kreises mit dem 
Mittelpunkte y und dem Radius t: 

Hierbei ist nach (21) in § 1; 

(3) »(«, «)^_< + ^ + ^ + i^ cosCa, ,0,) + 'f^ ».(a,, .,) 

+ '-^coB(a,,«,). 

Speciell fOr r ^ reducirt sich, der Ereis auf de» doppelt zu 
zählenden Mittelpunkt y; fOr r=:<X) erhält man m(u,u) = 0, eine 
Curre zweiter Claase, die in ein Pnnktepaar zeriallt, da die Deter- 
minante dieses Aasdrucks nach § 3 verschwindet Unter Anwendung 
der in § 6 abgeleiteten Kriterien') erkennt man, dass ro(«,tt) = 
ein im Unendlichen gelegenes im^inäres Punktepaar darstellt, das 
sogenannte Paar der „imaginären Kreispunkte"; bevor wir das- 
selbe näher betrachten, mSge noch die Gleichung des Kreises in 
Punktcoordinaten abgeleitet werden. Man erhält dieselbe leicht 
aus (2) mit Hilfe des in § 2 definirten NormaleBcentrauts einer 
Geraden. 

Ein Punkt x^, a^, x, des Kreises liegt zugleich auf einer Tangente 
der Curve, erfüllt also die Gleichung «jj^ + v^x^ + UgX, = 0, wobei 
die i(t Werthe sind, welche die Gleichung (2) befriedigen.' Verbindet 
man den Punkt x mit dem Mittelpunkte y des Kreises, so steht diese 
Verbindungslinie bekanntlich auf der Tangente senkrecht, geht daher 
auch durch deren Normalencentrum, so das« dieses mit dem Mittel- 
punkte y und dem Punkte s der Kreisperipherie auf einer und der- 
selben Geraden liegt. Hieraus folgt, dass fOr die Coordinaten des 
Punktes x die Gleichungen bestehen 

(4) <.»i-!(, + |-»'W (•-!, 2,.3), 

in denen q und X irgend welche Zablenfactoren bedeuten. Uebrigena ' 
erweist es eich als zweckmässig, die Gleichungen (4) durch A zu 
dividiren, so dass man erhält 

(4a)' ax,='^y,+ Y »>'(.»<), 

wobei ff =^ 7- ' H'*'^f kann man, da — to' («;) = i»,-i«i + Oisttt + iOisUa , 
auch setzen: 

(5) exi -= -j- y, + "»(iWi + ©is«» -f nt.8«a (i — 1, 2, 3). 

1) TgL aaoh die. FuBuiote I) lu S. &8. 
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Durcb Multiplication dieser drei GleichuBgen mit u,, u,, resp. ii, 
und darauf folgende Addition folgt femer 

*"* -= -7- «y + (0 (w, u), 

und da die Xt die Gleichung Ui -= erfSUen, hat man 

(6) i«,+ «{«,») -0. 

' Der hierane hervorgehende Werth von a(u,u) mSge in die 
Gleichung (2) des Kreises in Linieucoordinaten snbatituirt werden, 
die eich alsdann nach Ausscheidung des Factors Ug verwandelt in 

Für die fflnf Grössen «,, «,, Ug, y, ö haben wir nun fOnf 
homogene lineare Gleichungen, nämlich die drei Gleicbui^n (5), 
femer (7) und «c •= 0; das Eesultat der Elimination dieser Grössen 
stellt siph als folgende Determinante dar: 

(8) (o„ oim »es y» ^s = 0. 

«, «8 ! 

Durch Auflösung nach r* erhält man 

rV (2.1*1* + ■ ■ + 2Q„a;siC, + ■ ■) - Wl. 
wobei [oi] aus o(u, u) dadurch hervorgeht, dass man Uj, tt,, u, resp. 
ersetzt dnrch a:,ys — a^jy,, a;gy, — «1!/», x^y, — a^ffi- Hier ist nun 
Qjja:,' + •■ + 2Q„XgX:, + ■■ nach (22) in § 5 proportional dem 
Quadrat des Ausdrucks filr die unendlich ferne Gerade, etwa gleich 
tpx*, wobei mit Hilfe der Formeln (6) in § 2 nebst zi^höriger Fusa- 
note für t gefunden wird^) ;; ,,-; ^; daher eriribt sich 



_ (e,t^e,)'(a,a,a,y- [m] 



9) 

und wenn man statt [m] unter Anwendung einer in der Fuasnote zu 

S. Zi erklärten Schreibweise einsetzt i^f , folgt 

1) Weiter nnteo (Ql. (IT)— (24)) werden noch andere Ausdidcke fflr die Cou- 
stODt« T abgeleitet 
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Dm imagiu&re KreiBpauhtepaar io(u, u) — 0. 59 

oder 

(1»») ilXr '''''•''•' ~°- 

Diese Gleielumg stellt in Panktcoordinaten dar den Kreis mit dem 
Mittelpunkte y und mit dem Rsdias r. Zugleich ist (10) die Formel 
{Qr das Quadrat der Eutferaang zweier Punkte, die durch ihre Coor- 
diuaten Xi, resp. jfi (i = l, 2, 3) gegeben sind. 

Speciell ttü r •= oo reducirt sich der Ereis auf die doppelt zu 
zählende unendlich ferne Gerade; für r => erhält man 

und diese Gleichung repräsentirt zufolge einer Bemerkung am Schlüsse 
von § 5 das Tangentenpaar, welches vom Mittelpunkte y an die Curre 
zweiter Classe (»(u, u)>3>0 gezogen werden bann, d. h. (11) ist die 
Gleichni^ des imaginären Tangentenpaares, das vom Mittelpunkte y 
der ffir variabele r in (10a) enthaltenen concentrischen Kreise an die 
ima^ären Kreispuukte gelegt iat^). 

Wir wollen nun das Paar der imaginären Rreiepunkte näher 
untersuchen. Von ihm gilt der Satz: 

(13) Das imaginäre Kreispunktepaar m{u,u)^0 gehört 

allen Kreisen der Ebene an. 

Haben nämlich die beiden Punkte des Paares die Coordinaten 
"n "ar %; '^P- ^it ßi> ßai ^° ^^■ 

(13) ro («, «) = («1«, + «,», + «,«,) (ß,th + ft«i + ^»«s), 
und aus der Gleichung eines Kreises in Liniencoordinat«n 

(14) *(«,«) = *^.p^'.«i(«,u) - (v,y, + «^ys + 1*3 ^a)* = 
erkennt man, dass die Gerade, welche etwa durch den Punkt a und 
den Mittelpunkt y des Kreises (14) geht, eine Tangente von (14) ist, 
denn ihre Coordinaten v,, Vj, v, bringen die beiden linearen Aus- 
drOcke «i«! + «j«» + o^atig und yi«i + yg"j + ys**! ^'^™ Verschwinden. 

1) Es gibt noch eine andere ÄuaartDDg des Kreiees, die nicht in der Form (10a) 
dargestellt werden kann und einen nioht im Endlichen gelegenen Mittelpunkt 
besittt. Ans der elementaren Planimetrie ist oBmlich bekannt, dasa in einem 
Sjgtem von Kreisen, die sämmtlich doroh dieselben iwei (reellen oder imaginären} 
Punkte geben, eich stets ein aueartender Kreis befindet, bestehend aus der Potenz- 
linie nnd der unendlich fernen Oeradeu. 
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Gleiches gilt von der YerbindungBlinie des Punktes ß mit dem Mittel- 
ponkte y. 

Aber a und ß sind auch geradezu die Berührungsponkte der vom 
Mittelpunkte y aus aa den Ereis gelegten (natQrlich imaginären) 
Tangenten. FOr v^, v^, Vg ala Coordinaten derjenigen Tangente der 
Curve (14) i>(u,u) = 0, welche etwa die Punkte y und o Terbindet, 
hat nämlich der BerQhrungspunkt nach (17) in § 5 die Gleichung 
i>(u, 13)^0, und hierfQr würde man auB (14) finden: 
r» .p,' {(«,«, + «s«! + «8%) (fiiV^ + ß^v, + ^s«j) 

-fr («in + «»«^ + «.f») 03,«, + A«, + Ä«5)l 

— 2 (?,«, + ygMj + yjWg) (yiVi + y^v^ + y^Vs) = 0. 
Da nun unsere Tangente sowohl durch den Punkt y, als auch 
durch a geht, verschwinden ViV^ ~{- y^v^ -^ ygVg und «iV, -|- ajfj + ajWa, 
es reducirt sich also die Gleichung des Berührungspunktes auf 

»■» ■ i>/(a,w, + a,M, + «8«s) (l^i«! + ßiVt + A.i's) = <>. 
und dieser Ausdruck ist gleichbedeutend mit «^Ui -i- a^u^ -^ a^u^ •=• O , 
d. h. a ist der BerQhrungspunkt. Analoges gilt von ß. 

Hiermit ist zugleich bewiesen, dass das Punktepaar (d(w, u)^ 
allen Kreisen der Ebene angehSrt, denn die Function ca(u,u) ist 
unabhängig vom Mittelpunkt und Kadius des Kreises, und auf Grund 
dieser Eigenschaft hat man den zwei Punkten m (u, u) =« den Namen 
der „imaginären Ereispankte" gegeben. 

Auch erkennt man nunmehr, weshalb ein Kreis schon durch drei 
Funkte vollständig bestimmt ist, während bei einem beliebigen Kegel- 
schnitt im allgemeinen fünf Punkte zur eindeutigen Bestimmung er- 
forderlich sind: es treten eben zu jenen drei Punkten noch die beiden, 
allen Kreisen der Ebene gemeinsamen imaginären Kreispunkte. 

In § ö war gezeigt worden, dass die Verbindungslinie der beiden 
Punkte, einer in ein Punktepaar ausgearteten Curve zweiter Classe 
doppelt zählend durch die Gleichung dieser Curve in Punktcoordinaten 
dargestellt wird. Unter Anwendung dieses Satzes auf daa Paar der 
im^närea Kreispunkte a)(u,w}-°>0 mnss daher 
(15) Q {x, «) = Qjia;,* + 2QaXiX^ + «„ V + 2%tXiX, 

+ 2Q„ar,a!, -f- Q„V - 
die zugehörige Verbindungslinie, also die unendlich ferne Gerade, 
doppelt zählend darstellen, oder ee muss sein 
(16). Q{x,x) — t(^PiXi +Psa;j -f-jiga-,)*, d. h. Q,t = tpiPt, 
wobei T einen ProportionaÜtätsfactor bedeutet 
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Wir wollen nnn imtersucliea, welchen Werth diese Constante t 
besitzt. Durch Vei^leichen der Coefßcienten von x*, x^, x^ ergibt 
sich, wenn man ftlr die Qu und j)f aus (6) in §.2 und (5) in § 1 die 
Werthe einsetzt: 



(17) ^- = 



Der Inhalt des Coordinatendreiecks ist femer gegeben durch 
A = ^~ , und bezeichnet man mit r den Radius des dem Dreieck 
umschriebenen Kreises, so ist a,-c>2r sin (a,,aj), daher A»=rA, sin 1^a,,<t,) 
und Äj sin (Oj , o,) = — • Durch Substitution dieses Werthes in die 
Gleichung r ■= ^ "° '■"■■^tJ ei^bt sich fBr die Proportionalitätscon- 
stante % der Aasdruck 

(18) '-.-(^- 

Unter Anwendung der bekannten Formeln 

A =*■ 2f* sin(a,, a,) ■ Bin((i,,a,) ■ sin(ai, o,) und r i= ^"^^ 
kann man r ans (IS) eliminiren und erhält dann 

/, Q-, , _ SA ■Bin(a,.a,)- Bin (a.,Oi)- »in ( g, , o.) 

(19J r (*,*.*.)• ^'' 

resp. 

(^0) '-(....i:^^. 

eine Grösse, die auch bereits in der Gleichung (9) eines Kreises in 
Punktcoordiuaten auftrat. 

Durch Elimination von A 
ei^bt sich aus (IS): 

(21) -i^fe- 

oder auch 

Eine weitere Bestimmung von t besteht ebenfalls in der Yer- 
gleichung der Coefficieuten Toa x (-~ + ^^ + -^j und Q (x, x) 
und Addition der so entstehenden sechs Gleichungen. I^an erhält 
nämlich zunächst: 



(23) Trr-O« 



*('•* • 
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und hieraus 

' (I: + ^ + i)'- °" + 0» + 0» + 20.. + 2«>. + so»; 

naoh (3) in § 1 ist aber t + t + t~^- '"'gli«'' 

(24) t — n„ + a„ + a„ + 20,, + 2ß„ + 20„ . 

Man kann die Function m (u, u) auch als Summe zweier Quadrate 
darstellen, denn es ist beispielsweise 

(25) ■ »(„,„) _ji+'Sfe^„, + i^Jii»!),,,}- 

woraus folgt: 

(26) Die Function m(u,u) kann für reelle Werthe der 
Yariabeln u,, u,, u, nur Zablenwerthe tod gleichem Vor- 
zeichen annehmen, es ist o(u,u) eine sogenannte definite 
Porm^). 

Nach (12 b) in § 2 ist der Winkel zweier Geraden mit den Coor- 
dinaten uj, resp. Vi (i °= 1, 2, 3) gegeben durch 

■(27) cos («, V) = ^^^1=_ 

Für (0 {tt, v) ^=0 sind die beiden Geraden zu einander normal; andrer- 
seits ist nach 8. 44 a>(u, v)<=0 die Bedingung dafQr, dasa zwei 
gerade Linien u und v harmonische Polaren seien in Bezug auf das 
Paar der imaginären Kreispuukte, d. h.: 

(28) Zwei Geraden, die zu einander normal sind, k5nnen 
stets betrachtet werden als harmonische Polaren in Bezug 
auf das Paar der imaginären Kreispnnkte, und umgekehrt: 
Wenn zwei gerade Linien harmonische Polaren sind in Bezug 
auf das Punktepaar a(u,u) = 0, sind sie zu einander normal. 
Aus (27) folgt noch 



andrerseits ist nadi (13) in § 6 m («,«)■ m (ti, v) — ro* («, v) = Q (x, x), 
wenn 

gesetzt wird, daher nach (16) in vorliegendem Paragraphen 
1) Näheres Ober solche Fonuen folgt in § 8. 
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»(«,«)■»(«,») — (0*{«, ») = «•J'/ = T_^ iCPiMs««)* 



±^±ip,^%)-y^ 



(30) ain(«,t.) 

In noch ganz anderer Weise ist das Paar der imaginären Kreis- 
punkte von Wichtigkeit bei Bestimmnng der Grösse des Winkels 
zweier Geraden. 

Das Doppelrerb&lbiiss a zwischen zwei Punkten x und y und 
dem Scbnittpunktepaar des Kegelschnitts f(x, z) « mit der Ver- 
bindongalinie der beiden Punkte ist oämlicb nach (13) -in § 4 ge- 
geben durch 

(311 c — ^^''' ^'^ '^ v'/''<^-y)_-/(_^j5)j;;tyry) . ' 

dualistisch stellt 

C32) a' — yC "'") + VVTwt p) — y (W.W)- y(c,pj 

»(w.o)— ^»'(«,0) — v(w,»)-9(^*) 
das Doppelrerhältniss zweier Geraden mit den Coordinaten u,, resp. 
Vi zu dem von ihrem Schnittpunkte an irgend eine Gurre zweiter 
Classe 4jp (u, u) •= gelegten Tangentenpaare dar. 

Der Winkel dg zweier Geraden u und v ist nun 'nach (27) ge- 
geben durch 

cos»„- ^^1^'^^ 

" y<o{u, w) ■ v»(p, p) 

Nehmen wir im Nenner der rechten Seite nur den absoluten Werth 
|}''(a(u, u)y(i}(v, v){, so hängt das Vorzeichen von cos #g ab von 
ai(u,v); ie nachdem , ,r_i^_--_ L=;^^ positiv oder negativ ist, liegt 

#0 zwischen und -r- oder zwischen y und s. Zugleich folgt 



(33) *„ -= arc cos r ,- — t- , 

Eb handle sich nun darum einen zwischen und n gelegenen 
Werth ©'( zu bestimmen der Art, dass «*•' ■- a + i "(/l — '«*; hierzu 
ist n5thig cos O^ = «, sin ©■^ ^ + Yi — «*, und hieraus ergibt sich, 
dass der Bogen 9^ — ■ arc cos £ im vorliegenden Falle zwischen und 
n liegi Hätte man noch einen anderen Werth d gefunden, fBr den 
cos *(, = cos fr, so mQBste * + *,,'«= + 2«j sein, wo x irgend eine 
ganze Zahl bedeutet, denn alle Werthe te, fOr die e"° <>= 1, sind 
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voD der Form M' = + 2xa. Man hat daher ß-o» — in(e -\-iyi — «*), 
wobei Dan 9^ identiach ist mit dem zwischen und « gelegenen Werthe 




Durch Substitution des Werthes 
diese Gleichung erhält man: 



(34) ^0 - ii^" ^,^ ,^_iv„» ^ ~:/.r:T.--;.::s i> ) 



"ojd«, B) - I V<üH», V) - <dC«, «) ■ (o(f, e)i ■ 

and hieraus folgt mit RQcksicht Auf (32): 

(35) Der Winkel zweier Geraden ist gleich dem durch 2i 
dividirten natürlichen Logarithmus des DoppeWerhältnisBes, 
welches die beiden Geraden mit dem roa ihrem Schnitt- 
punkte nach dem imaginären Ereiepunktepaar gezogenen 
Geradenpaare bilden. 

Wir wollen bei dieser Gelegenheit noch den Winkel a bestimmen, 
welchen zwei durch f{x, x) =^0 gegebene Gteraden mit einander bilden. 

Wären u, v und v, <= die Gleichungen der beiden Geraden, 

daher ^/ ^ amXiXi^UxVx, so hätte man nach (27) und (29): 

a>(«, V) 

COS a •— - --—■ - r ' I 



wobei Xi ■= UfVf — MjW,, a^ — « UjUj — «,v,, a^ — «,rj — MjV, die Co- 
ordinaten des Schnittpunktes der zwei Geraden bedeuten; andreraeita 
ist aber nach (34) in § 4 das Product XiXt proportional zu An, und 
zwar findet man leicht XtXt — — 4 An, daher tp,* = ~ 4tF(p;p). 
Aus 2an = UiVk -\- ViUt folgt 

">{«> f) — «n«,«! + »«("i«» + «.«i) H h »ssV 

■= ffli,iBi,-+ 2ai,ü>„ + a„fi),i + 2ai,fl>,a + 2a„ta^ -f aMra„, 

1) Die Toneichen der Wnneln in (34) und in TertaascheD, wenn % ewücben 
und — « liagt- Fflr beide Fälle bot mao in (84) bei dem LogaritbrnoB den 
Hraptwerth m aetieu, d. b. de^jemgen, deeaen imaginärer Theil EwisotieD -f- t* 
and — IS liegt. 
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wofür [a, m] gesetzt werde; endlicli tat 

io{u,u) ■ a){v,v) => Bj'(u,v) — iTF(p,p)= [a, o]* — 4ri^(p,p), 
es ergibt aich also 



(36) 



TTeber einen ftmdamentalen Bsts ans der Theorie der deflnlten 

qnsdratiachen Formen und üt>er swei Gsttongen von Glelohnngen 

mit nur reellen Wurzeln. 

Im yorbe^ehenden Par^raphen wurde gezeigt, dasa a{ti, u) eine 
Bogen&Dnte definite Form, d. h. eine ganze homogene Function ist, 
welche filr reelle Werthe der Yariabeln nur Zahlenwerthe 7on gleichem 
Vorzeichen anzunehmen vermag. 

Man bezeichnet Oberhaupt als „Form" eine ganze homogene 
Function mehrerer Yariabeln, um eine Ausdrucksweise fUr die 6e- 
sammtheit aller Glieder zu haben, welche, in den Yariabeln sämmtlich 
von gleicher Ihmension, die Function zuBammensetzen. Nach ihrer 
Dimension in den Yariabeln heisst die Form von der 1., 3., 3-, . . . n*^ 
Ordnung, oder aach linear, quadratisch, kubisch, ...; nach der An- 
zahl der Yariabeln heisst sie, von 2 beginnend, binär, ternür, .... 
So ist 2, B. o„a;,*-(- ^Oi^z^Xj + o^a^*+ 2ajja;,a:, + 2a^x^Xi+ c«^/ 
eine temare quadratische Form. 

lieber definite quadratische Formen gibt es nun einen ftlr spätere 
TJntersuehangen wichtigen Satz, den wir allgemein ftlr den Fall von 
n Yariabeln beweisen wollen anter Anwendung eines von Eronecker 
bei ähnlicher Gelegenheit benatzten Raisonnemeuts '). Dieser Satz lautet: 



(1) Ist y(Mi,w,,...w,)EiE ^1 xf y>*«i«* eine quadratische Form 

mit n Yariabeln u^, u,, . . . w«, welche ftlr beliebige reelle 
Werthe der u nur Zahlenwerthe mit demselben Vorzeichen 
annimmt (definit ist), und verschwindet diese Form ffir die 
Werthe Pi, 3?a> • • ■ Pn ^^r Variabein, unter denen mindestens 
einer von Null verschieden ist, so verschwinden auch immer 
die Ausdräcke v'CPi), ^'CPj), • - • y'CPi.). 

*) Vgl. Eroneoker in dea Monatsbericliteii der Berliner Akademie der 
WiasenachafUn, Jahr^^Df; 1B6S, S. 389 f. 
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Zorn Beweis dieses Satzes setze man: 

(2) «i=fi-f-ii>i, Ug = D, + ipj,---u,_i=f,_i+ijj,_i, «,=0+^^,, 
wobei etwa Pn^O sei. Alsdanii wird 

(3) 9.(1*1, «,,-■■ «,_i, «,) — ^(vi, «,,--• «,_„ 0) 

+ *■ (v'Oi) ■ Vi + tp'ipt) -v^-i h fp'ijOn-t) ■ »,_»} 

docli hat hierin der Factor von ;l' nach Vorauasetzong den Werth Null. 
Um nun zn zeigen, dass die Ausdracke >p' {Pi),ip' {?%),•■ -viP*) 
verschwinden, nehme mau an, es sei etwa ip'(pk) von Null Terschieden 
nnd setze «, -= «j «- ■ - - «= vt—i ^ vt+i ™ ■ • • ^ «, ^ 0, tu = 1; 
hierdoreh verwandelt sich 9>(u,,u,,...m) in 

y(0,0,.., l,0,..,0)-\-X<p'(j>t), 
nnd da hier X jeden heliebigen Werth annehmen kann, so ist dies 
aach, so lange g>'(pt)^0, mit 9)(ui, u,, . . . u.) der Fall, was aber 
der über das Wesen der Fnuction gemachten Yoranssetzong definit zu 
sein widerspricht. Mithin mues 9>'(j)jt) verschwinden, und zwar ku- 
näohst fESr Ä — 1, 2, ■ ■ ■ (n — 1), weil nur ^'(pi), g>'{Pa), ■ • • <p(jSn—t) 
in dem Factor von X in (3) auftreten. Da aber 

9(Pi,Pi,-Pn)'=PiipXpi)+Pi'P'(Pi)-\ hp— iV'Cp— i)+P.9''(P-)"=0, 

so muas auch noch tp'(_Pn) verschwinden; denn j), wurde als von Null 
verschieden angenommen. 

FQr den Fall der durch (o(u, u) definirten und im vorhergehenden 
Paragraphen näher betrachteten Form, welche gleich Nnll gesetzt die 
zwei imaginären Ereispunkte darstellt, sind die Coordinaten der un- 
endlich fernen Geraden Pi-= y (» = 1, 2, 3) solche Werthe, fttr welche 
(d(u, u) verschwindet; denn diese Gerade ist Tr^erin des Funktepaars. 
Es ist dann zufolge des Satzes (1) stet« (i)'(Pi) ^ '^1 (' ~= ^> % ^)< *>^ 
Obrigeus auch schon in g 2 erwähnt wurde. 

um den Nutzen des Fnudamentaltheorems (1) darznlegen, wollen 
wir einige Sätze über zwei Gattungen von Gleichungen beweisen, die 
im Folgenden, wie überhaupt in vielen Theilen der reinen nnd ange- 
wandten Mathematik, eine wichtige Rolle spielen. Der erste Satz 
lautet: 

(4) Bezeichnet 9'(ui,»j,' ■■ w,)^ x) ^fit^i^ii eine beliebige 
quadratische Form der n Variabeln «!,«<,■■■"■, ferner 
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0)(«„ Mj, ■■■«,) = ^^ »iitl, Mi 

eine definite quadratische Form derselben Veränderlichen 
und setzt man — ia** + «a ■= y*», so beBitzt die Gleichung 
«*" Grades in X.: 

(4a) r = ^ + Oiij-jj ■ ■ ■ y„) = 0, (yn = y*,) 

stets nur reelle Wurzeln. 

Ist nämlich k eine von Nuß verschiedene Wurzel dieser Glei- 
chung, 80 gibt es zufolge (4a) stets Wertbe ci,c^, ...cw, die nicht 
sSmmtlich Null sind und die » Gleichungen belriedigen: 

(5) — X^'ic) + m'id) - (t = 1, 2, . . . n). 

Ist allgemein Ci ■= Ci" -^- c' y — 1, so folgt durch Multiplication 
der « Gleichungen (5) mit Cj" — Ct Y — 1 und Addition derselben: 

(6) — AfvCci",«^"- O 4-9' (<i',c,'-- ■«-')) ^-«(Ccs^-'-O 

+ o)(c/, c,', ■ ■ • O — 0. 

Hier kann nun der Goet^cient von l nicht verschwinden, denn 
sonst wOrde auch die Summe der beiden o verschwinden müssen, d. h. 
die d" und Ct wären nach (1) Bolche Werthe, für die ia'{Ci') =■ und 
fl»'(C(')=0; dano wäre nach (5) neben O3'(c()^0 auch noch ^'(c^ = 
(i ■= 1, 2, . . , tt), d.h. die Gleichung (5) wäre fOr beliebige Werthe 
TOn X giltig, somit die Determinante ^ + {fiiyn ■ ■ ■ ynn) identisch 
Null, und dieser Fall war bisher eo ipso ausgeschlossen. Der CoefS- 
cient Ton X in (6) ist demnach von Null verschieden, und in Folge 
dessen X gleich dem Quotienten zweier reellen Grössen, also in der 
That reell 

FOr die Gleichung (4a) besteben noch zwei weitere Sätze, die 
später von Wichtigkeit sind und daher Hier bewiesen werden sollen^), 
nämlich: 

(7) A) Jeder I-fache Factor (i— A,) von T — 0, wobei -lj>0, 
ist mindestens {l — l)mal in der Uuterdeterminante fik eines 
beliebigen Elementes yn der Determinante f als Factor ent- 
halten. 

1) Daa Frincip der hier angewandten Beweismethode ist eine Umformung 
derjenigen, welche Herr Weierstrasa gegeben hat in den Monatsberichten der 
Akademie der Wiaaenachaften zn Berlin, Jahrgang 1S68, S. S07— 220. 
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(8) B) Jede ^facbe TerBchwindende Warzel 1 = der 
GleichuDg T -=> ist mindestens (l — 2)fache Worzel toq 

n* = 0. 

Zam Beweise des Satzes A) gehen wir ans von dem Quotienten 



(9) 
oder 



iW = 



Tu Vi« ■ 


■ rtn *1 


rii rat ■ 


y». ''i 


y-ir,,' 


inn'^„ 


Vi Vi 


■y, *> 



2'±('" 



■T,0 



zW-- 



il^J/j. + r„(x,y, 4 - r,j(,) + - ■_- 

in welchem die y« willkürtich fizirte Constanten, die Xi irgend welche 
Yariabele Grrössen bedeuten. Die Anwendung einer Partialbruchzer- 
legung auf (9) möge alsdann, soweit eich die Brüche auf die 
Wurzel A -o Jlj von f ■>= beziehen, eine Summe liefern von der 



^'.'. ^„•., ^,;: 

' V-Kf (1-1,)'"' (i-y 



(10) iH) . 



wobei die c, c, c", . . . abhängen von den willkürlich fixirten y und 
von den yn, nnd wir beban|iten nun, dass hier, so lange ^^0, 
der Exponent e nicht grösser sein kann als 1. Da nämlich 
Toransgesetxt ist, dass F nicht identisch verschwindet, kann man in 
(9) nnd (10) setzen 

(11) _ x, = -i-V(«0+ 2"'W, 

wodurch sich der Zähler von (9) verwandelt in (y,«i+J'»Wj + "*"l~yn "■)'"' 
also x{i.) nach Wegheben von T in y,«! + y,Wj + ■ ■ ■ + y.««. För 
H '^ Ij^ -{- h erhält man alsdann nacb Multiplication mit h' an Stelle 
von (10) die Gleichnng 

(12) »,•»•- |-(J, + »)»(»,«) + o(t,»)l 

+ »|-(i,+»)9(»', «) + "(»■.«)) 

+ i' I - (». + *)»>(«", «) + "(«", «) I + ■ • • ■ 

FDr e > 1 mflssten mindestens die CoefBcienten von &" und h^ der 

rechten Seite gleich Mull sein, es wäre daher 
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(13) »(«,») -A.9(«,»)-0 
und 

(14) m(c', u) — X,(p(c', «) — 9(c, «) -= '). 

Setzt man Dim u« =- c«' in (13), (liegen u« -= d in (14) und aub- 
trahirt man beide Gleichungen von einander, eo folgt ^(c, c) ^ 0, 
somit nach (13) auch ai(c,e)^0; nach dem Fundamentaltheoreme 
(1) ist dann auch cd(c, u) =i 0, denn a(u,v,) ist eine deänite Form, 
und nach (13) nunmehr q)(c, u) =^ 0, da A, ^ 0, d, h. fßr jeden Werth 
von i hätte man m(c, m) — Xip(c,u) ^fO, die Determinante T würde 
identisch verschwinden gegen die VoraussetzoDg. So lange A ^ kann 
fo^lich e in (10) nicht grösBer als 1 sein, d. h. in dem Quotienten 
]f(il) muBs sich die Z- fache Wurzel )ij = X von T —> mindestens 
({— l)mal in Zihler und Nenner wegbeben lassen, oder es muss 
wegen der WillkQrlichkeit der a^ und yi in j;(A) der Factor i, — A, in 
jeder Unterdeterminante r^ von T mindestens (l — l)mal ent- 
halten sein. 

Zum Beweis des Satzes B) in (8) verfaliren wir zunächst gerade 
so wie bei Ä) nnd gelangen hierdurch zur Gleichung (13), in der je- 
doch nunmehr Aj •=> zu 'setzen ist. Alsdann behaupten wir, dass 
fttr A, ^ der Exponent e in (12) nicht grösser sein kann 
als 2. Ffir e> 2 mQsate nämlich neben den Coefficienten von h° und 
h* mindestens auch derjenige von A* verschwinden-, in Folge von Aj ==0 
gehen aber die Gleichungen (13) und (14) über in 

(15) a>(c, «) ~ O' 
nnd 

(16) »(.■,»)-9(t,»)-0, 

während das Verschwinden des Goefficienten von h* iüt A, =■ liefert: 

(17) «(»",«) -9(»',«)-0. 

Setzt man nnn U{ — > c« in (17), dagegen u, =^ ct" in (15) und sub- 
trahirt man beide Gleichungen von einander, so folgt (p{c',c) =^ 0, 

1) Eb laaseii aicb die y, ateta so fixitem, daaa nicht alle c, (t — 1, 2, - - n) Null 
sind, denn «inet v&re fQi beliebige % und y^ der Factor X — l, aacb I-foch in 

der Detenninante ( ) enthalten, d. h. I-bch in jeder Dnterdetemunante T .. 
\y/ra ' '* 

Dies ist aber niunSglicb, da alsdann aaf Onmd von 
aacb r'(I) den Factor (1 — 1,}' enthalten würde. 
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daher ist. kladann fQr u,-^Cj' in (16) o(c', c')<^0 und nach dem 
Pundamentaltiieorem (1) o)(c',m)-=0'; hierdurch liefert (16) y(c,M) = 0, 
ea wäre also mit Racksicht auf (15) für jeden Werth von X a{Cf u) 
— X<p(c, u) = 0, d. h. die Determinante f würde identisch verBchwin- 
den, was ausgeschlossen war. Für Jl^ ^ kann folglich e in (10) 
nicht grösser als 2 sein, d. h. in dem Quotienten x{X) mnss sich die 
etwa auftretende !- fache Wurzel A-«0 von r-=0 mindestens (J — 2)- 
mal in Zähler und Nenner wegheben lassen, oder es muss in jeder 
Unterdetenninante Hi von f der Factor X mindestens (I — 2) mal 
enthalten sein. 

Wir wollen nun noch eine zweite Gattung von Gleichungen be- 
trachten, die ähnliche Eigenschaften haben wie die Gleichungen von 
der Form (4 a). 

Es sei nämlich fET: ^ y^^auXiXj eine beliebige quadratische 
Form der » Yariabeln a:,, «s, ' •• ^„, o> = ^ ^ anUiUt eine qua- 
dratische Form der Variabeln u^,Ug,...u., welche für reelle Wertbe 
der u nur Zahlenwerthe von demselben Ybrzeichen annimmt*). Als- 
dann bilde man den Ausdruck 



4^2«"' 



wobei zur Abkürzung gesetzt ist 

(18) a,i = (Dl, oii -|- attaai -\ 1- 0,(0,* 

und im allgemeinen an nicht gleich un\ ferner setze man 

«, = «,a;, -f u,iE, H (- u,x. 

und definire Grdssen ßu durch 



V(«, a:) - A . «, r~ _^2 ^"«"^*- 



Es besteht alsdann der Satz: 
(19) unter den soeben gemachten Voraussetzungen hat 
die Gleichung n*" Grades in l: 

1) Es iit nicht nOthig, dass die DetermiDiuite vod <»(h,w) verschwinde. 
ÄnderereeiU ist voraiugeactit a^ — a^j and m,^ ^^ m^,. 
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ou — X Oit ■ ■ ■ txt^ 



(19a) 
oder aach 



an 



«M - 



■ aj« 



= 



1 «»» ■• ■ K«» — A ; 

stets nur relle Wurzeln. 

Zum Beweis dieses Satzes werde zunächst bemerkt, dass es zu- 
folge Verschwindens der Determinante (19a) Werthe t^,l^,.,.tt gibt, 
für welche 

I («U - i)*l + «1!^ H \- aiJn — 

1 «»1*1 + («t. - A)^ + \- a,.f, = 



(20) 



' a-i^i + anttt H h («.» — A)'. ™ 0- 

Zwei conjiigirt complexen Wurzeln A ron (19a) würden dann zwei 
conjugirt complexe Werthsysteme der t ZQgehören, sie seien etwa 

(21) ^ -= »i + Y^^ w, und ti — Vi — Y~^ «>i (» = 1, 2, ■ • ■ n). 
Wir moltipliciren nun die Gleichungen (20), nachdem in ihnen die mit 
dem Factor k behafteten Glieder auf die rechte Seite gebracht sind, 
resp. mit -^m'(J,) und summiren Ober i, wodurch man erhält: 



(22) 



a,im'(tt) ■ a,'(t.) - A .^i-a'(i) ■ tr, 



bei Substitution der fflr ^ und U angenommenen conjugirt imaginären 
Werthe (21) verwandelt sich aber die rechte Seite dieser Gleichungen 
in X{m(v,v) -i- to(iB,tc)), and hier hSnnen a(v,v) und io(u,tv) nach 
unseren Yoraussetzungen über die Function ai nie en^egengesetzte 
Vorzeichen besitzen*). Femer ändert sich zufolge a,'t — Oti die linke 
Seite von (23) nicht, wenn man die £( mit den ^ vertauscht, also 
+ Y"— 1 mit — y — 1 vertauscht, es würde daher der den tt ent- 

1) Ware etwa m(v, v) -> <d(w, w) i— 0, bo mtlBaten die «^ und w, den Qlei- 
chuigen genOgen «'(p^j^-O, m'(Ki;} — 0, (»"■!,!,...«),«> daas aach ai'(y — 0; 
aiu (20) würden also Gleinhangen folgen von der Form 

waa nur mQglich, wenn 1 -> 0, da o>'(<^ verschwindet. 
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Sprechende Wertb von X derselbe sein, wie der den ^ entsprechende, 
d. h. der imaginäre Theil von X muas Null, X muss reell sein, w. z. b. w. 
Aucb fOi die Gleichung (19 a) gelten die analogen Sätse vie (7) 
und (8) bei der Gleichung (4a), nämlich: 

(23) A) Jeder i-fache Factor (l — X^), wobei Jl^^O, von 
B^^ ±(ßiißii---ß~n)'~0 ist mindestenB (i— l)inal in der 
ünterdeterminante Ba eines beliebigen Elementes ßn der 
Determinante B als Factor enthalten. 

(24) B) Jede 2-faehe rerschwindende Wurzel Jl <— der 
Gleichung B >>- ist mindestens ({ — 3)fache Wurzel von 
Ba — 0. 

Zum Beweis dieser Sätze gehen wir aus von dem Quotienten 



' f„ fv, ■ 



■h.' 



Kif.ff..' 



(26) 
oder 



xw = 



X(J). 






in welchem die tv« willkllrlich fixirte Constanten, die Vi irgend welche 
variabele GrSssen bedeuten. Die Anwendung einer Partialbmchzer- 
legung möge alsdann, soweit sich die BrDche auf die Wurzel 
Jl E9 it^ von B •= beziehen, eine Summe liefern von der Form 



ij'"' (1-1,)'-' 



P6) XW--'-_--^ + ^, 

wobei die c, c', c", . . . abhängen von den wilUfOTlicb fiiiiten Wt und 
von den ßn, nnd wir behaupten nun, dase hier, so lange itj ^ 0, 
der Exponent e nicht grösser sein liann als 1. Denn setzt man 



(27) 



«1 — Aia^i + fti«i + ■ 



■ + ß,.x. 



^,iIi + ^.,I. + --+ftA, 
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80 verwandelt eich X(i) in w^Xi + to^x^ -^ ■ • ■ -\- w„x,^), und ffir 
X = Xj-^h erhält man nach Multiplication mit ^ an Stelle von (26) 
die GleichoBg 

(28) w,-h'=-[W{e,x)-(X, + h)c,] 

+ A{V(c»-(A,+Ä)c,'| +ÄMM'(c»-(^, + Ä)ci"} +■■■. 
Fflr e > 1 mÜBBten mindestens die Goefficienten von h" und A' 
der rechten Seite gleich NqII aein, man hätte daher 

(29) ^{c,x) — ijc, = 
und 

(3(0 V(c', a:) - iiCi' — c, =- 0. 

Ist nun Pi,Pa, ■ . -p» ein Werthaystem , fflr welches et(p,p) = 0, 
daher nach (1) auch m'(pi)=0, so k&nnen jedenfalls die Ci nicht 
proportional sein den pi , denn sonst wäre auch 

¥(«,»)=i_^rw •»■(«.) 

identisch Null, daher nach (39) d ^ 0, was nicht denkbar *). Uan 
setze jetzt in (29) Xi= -ä °^'{'^i), .dagegen in (30) Xi = -^m'{c^'^ als- 
dann werden V(c,a!) und'{'(e',ic) identisch mit— X! /f Ott o>'{c^ - g>'(ct') 

und wegen 0,-« ~> oji einander gleich. Zieht man daher nach diesen 
Substitutionen (29) und (30) von einander ab, so bleibt übr^ m{c, c) = 0, 
was nicht möglich ist, wie soeben erwiesen. Im Falle ^i > kann 
folglich e nicht gr&sser als 1 sein, u, s. w. (wie oben beim Beweis 
des Satzes (7)). 

Zum Beweis des Satzes (24) verfahren wir zunächst gerade so 
wie bei (23) und gelangen hierdurch zur Gleichung (28), in der je- 
doch il, ^ zu setzen ist Alsdann behaupten wir, dass fSr A, — 
der Exponent e in (38) und (26) nicht gr&sser sein kann als 2. 
Ffir e > 3 mfisst« nämlich neben den Goefficienten von h" und h^ in 
(38) mindestens auch derjenige von h* verschwiDden; in Folge von 
ü, ^ gehen aber die Gleichungen (39) und (30) Aber in 

(31) T(c, 3!) — 

und 

(33) V(c',a:) — CI,— 0, 

1) Mu> hat wie Seite 68, Zeile S— 9 von unten, die letzte Teddcalteilte des 
Z&hlers in (26) vennOge der voraasgebenden Reihea so traneforiniren. 
2} Vgl. die Fnunote zn S. S9. 
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w&hrend das VerBchwinden des Coefficienten Ton ä* fär A, — liefert: 

(33) V(c", x)—e: — 0. 

Jetzt sind die Ct m (31) proportional den pi, denn setzt man in (31) 

Xi = -ä o>'(Ci'), in (32) iTf = Y <»'(«<) nnd zieht beide Gleichungen Ton 

einander ab, so bleibt a>(c, c) ^^ 0. Dagegen sind die d' in (32) nicht 

den pi proportional , sonst wSre auch T(c', x) = 0, somit wegen (32) 

px ^ 0, was nicht denkbar. Wird nun in (32) gesetzt a;; = — m'id"), 

in (33) *( = -5-o»'(Cf')t *" erhält man durch Subtraction a)(c',c')=^0, 

was nicht statthaben kann, denn die c! sind den ps nicht proportional. 

Für A] <™ kann folglich e in (26) nicht grösser sein als 2, 
n. s. w. (wie beim Beweis des Satzes (S)). 

Wb- wollen noch bemerken, dass die Sätze (4), (7) und (8) auch 
dann bestehen bleiben, wenn an Stelle der Formen ^(u,, u,, . . .»,) 
tmd w{u,,Vf,...u,) zwei bilineare Formen treten 

q5(e, ?)^^^«**«'Ct und (d(«, J) r^ ^^ »(**(&, 

welche folgende Bedingungen erfolgen: «u muss complex conjugirt 
sein zu an, analog atn za mi, so dass also an und On reell sind; 
ferner müssen e, und ^ complex conjugirte Werthe haben, z. B. 

«» — «* + y* y~ 1 ) & = ** — fftV^— l; 
endlich darf die Form (o(ft, £) (eventuell auch mit verschwindender 
Determinante) nur Zahlenwerthe von gleichem Vorzeichen annehmen. 
Der Beweis obiger Behauptung beruht auch hier auf dem Satze, dass, 
wenn die Form o(«, g) fflr zwei bestimmte Werthsjsteme 

pi ^^ Pi!* + Pk'Y—l und Xi^pi** — J9»' ]/— 1 

der Yariabeln it und ^ (i ^ 1, 2, . . . n) verschwindet, immer auch 
o>{p,t) und o(e,ii) identisch verschwinden^). 

Es mSge noch besonders der Fall hervorgehoben werden, dass 
in der Form ^{e, t) die Coefficienten a^j, a^, . . . o,, sämmtlich Nnll, 
dagegen Uit (i ^ i) rein imaginär sind, so dass «a ™ ißn, «n ^ — ißu 

1) För den Fall, dwB ^ ± («„ «„ . . . », J ^ hat Herr Chriatoffel 
einen bindenden algebraischen Beweis der veiallgemeinerten S&Uo (1) imd (T) 
gegeben: „Venllgemeinerong einiger Theoreme dei Herrn WeierBtraaa", Joamal 
für die reine und angewandte Matheinaljk, Bd. 68, S. 2&&— 378, 1861. 
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und q}(e, t) eüie ,^ltemirende bilinesre Form" darstellt. In der nna 
analog zu (4a) gebildeten Determinante sind ra^j, m^, , . . m„n die Dia- 
goualelemente, die übrigen Elemente sind von der Form — ^ißn 4~ <»(t> 
bezw. -|- lißii -{- a^i. Es folgt daher der Satz: Wenn die oben de- 



fiuirte Form a>{e, {;) definit ist und die bilineare Form ^ y* ßu^itt 

reelle Goefficienten hat der Art, dass ßa •= 0, ßn = — ßn ist, so er* 

gibt die Determinante von «>(«, g) — ^ ^ ^* ^g^tfit - gleich Null 

gesetzt eine Gleichnng, welche rein imaginäre Wurzeln ft => li hat 
und für welche die weiteren in (7) and (8) ansgedrQckten Eigen- 
schaften bestehen*). 

Zum Scbluss dieses der Algebra gewidmeten Part^aphen sei 
noch ein Satz erwähnt, der zwar mit den vorbeigehenden Theoremen 
in keinem Zusammenhang steht, aber hier Stelle finden soll, weil er 
bei späteren Betrachtangen ein wichtiges algebraisches Hilfsmittel 
bildet Derselbe lautet; 

(54) Wenn zwei ganze homogene Functionen k**" Grades 
der n Yariabeln x^,x^, . . . x. für alle Werthe der x identisch 
sind, so sind die Goefficienten gleicher Potenzen der Va- 
riabein einander gleich. 

Zum Beweis dieses Satzes denkt man sich etwa Xf,x^, . , ,Xa be- 
liebig fixirt, x^ TCränderlicb; dann müssen nach einem bekannten 
Fundamental theorem die Goefficienten der gleichen Potenzen von ;c, 
identisch sein; dlsdann fixirt man nur x,, Xt,... x^ und lässt x^ ver- 
änderlich u. s. w. 

3 B 

Ist z. B. ^ y* OikXjXii für alle Werthe der x gleich 



SS"' 



HkXiXk, 

so mass o«« =>ifi (t, J; = 1,2,3) sein. Daraus folgt nach Multipli- 
cation der gleichen CoefScienten On und hu mit beliebigen Zahlen 

1) Vergleioha WeieratraBa: „Ueber ein die homogenen Fonctionen zweiten 
Grudes betreffendeB Theorem", MonatBberichte der Akademie der WisBeoBchaften 
ZD Berlin, Jahrgang 1679, S. 480 — 1S9, sowie Lipaohitz: „Beiträge zn der Theorie 
der gleichzeitigen Transformation von zwei '^aadratisohen oder biliaearen Formen", 
Sitznngeberichte der Akademie der WiaBenschaften zd Berlin, 1. Halbband des 
Jahrgangs 1890, S, 609 f. 
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ttiii die Gleichung 

a,iO|i + 2a,sBi, + ((„(% + 2aüa,s H 

- &„«„ + 2J„ir„ + Äj,«g, + 2J,»«., + ■ ■ -. 
Dieses specielle Ter&hren zeigt, daae man den Satz (34]^ allgemein 
auch in folgender Form aussprechen kann: 

(35) Wenn eine homogene Gleichung i*™ Grades zwischen 
den n Variabeln Xi,Xf,...x^ fOr alle Werthe der x besteht, 
so- bleibt sie auch noch richtig, wenn man die Producte der 
Yariabeln durch die Goefficienten einer beliebigen Form 
l**" Grades von n Veränderlichen ersetzt 

§9. 
Ein Bxonra über iQTarloiiten. 
Um eine Erklärung des B^riSs der Invariante zu geben, hnOpft 
man am besten an das Uultiplikationstheorem der Determinanten an. 
Wenn » lineare Ausdrflche 

(1) «1 = auXx + OtiXa -\ \- 0,(3:, (t — 1, 2, . . . n), 

wobei im allgemeinen an ^ an sei, durch die Substitution 

(2) X, =. atXi + (3iXa H \- «(Z, (i — 1, 2, ... «) 

fibei^heu in 

(3) u,- = tti.-Z, + a^iX, + • • ■ + Q,*Z, (i - 1, 2, . . . n), 
so ist nach dem Multiplicationstheorem der Determinanten 

wobei 

(6) r-2+(«.A---»-) 

die Determinante der Substitutionen (2) bezeichnet 

Wir bilden nun mit Hilfe eines neuen Systems von Veränder- 
lichen 9i, 9), ■•■;/« den linearen Ausdruck 

(6) «i^i + Usy^H l-».y- 

und transformiren denselben durch die Substitution 

(7) Sfc - «*' r, + ft' I's + ■ ■ + «*' y, (i = 1, 2, . . . n), 
ao daas sich (6) verwandelt in 

(8) ^2^"^'^" 
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Definition der InTuriuiteii. 






Alsdann ist nach (4) mit den entsprechenden Vertauschangen, 
resp. direct: 

(10) 2 + {A,A,--^.)--' 2'±(°..°» ■ »•■) 

wobei 

(U) >-'-2'±(«.'ft'- •»■') 

die Determinante der Substitutionen (7) bezeichnet. 

Hierbei lassen sich die An auch dadurch definiren, dase man sagt, 
durch die Substitutionen (2) and (7) sei der Ausdru(^ 



(12) »,y, + M,yi H h «.»» oder ^ 2}^"^^^^ 

über geführt worden in 

(13) _^2A.z,r,. 

Die Determinante 

(14) 2 ± (»"»»■ ■■'*") 

ist nach dem Vorausgehenden eine derartige Verbindung der Coefä- 
cienten der gegebenen n Formen (1), daes bei Bildung des entsprechen- 
den Ausdrucke mit den Coefßcienten der linear transformirton Formen 
(3) sich (14) zufolge (4) reproducirt bis auf die erste Potenz der Sub- 
stitution sdetermiuante (5). 

Allgemein nennt man nun Invariante eine solche Function der 
Coefficienten einer oder mehrerer Formen, welche, gebildet für die 
Coef£cieoteti der durch eine und dieselbe Substitution linear trans- 
formirten Formen, sich bis auf eioe Potenz der Sabetitütionsdetermi- 
nante reproducirt £ine Invariante ist daher eine Function 9 jener 
Coefficienten On resp, 0«), welche die Gleichung erfüllt 

(16) 9'(o,t)="»^-9(«'*)- 

Den Exponenten k der Substitutionsdeterminante nennt man das 
Gewicht des betreffenden invarianten Ausdrucks. 
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Als absolute Invariante bezeichnet man eine solche FuDction 
der Goefficienteo, welche bei lineater TransformatioB völlig uugeändert 
bleibt, also das Gewicht A <— besitzt. 

Enthält eine Verbindung von der Form (15) ansser den Coeffi- 
cienten auch noch die Vanabeln, so wird aie als Covariante be- 
zeichnet; letztere würde daher eine Gleichung erfOllen von der Gestalt 
(16) 9=(fct; X„X^,---X.) = r^-ip{a,j,; x„Xj---x,). 

Setzt man in (12) speciell On, •= an, sowie fCi ■=• y^ und Xi =3 Yi 
(t -= 1, 2, . . . n), so verwandelt sich (12) in eine quadratische Form 
von n Variabelu x^, Xj, . . . x, : 

(") f{x,x)='^'^a,,x,x„ 

welche dnrch die Substitutionen (2) übergeführt wird in 

(18) F(X,X)='^'^A,tX,X,; 

die beideo Transformationen (3) und (7) werden dann einander gleich 
und daher r = r'. 

Die Gleichung f(x, x) •= F(X, X) gilt nun, welche Werthe die 
X und in Folge davon auch die X haben mögen, sie gilt daher noch, 
wenn man Xi ersetzt durch Xi -\- Kifi und Xf durch X4 -\- X¥i, es ist 

(19) /(a, + iy„ a, + Ay„ • • . a:, + Ay,) 

= j-cx, + A r„ j^ + A r„ . . ■ X. + i r,), 

und da diese Gleichung für ganz beliebige Werthe des Parameters X 
stattfindet, müssen die Coefficienten gleicher Potenzen von l links 
und rechts einander gleich sein. Berücksichtigen wir nur die erste 
Potenz, so ist demnach 



(20) ^y, + g,, + ... + ^L,,^li_Y, + ^Y, + - + f^T.; 
durch Anwendung der Formel (10) folgt alsdann 

(21) 2" ±('*"^---^')-'^--S'±(""'^ ■•■"">• 

Die hier auftretenden Determinanten der Ani resp. Ott nennt man 
die Discriminante der Formen (18), resp. (17);') wie aas (21) er- 

1) Wir Bind dieser Diicriinmante im Falle dreier Tarisibelii bereite in g 4 
begegnet; ea wurde dort gezeigt, daee ihr Verachwinden die Änsartong de« Eegel- 
Bchnitta Eur Folge hat 
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sichtlicli, iat eine solche Discriimiiante zagleich eine Invariante, und 
zwar Tom Gewicht 2. 

Man kann nach, statt tod einer einzigen Form f{x^ x) auszugeben, 
die lineare Combination kg{x,x) — f(x,x) oder auafSbrlicher 

^^^baXiXt —^ ^OikXtXt 
zn Gnmd legen; dieselbe werde kurz durch 

bezeichnet, wobei cn~-lhi, — an. Würde jetzt h{x,x) durch die 
Substitution (2) bransformirt in 

so wäre nach (31): 

(22) 2 + (C„C„---C..)-r'.^±(,o„c„--c.). 

Die zwei hier auftretenden Discriminanten enthalten nun die l 
bis zum n*™ Grade, und da (33) gilt, welche Werthe man auch dem 
Parameter X ertheilen mag, müBsen die Goeffidenten gleicher Potenzen 
Ton i linka und rechts einander gleich sein. Die auf solche Weise 
einander entsprechenden Coefficienten sind Qberdies beiderseits gleich 
gebaut, nur besitzen die rechts stehenden noch den Factor r*, die ge- 
nannten Coefficienten mflseen also Invarianten sein; sie heissen simul- 
tane Invarianten des Systems der beiden Formen f{x, x) und g(x, x). 

In dem fUr das später Folgende wichtigen Falle dreier Variabein 
Xi,x^,Xg erhält man 

(23) ■ 2 ± fCii c,» <^) — ^'S - 3A»e + SAH - A, 

wo A und B die Discriminanten von f{x,x) resp. g(x,x) bedeuten, 
während 6 und H, wie die Ansrechnong zeigt, bestimmt sind durch 

(2i) |3Ö=-«.t^ii + ««■»« + «M-B8» + 2a„-ßi, + 2a,8B„ + 2a,s^ 
' l3H — 6,i^u + fc„^-|-&M^M + 26,jXi, + 2&„J,g + 26„^^. 

Hierbei sind die An nnd Ba die Unterdeterminanten der Ele- 
mente Oft und b^^ in den Determinanten A resp. B. 

Die Ausdrucke (24) geben somit Beispiele ab fQr simultane In- 
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Tsrianten der beiden Formen f{x,x) uod g{x,!c)\ das Gewicht iat 
jedeBmal gleich 2. 

Aach für Oovarianteu möge noch ein Beispiel gegeben werden, 
das überbanpt zeigt, wie man eine ganze Reihe solcher Functionen 
erhalten kann. Statt der quadratischen Formen (17) und (18) seien 
Formen beliebiger Ordnung gegeben; auf gleichem Wege wie oben 
gelangt man zu (19), und hieraus durch Vergleich der Coefficieuten 
Ton i} zu 

C25) ^!'.' + 2,i^''j^J.J.+ —|if.y,'+23i":?i.5'.^.+ - 

Denkt man sich hier den Xi,x^,...Xn ii^end welche bestimmte 
Werthe ertheilt nnd ~ ^ >= Oft gesetzt, so wQrde (25) aussagen, dass 

eine quadratische Form ^ ^ anyt^t durch die Substitutionen (2)') 

abergefahrt sei in ^ ^ AuYiTt; dann ist auch 

nach Wiedereinföhrung der zweiten Differentialquotienten verwandelt 
sich aber diese Relation in 

Die hierdurch definirte Covariante der Form »*" Ordnung 
fix^, Xf . . . x^) ist also die ans den zweiten partiellen Differentialqno- 
tienten von f gebildete Determinante und wird die Hesse'sche Co- 
Tariante oder Determinante von ^ genaimt; sie wird zur Discriminaote, 
wenn f von der sweit«n Ordnung isL 

Es möge noch erwähnt werden ein Beispiel fflr eine simultane 
Invariante einer quadratischen und beliebig vieler linearer Formen 
von n Variabeln, um. zu zeigen, wie man noch zu einer anderen Art 
von invarianten Bildungen, zu den sogenannten Contravarianten 
gelangt. Der Einfadiheit halber seien ausser der quadratischen Form 
(17) nur zwei lineare Formen gegeben, nämlich 

(27) ■ ( "' ~ "'*' "•" "»^ "• *" *'"*• 

\ uid lö, ^lö^a:, + Wjaig -j- 1- w,«,. 

1) Es iet in (8) jedoch in ereetEen x^ durch y,, X, durch F^ (i — 1,2, .. .n). 
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Es wird sich dann zeigen, das» die Determinuite 

All Uli . . . Sia Vi Wi 

J= 

v, Vg . . . P, 
Wi Wa . . . w, 
eine simultane Invariaiiteider Formen f(x,x}, v^ nnd w, iat. 

Zum Beweis f&bren wir mit Hilfe der .beiden weiteren Variabelo 
x„^i und Xn+a die Form ein: 

(29) ?(«,«) =fi^,^) + 2:t,+i«, + 2a;„+iw, 
und transfonniren dieselbe durch 

( X, = «iZ. + |3jXa + ■ 

(30) :r,+.-X.+i 

wodurch (29) Übergehen möge in 

(31) *(X,X)- 



• + JtiX, (i — 1, 2, . . . «) 



:s2 



A.XiX. + 2X,+,(r,X, + F,X, + ■ ■ 
+ 2X.+,( WiX, + W,X, + ■ 



+ F.X.) 
••+ W.X.). 



Die Determinante der n -\-2 Substitutionen (30) ist hierbei, wie 
man leicht sieht, keine andere, als die früher mit r bezeichnete Deter- 
minante der tt Substitutionen 

X, = UiXi + ßiXt H H 3CiX„ 

allein; ferner erkennt man, dass die Discrimiuante von (39) identisch 
ist mit dem dnrch (28) deöuirten Ausdruck J, wShrend die Discrimi- 
naute ton (31) gegeben ist dnrch 

j An Aa ... ^„ Vi TT. 

Uli 4«, , . . At, Vi W» 



1. 



(32) 



/ = 



Ä., A., . 


■ A. V, W. 


Fl r, . 


. F. 


Wi w, . 


. yr. 
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g2 I. Abachnilt § 9. 

In Analogie zu (21) besteht «ber die Relation 

(33) 7=r*J, 

es ist daher / eine Invariante der Form (29) allein, oder anch der 
Formen f(x,x), v^ und Wx, wenn wir die nnr hilfsweise eingeführten 
Yariabeln x„+i und x,^i wieder bei Seite lassen. 

FQgt man statt nur zweier linearer Formen v, und w, zu f(x, x) 
beliebig viele hinzu, so erkennt man aus dem Vorhergehenden nicht 
nur, in welcher Weise auch dann die zu (28) analoge Determinante 
augeordnet ist, sondern man sieht auch, dass diese Determinante eine 
simultane Invariante der Form f(x, x) und der beliebig vielen hinzu- 
gefügten linearen Formen ist. 

Beschränken wir uns auf den Fall einer quadratischen Form 
f(x,x) und einer linearen Form von je drei Yariabeln Xi,Xf,Xf, so 
ist die Determinante 



»■1 


"l! »1. «1 


«u 


0,, a„ o. 


0.. 


<■.! "JS ". 


«I 


", % 



(34) 



jedenfalls eine Invariante vom Gewicht 2; dabei ist es ganz gleich- 
giltig, welche Werthe oder waa für eine Bedeutung die w,, «j, «g 
haben. Fassen wir nun die gleich Null gesetzte Form f(x, x) als 
Gleichung einer Gurve zweiter Ordnung auf, u, ■= als Gleichung 
einer Geraden, so sind die Ui variabele Liniencoordinaten, und (34) 
stellt gleich Null gesetzt nach § 4 die Gleichung des Kegelschnitts 
f(x, a;) = in Liniencoordinaten dar. 

Die Invariante (34) ist ein Beispiel ans einer grossen Gattung 
von Invarianten, zu denen man in folgender Weise gelangt; Es seien 
mehrere Formen beliebiger Ordnung und mit beliebig vielen Veränder- 
lichen x^,x^,...Za gegeben, darunter mindestens eine lineare Form 
"i*i + •*»*» + ■ ■ • + ""3;,; sie werden sämmtlich der Transformation 
(2) unterworfen, wodurch speciell u, tibergehe in 



wobei alsdann 
(36) 



U,X,+ !7,JC, + •■■+ U,X., 






0,-«, », + »,»,+ ■■• + . 
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ZwiBchenFormen. Zwei Tangenten nebst BeiCibmngaBebiie eis Coordinatendreieck. 83 

Ii^end eine Invariante des gegebenen Foimensjetema erfüllt nach 
(15) eine Gleichung von der Gestalt 

(36) r^ ■ J(fl.t-, Ui, ttt,... w,) -= J(an; üi, Ut,... U„), 

and man nennt eine Function der Coef^cientenait einer oder mehrerer 
Formen f{x, x), u. 3. w., sowie eines Systems von Veränderlichen 
«,,«,,. ..u, (für «'=3: Liniencoordinaten), welche durch die soge- 
nannte „transponirte Substitution" (35) mit den neuen Veränderlichen 
üi, Uf.Un zuBammenhängen , eine Contravariante der Formen 
mit den Goef£cienteu a^, wenn jene Function einer Gleichung wie 

(36) genügt 

Zwischenformen nennt man mit Invarianteneigenschaft ver- 
sehene Functionen der Coefficienten on^, . . . und der Veränderlichen 
Xi,x^,...Xn mehrerer simultauer Formen, anter denen wieder eine 
identisch ist mit tt^x, -{- k^x^ -\ \- u^x„ ; demnach sind die Zwischen- 
formen auch Functionen der u^, Wj, . . . u.. Geometrisch würde dies 
im Falle dreier Variabein bedeuten, dass eine Function J der Coeffi- 
cienten einer oder mehrerer Formen vorli^e, welche Überdies die 
Coordinateu eines veränderlichen Punktes und einer veränderlichen 
Geraden enthält und gleich Null gesetzt eine vom Coordinatendreieck 
unabhängige Eigenschaft der einem bestimmten Funkte x, resp. einer 
bestimmten Geraden u zugehörigen Cnrve ausdrückt. 

Zum SchlusB dieses Paragraphen wollen wir noch als eine An- 
wendung der Gleichung (21) zeigen, dass und auf welche Weise die 
Gleichung eines Kegelschnitts in Punktcoordinaten 

(37) fix,x)='^'^a,,XiX^^O (a.-* = a*<) 

in die Form gebracht werden kann (vgl. (10), § 4 und (25), § 5): 

(38) X,X,-c-V = 0, 

in welcher c ein Zahlenfactor ist und X^ ^3. 0, X, => 0, Xg = die 
Gleichungen dreier Geraden bedeuten, von denen X, -» und Xg = 
die Curve je in zwei zusammenfallenden Punkten schneiden, die auf 
der Geraden X, = gelegen sind, d. h. Xi*= und X3 = sind 
Tangenten des Kegelschnitts, ^ '= die zugehörige BerQhrungssehne. . 
Dass eine Transformation der Gleichung f{x, x) =^0 in die Form 
X^Xg — Xg^ ■= m&glich ist, unterliegt nach dieser Bemerkung 
keinem Zweifel mehr: man hat nur die beiden Tangenten und die 
Berflhrungssehne als Seiten des neuen Coordinatendreiecks zu Grunde 
zu legen. Es bleibt daher nur noch zu zeigen, in welcher Weise die 
Traneformation durchzuführen ist, wenn die Coordinaten der beiden 
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Berührungspunkte, die offenbar auch zur Fixirung des neuen 
Coordioatendreiecks ausreichen, gegeben sind. 

Es seien y,, j/,, y, und ß^, e^, z^ die Coordinaten dieser beiden 
Punkte, ti, ti, h drei zunächst ganz willkürliche Grössen; alsdann 
denken wir uns die Gleichung f{x, 2) =- der Transformation nuter- 
worfen 

(39) U = ',S, + y,Si + ^58 

wodurch sich f(x, x) verwandelt in: 

/■((,()•{,' + SZ-ft »)■{, t. + «»,!/)■ E," + 2/-{(, »)• 1.1, 
+ 2/'(!',>)-fel, + «»,«)l.'-0. 
Hier falleD nun sofort die Glieder f(y, y) ■ 5^* and /"(«, e) ■ S,' 
weg, da die Fnnkte y und » auf f(x, x) -^0 gelten sind. Ferner 
besteht zufolge (21) die Relation 

jMO f(.i,y) «<,»); 

(40) Ä-2! + (ks,',)'-\f(i.p) /■(!,,»), 

!««,») na,') I 

wobei J.-™^ :ii i°iiCn^hä)r ^°^ °-^^ dieser Gleichung folgt 

fdi, ') ■ f(i, - ^fd/, <) ■ rt«, ') ■f(t,y)-^-2± ('.!'■'>)'' 

und wenn wir statt der willkürlichen Grössen tt überall Zi setzen, so 
liat man ' 

(") rCj,«) •«!,.) -2/-(j(,«) •/■(=«,!()•«»,.)- J-^ + fe».'.)' 

Hier ist nun f{y,e) ein reiner Zahlenfactor, f{x,y) = und 

f{x, g) ^0 stellen nach § 4 die Tangenten des Kegelschnitts in den 

Punlcten y und z dar, ^ dl(^9aO'=0 die Berührangssehne. Setzen 
wir demnach 

nx,y)-X„ ((,,!) -X„ 2 ± (».».«.) -X„ 
80 verwandelt sich f(x,v:) •=> in 
. (42) 2/T(y, e) ■ X,X^ — AX^^ « 0, 

und dieser Ausdruck ist in der That von derselben Form wie (38). 

Analog folgt, dass die Gleichung einer Gurve zweiter Classe 
9>(u, u) = in die Form gebracht werden kann 
(43) 2>p{v, w) ■ ü; t/g - A ff,* = 0, 

wobei UiTr^ip(u,v)=0 ixnd tT^ ;:z 9i(«,k') = die Berührungspunkte 
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Bauptaio einer Curva zneitei Ordonng. 85 

zweier TaDgentea darstellen, deren Liniencoordinaten Vi resp. U'j (t ^ 1)2,3) 
gegeben sind, während U^^^ i ("i ^a "'s) "= ^^^ Gleichung des 
Schnittpunktes dieser beiden Tangenten (des Pols der Berührunge- 
sehne) ist 

§ 10. 
' TransfomutioD der Cnrven zweiter Ordnung auf die Hauptszen. 
Als Eauptaxe einer Curve zweiter Ordnung 

(1) f(x, X) ~ a^x^' + 2o„i,3-, + OjjV + 2a,s%a^ 

+ ^a^^x^Xg + a^Xi" =. 
möge eine im Endlichen gelegene Gerade bezeichnet werden, die mit 
der Polare ihres Normalencentrums zusammenfallt. Es sei 

(2) M^a-, + «a'a + w,a:a "= 

die Gleichung einer Hauptaxe; die Coordinaten ihres Mormalencentrums 
sind daun nach § 2: -^'"'(."i)» "»"»'("s)- "«""''("s)» "^"^ "^'^ Gleichung 

(3) i !»'(«,) r(«,) + ■»■wrfe) + »■wrw! - o 

oder 

i 2 "'("■) •'"W-o 

stellt die Polare des Normalencentrume dar. Soll diese mit (3) zu- 
sammenfallen, so muss die Identität stattfinden 

(4) A („■(„,) . ^'(ij + „•(„,) . f'(^^-) + „-(„,) . ,-(,j| 

= ^(m,3:, + K^a-j -|- «jXg), 

wobei X ein passend zu bestimmender Proportionalitätsfactor ist'). 
Durch Vergleichen der Coefflcienten von Xi.XijX^ erhält man: 
s 

(5) 2^«»'(Mi)-au = i«* (i=l,2,3), 

wofQi mit Hilfe der abkürzenden Bezeichnung 

(6) «ii = tonan -\- (Oiiiht + ■osi'isi 

1) Die Zweck m&Bitgkeit der Behaadlnnfr dea Hanptaxenproblems mit Hilfe 
dea NorcialeiiceDtrams ist von Herrn Quodelfiuger aach betont worden in seiner 
Abhandlnng „Note hui nn article de M. Briese", Nonvellea Ännulea de Mathäma- 
tiquei, Bd. S (8. Serie), S. IB, 1882. 
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86 1. AbBchmtt. g 10. 

auch gesetzt werden kann 

(7) «uMj + tttiUt + ttsiUx ■=■ iut ') (k = 1, % 3). 

Dabei ist im allgemeinen c;» von a^i Terschieden, wie (6) zeigt. 
Aus den drei Gleichungen (7) folgt durch Elimination der Uji 
I ß,i — A «j, aj, 

(8) |«>» ««-^ «M =0, 
1 "^la "»8 "sa — ^ 

eine Determinante, deren Elemente mitunter auch durch Pn^ bezeichnet 
werden sollen, so dasB (8) gleichbedeutend ist mit: 



(8a) B(1)e3 ft, ^„ A, 



Die Gleichung 6(/) <= ist in den X vom dritten Grad, reducirt 
sich aber sofort auf eine solche TOm zweiten Grad, da sie eine Wurzel 
A'" •»• besitzt; ihre beiden anderen Wurzeln seien X' und K" . Das 
absolute Glied in (8) besitzt nämlich den Werth ^, i ('':i**m«'3s)> 
der nach dem Mnltiplicationstheorem der Determinanten in das Product 

zerfällt, dessen erster Factor nach (5) in § 2 verschwindet. In Folge 
hiervon ist B(A)'=0 gleichbedeutend mit der Gleichung zweiten Grades: 
(10) t* — (a„ + «ji + a^X + («11 a„ — o,j,c,i + «„«„ - or^a^j 

Mit Anwendung eines Satzes von Hesse*}, demzufolge z. B. der 
Theil ai|(tii — a,}"» '" ^ <^^^ absoluten Gliedes in dieser Gleichung 

1) Beiläufig werde bemerkt, dasa mao darcb Vergleichen der CoefBcienten 
von II,, U), w, erhält: VfiX^ -\- "fy^x ~)~ "it^t *~ ''^r 

S) Tgl. Hease „Ueber Determinanten .und ihre Anwendung in der Geometrie, 
insbesondere auf Cntren vierter Ordnung". Crelle'a Joarnal, Bd. 49, 8, 243 f. 
(1868), oder auch die BrochQre: „Die Detemiiimnten", 2. Aufl., S. 47 (1872), oder 
auch HeMe'g „Vorleanngen fiber analytische Qeometrie dea Raumes", revidirt 
und mit ZnB&tsen versehen von Gundelfinger, 8. Änfl., 8. 98 f. (1S76). — Nach 
diesem Satze von Hessa ist flberhanpt die Unterdeterminante A,.^ des Elementes 
«,4 der Detenninanto ^J ± ("h"«"») S'e'ch fi,,J^,^ + 0,,^!,^ + Qj,.1jj, 
oder nach (IG) in g 7 gleich 
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Die den Hauptuen logeordnete quadiatiBche Gleichnng. g7 

gleich fiis-^is + ßsj-^as 4* ^ss-^ss "*^j erhalt das absolute Glied die 
Gestalt 

oder nach (16) in § 7: 

^C-^iiPi' + 24,3P,Pj + AsiPi* + 2 J„p,j)j + 2A^sP^p^ + ^ssPs*), 
3.h.TF{p,p), weun ^(m,w) = die Gleichung der Carre (1) in 
LiniencDordinaten ist Femer findet man a,, 4- ajB 4* ^u °Bch (6) 
gleich 

''ii'^ii + 2a,gi»jj + ««ö'm + 2(^ib"B,3 + 2aj3ii)K + a^aOis,, 
wofür wie in (36), § 7 gesetzt werden möge [a, m], so dass sich (10) 
verwandelt in 
(11) A* - [a, to]l + ri?'(j),ij) -= 0. 

Diese Gleichung hat stets reelle Wurzeln, denn sie ist mit (8) 
gleichbedeutend; von (8) wurde aber die ßealitSt der Wurzeln in § 8 
nachgewiesen. 

Der Fall zweier gleichen Wurzeln von (8), also auch der Fall, 
dass eine weitere Wurzel A = Ton (8) auftritt, werde vorerst aus- ' 
geschlossen, und es seien m/, h/, «3' reep. «/', Kj", «3" die Werthe der 
u, welche den zwei verschiedenen nicht verschwindenden Wurzeln X' 
undA"von (8a) oder (11) nach (7) entsprechen. Der Wurzel i"' = 
von (8a) würde entsprechen «i =^j (» = 1, 2, 3), denn nach (5) wäre 
s 
24 «'(«;) ■fl.* = (Ä=l,2,3), 

und diese drei Gleichungen «erden ' erfOllt durch das Werthsjstem 
tti^Pi (i =3 1, 2, 3). Andrerseits können die u,-' und ti", äo lange X' 
und A" von Null verschieden sind, den pi nicht proportional sein, sonst 

ts 
wäre nach (5) ^ yo'CpO ■ 0,1 = Ajj*; nun ist aber o)'(pi) = 0, mit- 
hin müBste auch A ^ sein und (8a) hätte ausser A'" eine weitere 
verschwindende Wurzel, 
Die Geraden 

«i'aTi + «s'a^ + «g'a^ = und «,"», + «i"a;j + «s"irj =• 
sind hiernach die Hauptaxen der Curve (1);') während die unendlich 
ferne Gerade ji^x, +^1^1 + Pi^s '^ ^ ^^^ ^^°^ uneigentliche Eanptaxe 

1) Unter den obigen Voranssetzungen gibt es anch nur je ein Werthsjatem 
der u/ nnd eines der u,", denn wären zwei der Qleichimgeii (7) eine Folge dei 
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88 I. Abschnitt § 10. 

(der Wurzel X.'" = eoUprecheDd) angeseheii werden kann, da sie 
keine beBtimmte Stellung in der Ebene hat. 

Ersetzt man in (5) i. darch k', die Ui durch ul, multiplicirt man 
ferner (ö) mit -^a'{ut') und summirt hierauf über h, ho entsteht 

s g s 

und auf analoge Weiee erhält man auch 

A" 2 "*" ■ "2" "'^"•') =2 2i "'("0 -«ii-j <»'(«(")• 

Zufolge an ^ an sind aber die rechten Seiten dieser beiden Glei- 
chungen identiBch und durch Subtraction folgt daher 

(12) (i' - n _2 ».• ■ I «'('O - 0, 

oder, da l' ^ l", bleibt lediglich q)(w', «") = 0, d, h. die Geraden u«' 
und Ux" sind zu einander normal (nach (38) in § 7). 

Ana dem Vorhergehenden folgt: 
(13) Bei jedem Kegelschnitt, fBr den die Gleichung (8a) 
nur verschiedene Wurzeln hat, gibt es zwei Hauptazen, die 
Überdies zu einander normal sind. 

Wir wollen nun als Seiten eines neuen Coordinatendreiecks die 
beiden Hanptaxen und die unendlich ferne Gerade einführen; sind 
Xj^ <= 0, Xj. = 0, X3 = die Gleichungen der Seiten dieses Dreiecks, 
so ist daher 

IX, = «,'a;, -f iit'x^ + «j'ij 
X^T^p^Xi +PiXi +ps«s, * 
wobei die VerhSltoisse der u so bestimmt seien, dass 
(15) »(«,', m/, Wj') = 1 und ra(H,", «»", «,") = 1, 

also X, = und X^^O Gleichungen gerader Linien in der Normal- 
form darstellen. Vgl. S. 10. 

Fflr Ui,Uf,«3, resp. üi, Uf, ZI3 als Coordinaten einer Geraden, 

dritten, bo mfisBten alle UnterdeterminanteD B^^ tod (Ba) TenchTindeD. Eb ibI 
aber B' (i) = ^ ^ .'„^ - , ** = — (Bn + B„ + B,,), daher würde «ich er- 
geben B'(l} = 0, waB nnmSgliob iit, da (8a) keine DoppelwarEcl besitzen eoUte. 
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bezogen auf das ursprOngliche, resp. netie Dreieck, gilt nun die Relation 

(16) u^x^ + u,x, + w.a:, = U,X^ + Ü^X^ + U^X,, 

und wenn mau fQr die Xi (t •= 1, 2, 3) ihre Werthe ans (14) einsetzt, 
entsteht beim Vergleichen der Coefficienten Ton Xj,^^,^:^ links and 
rechts das System von Gleicbnngen: 

(17) u, = u,'U,-\-u,"V,-\-p,U, 

Um dieses System nach (/,, resp. U, aufzulösen, addiren wir die 
drei Gleichungen, nachdem sie der Seihe nach mit 

jo'M, yO)'(«,')- y"'{<), resp. yo'OO. -a-"'«)- "i-^'t"»") 
moltiplicirt sind. Unter Berücksichtigung von (15) und (12), sowie 
des Umstandes, dass die pi die Coordinaten der anendlich fernen Ge* 
raden sind, erhält man auf solche Weise 

(18) \ l l l 

Die Anfl&snng des Systems (17) nach üg wird weiter anteo (Gl. (31)) 
erfolgen. 

Ana den drei Gleicbongen (17) entstehen, indem man sie resp. 
mit tOii, (Oii, (Ofs multiplicirt und dann addirt, drei andere entsprechend 
den Werthen t ■« 1, 2, 3 hei dieser Operation, nämlich: 

1 1 »'(">) - I "■(«■•) P. + 1 "'OO V, 

(19) ia,'(«,) - lo'Mtf. + l «•■(.OU, 

und weiin man diese Gleichungen resp. mit ^fi^i)' '^f'i^t)j "»"/"(^s) 
multiplicirt und addirt, folgt unter RQcksicht auf (4) und (14); 

(20) i._2 <•• W ■/"(») - *■ PiX, + »" PA-') 



1) Die hier gegebene Methode darfte auch in Bjothetischei Uebertragnog 
die sweckm&isigete BestimnioDg der Hanpttixeii einer Carre oder Fläche zweiter 
OrdnUDg gewähren. Man vergleiche übrigens fQr den algebraischen Theil die 
Abhandlung tod Clebach und Oordan „Ueber bitemäre Formen mit contra- 
gredienteo YariabelQ", Uath. Annalen, Bd. 1, S. 885 ff., 1868. 
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Femer erhält man durch Mnltiplication des Systems (19) mit 
«1, Uj, u, nnd Adititioa nnter BerÜcksichtiguDg von (18): 

(21) »(»„«„ig-D-.'+Q'. 

E8 waren nun die Ausdrücke -„-»'(«i) (i"-l,2, 3) die Coordi- 
naten des Normalencentrums der Geraden u,, also die Coordinaten 
eines unendlich weit gelegenen Punktes; wir können fttr dieselben 
Werthe einführen von der Form Xi ■]- pj/,- , wobei (> so zn bestimmen 
ist, dass diese Werthe der Gleichung der unendlich fernen Geraden 

genQgeti, dass also px -f- pj)„ — 0, nnd bierans folgt p -= — - ; man 
kann demnach stets setzen '' 

(22) !„-(„,) _a;,_|j„ (,_1,2,3), 

WO für beliebige Ui die Xi und t/{ ganz beliebige Zahlen sein dürfen, 
nur sei p^ ^ 0. Diese Ausdrücke (22) führen wir in (20) ein nnd 
erhalten hierdurch mit Rücksicht auf (18), sowie auf (14) die Relation: 

(23) f(>:,^)-r(x,s)'~-i'X,-+i"X,'-l^rX,Y, + rX,T,), 

wobei die Yt aus den X,- hervorgehen, indem man in (li) die Goor- 
dinaten Xi durch die yi ersetzt. 

Gäbe es nun einen Punkt y, dessen Coordinaten die Ausdrücke 
Yj nnd Y^ zum Verschwinden bringen, ohne dass p^ gleich Null isL 
so würde sich (23) verwandeln in 

(24) f(x,x)- 
Zufolge (20) wäre für einen solchen Punkt jedenfalls 

(25) T^«''(»')'"Ö")-». 

woraus sich durch Einführung der Werthe (22) die fUr beliebige xi 
giltige Gleichung ei^eben würde 

^jrw-^.-ii'2r(»,)!',p;-o 

oder 

^|r(».)x,-J"rt»,!()- 
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Durch Gleichsetzen der heidetseitigen CoefBcienten von Xi erhält 
man hieraus 

(26) |r&,):i'.-vr(!'.):ft-4-/"(>.)-ft -/'(!'.») •f.- 

Nun stimmen diese Gleichungen (26) genau überein mit den Glei- 
chungen (32) und (23) in § 4, denen die Coordinaten des Mittel- 
punktes einer Cnrve zweiter Ordnung geuQgen. Man hat nur in (26) 
die Quotienten gleich ft zu setzen. Demnach sind die Coordinaten 
des Mittelpunktes solche Zahlenwerthe, welche die Oleichungen Tj = 
und yj =- befriedigen. Ausserdem folgt aus (26) 
f{x, y) = ^(pi^i +i»,a-s +PsXt), 
and wenn man diesen Ausdruck in (24) einfahrt, entsteht schliesslich 

(27) f{x,x)-VX,' + rx,' + ''-^J-; 

Die CottstaDte — ist dabei durch (45) in § 4 bestimmt; der Kürze 
halber werde gesetzt 

(28) - i-«, 

femer ist p^ nach (14) identisch mit X^, so dass sich (27) verwan- 
delt in: 

(29) f{x, a;) = A'X,* + A".Xjä + xX^\ 

Hiermit wäre die Transformation der allgemeinen Gleichung 
f(z, x) = einer Gurve zweiter Ordnung auf die Hauptaxen durch- 
geführt, unter der Voraussetzuug allerdings, dass die Gleichung (8a) 
nur verschiedene Wnrzeln besitzt. 

Ea mBge nun noch die Aanösung des Systems (17) nach U^ voll- 
zogen werden. Jedenfalls stellt 11^ = den Schnittpunkt der beiden 
Seiten X[ ^ 0, JQ = des Goordinatendreiecks dar nnd, wie aus 
dem Vorhergehenden folgt, ist dieser Funkt zugleich der Mittelpunkt 
unseres Kegelschnitts. Seine Coordinaten genügen nach (20) in § 5, 
sowie nach (44) in § 4 den Bektionen 

(30) v,:y,--y.-F(s,)--F-ijp,)--r(j^), 

wenn JF(«, «) »" die Gleichung der Curve f{x, a:) -" in Linien- 
coordinaten bedeutet Mnltiplicirt man nun die Gleichungen (17) resp. 
mit -^F'ijpf), Y-F'(p,), -^F'{p^ und addirt dieselben, so ver- 
schwinden rechts in der Summe die Coefficienten von JJ^ und f/,, 
denn die Coordinaten F'(pi) oder y^ bringen die mit jenen CoefBcienten 
identischen Ausdrücke y, nnd Y^ zum Verschwinden, und es bleibt nur 
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~U,-F(j,,p), 
man hat demnach 

(31) n, - 14- i'-Cp.) ■ », + ^F-(J,) ■ «, + 4 F'Cr) • »,1 : F(p,p). 

Anch die AuflSaung der Gleichungen (14) nach x^, ar^, x^ ist nun 
in einfachster Weise mdglicfa. Wir machen zn dem Zweck lediglich 
Gebrauch von der Identität (16) 

w,«, + ifjx, + u^x, - D;X, + U,X, + U3X,, 
sowie von den Gleichungen (18) und (31), indem wir, nin z. B. x, zn 
finden, in (16) s^en u, ■= 1, », — «, = nnd die Werthe, welche 
U„ üj, Ü3 fKr diesen Fall erhalten, aus (18) und (31) entnehmen. 
Man findet auf solche Weise 

(:t,-i<.'M:r, + |»(«,")X, + i|^X., u.d «.log: 

(32) «,_- l-„'(<)X, + i»'(»,")X, + i^>jlz. 
[»:.-|»-(».')X.+i»'(».")X, + |;>-|ix.. 

Die Beatimmnng der Determinante 

(33) r- ^ + {,,,■«," p.) 

der Transformation (14) ist folgendermassen zu erreichen. Gerade 
diese Determinante tritt auf bei den Gleichungen (17), vermSge deren, 
wie (21) zeigt, o)(h,,i/,,«j) übergeföhrt wird in Z7,' + t^j'. Nach 
§ 9 (daalistisch zn (34) daselbst) besteht alsdann die Relation 
I 1 X, I 



I «"si ©Si »M *» 

' X, Xj ij 



I 0X1 " 



1 X, X, X, 1 . 
andrerseits ist der Factor ron r* nach (16) in § 7 gleich — zp/, 
daher — tj),* ■ r* ^ — Xj' oder 

(34) ^-i, 

denn es ist px <= X^. Aach die Determinante der Transformation 

(32) ]&SBt sich Dan leicht berechnen. Denkt man sich nämlich das 
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System (14) nach x, , %, Xg anfgelfist und setzt man etwa 

BO wird ^, -t- (uj j3j }>,) gleich der aus den Uoteidetenninanten toh 
r gehildeten Determinante, dividirt durch t^, also gleich 

T.-7 = ^- 
Für die Transformation (32) ist daher die Determinante gleich -r 
oder gleich yT. 

Auch die Gleichangen fQr die beiden Eaaptaxen, sowie ffir deren 
Schnittpunkte mit der nnendlich fernen Geraden lassen sich leicht 
aufstellen. 

Nach (20) ist 

l'ü,X, + X"ü,X, = ^^u,'(u;)-nx>); 
darch Sabtraction der Identität 

i"(DiX, + t7,Z, + fsX,) = l"(u,x^ + thx,+ it,x,) 

folgt hieraas 

» 
(35) (J- - J") P.X, - i 2 »'(«,) ■ fX") + *" F.^. 

— l"(uiX, + »,% + «,I,), 
und in ganz aualoger Weise 

(35s) (r- - !■) F.z, - i 2 '»'("') ■ /■' W + ^' V, X, 

— A'(Mja:i + «ja:, + «,3:,)- 

Dabei ist auf der rectiten Seite auf Grund von (14) und (31) zu 
setzen 

X, — p,x, + p,i, + p,x„ 

■ ■ tr,-l{F'(p,)u, + F'(j,,)«, + F'(p.)«,\:F(i,,p). 
Da ferner die rechten Seiten in (35) von der Form sein müssen 
(«,«■ + «.«» + «a",)!^!«! + fta^i + ßs^i), 
so erhält man die Ausdrücke für die beiden Axbn in einfachster Weise 
dadurch, daas man in den zwei Gleichungen (35) rechts irgend zwei 
der Gtössen H,,Ug,U3 gleich 0, die dritte gleich 1 setzt oder, was 
auf dasselbe hinauskommt, man erhält die Gleichungen der Axen da- 
durch, dass man in (35) rechts den Factor irgend einer der drei 
GrSssen u,,Ug,Uj gleich Null setzt. In entsprechender Weise wäre 
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mit den x za Terfahren, am die Gleichungen der nnendlich fernen 
Funkte der beiden Äxen zu erhalten. 

Während bisher vorausgesetzt wurde, dasa die beiden nicht Ter- 
schwindenden Wurzeln i' und A" der Gleichung (8a) von einander 
verschieden seien, werde nun angeuommeQ, dass i' — > l" sei, aber 
von A'" "" verschieden. Alsdann verschwinden nach (23) in § 8 
auch sämmtllche UoterdeteriDinanteD Bn, wenn mau in ihnen für A 
den Werth der Doppelwnrzel einsetzt; diese Wurzel findet man nach 

(11) gleich -^["''^If ^^ ^'^ Discrimiuante von (11) jetzt verschwindet. 
Von Wichtigkeit ist hier zunächst die ans (4) gebildete Form 

welche nach (7) und zufolge der Definition der ^.-it identisch ist mit 

8 s 
(36a) ^2^"*'»*- 

Wir behaupten, dass diese in den X( und Ui lineare und deshalb 
als „bilinear" bezeichnete Form im gegenwärtigen Falle in ein Pro- 
duct zweier Fact»ren zerfallt, von denen der eine die Xi, der andere 
die u« separat enthält In Folge von Bit =• ist nämlich 

ßii • ßi» '• ßu = ßu '• ßn '• ßsa ~= fti : ßai '■ ßm 
daher besteht u. a. die Proportion 

(37) (ft.«. + ß,,u, + /!„»,) : (/J„«, + ^„ti, + ft,«,) 

: (fti«. + ^««2 + A»«*») = /«i. : Ai : ft. • 

Hieraas geht hervor, dass die Coefficienten von x,,a:g, o^ zu drei 

von den Ui unabhängigen Grössen proportional sind, daher maas der 

Ausdruck (36) in zwei Factoren zerfallen, von denen der eine nur die 

U/, der andere nur die Xi enthält, d. h. man kann setzen 

(38) 1^"' W ■ ;"(^<) - i' («1^ + «i*s + «»^a) = - ^' Di^s- 
Diese Gleichung gilt für alle Werthe der vi and z,-; setxt man 

Ui =Pif femer Xi = Y^'ipi) '■ ^{P'p) (' "= h 2, 3), so verschwindet 

a 
jedesmal -r x! «»'(Wi) -fixi), und man erkennt, dass t^ proportional 
ist za 

-^(^'(ft)«! + -fW". + I'"(Jh'>«3) ■• Hp>P), 
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Xf propoiiioBal za;),^! -^Ps^'l-i't^si ^^^ kann die ProportioDalitäts- 
Gonstante auch Hg zuachieben und ^ = PiXi -^ p^Xf ■{- p^Xg setzen. 
Demnach ist wieder {^ ^ die Gleichimg des Mittelpunkts der Curre, 
^ <= diejenige der unendlich fernen Geraden. Es seien nun Ui, U^ 
lineare Ausdrücke in Liniencoordioaten, X^, X, solche in Funktcoor- 
dioaten, die mit Ug und X^ der Relation genflgen 

(39) u,x, + u,x, + «,1, = U,X, + U^X, + FsX, 

und wobei X,, X,, X, in der Nonnalform Yorliegen; ausserdem seien 
Ui^ und f7, -B die Gleichungen von irgend zwei beliebigen har- 
monischen Polen des imaginären Kreispunktepaars to(u,n) ^ 0, so 
dass Xi=0 und X, >» zwei zu einander normale Geraden dar- 
stellen. Man kann alsdann setzen 



(40) 
(41) 



I U, 



- T "'(»i")"! + y "'(«"i)»! + Y "'(Ol 



Z, — i\'x, + «,"«, + »,"»■„ 

wobei c!>(u', u") -= 0. Dunih Addition von (38) zu der mit A' mnl- 
tiplicirten Rel&tiou (39) folgt 
s 

(42) ^^•«■(u,)-fXx,)-l\U,X, + U,X,), 

und nun lassen sich dieselben Operationen anwenden, wie bei dem 
oben ausführlich behandelten Falle zweier verschiedener Wurzeln X' 
und A". Man gelangt hierdurch ähnlich wie bei (29) zu dem Resultat 

(43) f{x, X) = l- (X^* + X,ä) + X X,». 

Für diese Gurve gibt es unendlich riele zu einander normale 
Hauptaxen, denn die Axen X^ = und X, ^^ haben lediglich der 
Forderung zu genügen, dass sie zu einander normal sind. 

Die Bedingui^, dass die zwei Wurzeln l' nnd X" von (11) ein- 
ander gleich seien, wird dargestellt durch das Verschwinden der Dis- 
criminante von (II), also durch 

(44) [o, Ol]» - itF(p,p) -= 0. 

In Folge des ümstandes, dass es immer zu einander normale 
Axen Xj = 0, X, = gibt (im Falle l' = A" sogar nnendlich viele), 
können wir auch ein ganzes System von Bedingungen ableiten, welche 
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die Coefäcienten von f(x, x) •= erltlllen mßsBen, damit diese Curve 
einen Kreis darstelle. 

Der Kürze halber werde gesetzt 



-1-2 <»■(«.■)/■■(».) = VC»,«)-, 



-X, — i'ff,Z, + i"ff,Z,i 



(45) 

alsdann ist nach (20) 

(46a) H'(„,»)_ga;,+g;^+< _ 

feimer bestehen die Gleichungen 

Pi^i +Pt^ -i-Pt^i •= ^• 
Betrachtet man hier X^,X^,Xg als die araprünglichen Veränder- 
lichen, welche durch die Gleichungen (14) transformirt wurden, so 
besteht nach (4) in § 9 die Beziehung 



t)f tff <iy 

^ Sic, dXf 




i'ff, rff. 





»,«,», 


_r 


ff, ff. 


ff. 


P, ft ft 







1 



(46) 



Da die Curve f(x, sc) = im Falle A' = l' 
ist die Bedingung hierfOr gleichbedeutend mit 



= r(k' — X")U,U,. 



(47) 



dv dv gf 

Sa;, 0ar, Sa:, 



= 0, 



i>i ft Ä 

und zwar muss diese Gleichung erfüllt werden, welche Werthe auch 
die Ui haben mSgen, d. h. in (47) mQssen die Goefficienten von u^* 
Uj^, ti,', u^U}, u^tfg, VgUj einzeln verschwinden, womit das oben erwähnte 
System von Bedingungen nun gefunden isi 
Man erkennt fibrigens auch aus (46), dass 

das Prodnct der Gleichtmgen fOr die unendlich fernen Punkte der 
beiden Axen iat In äfanliclier Weise kann man ein Frodnct bilden 
fQr die Axen selbst; ans 

S-«. + f * «. — »'X, ff, + i"Z,ff, 

'1+*.«. + ».«.— ^iffi+X,ff, + X,ff, 



«n" 
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9J 


folgt nämlich 










3V 

8^ 




ST ev 1 1 ._ „ 





(49) r 


x^ 




^ ', :- X, X, 


X. 




i^ 


(sd 


l-F'ta) yJ^'W 


Fis.p) 



wobei vorausgesetzt ist ■F(p,p)^0. 
Hierbei ist 



- JO, !))■(«-- r)x,x„ 



- — 4 "i/'W + -^aitf'M + X«'"'"W = 



-'(/',), 



analog 



8V 



e-T«m 



SV 



-|«.'(/;). 



Der umstand, dass sich für den Fall eines Kreises aas (46) (nnd 
analog ans (49)) mehrere Bedingungen ergeben, obgleich doch schon 
die eine i,' = i." ^0 ausreichen würde, beruht darin, daas nach (23) 
in § 8 fOr die Doppelwurzel ein ganzes System von Werthea Ba ver- 
schwindet. Auf Grund eiues Satzes von Kronecker') mflssen sich 
diese Bedingungen nach Elimination von A schliesslich aber auf zwei 
reduciren. Man kann dies folgeudermaasen einsehen: Bei nicht aus- 
artenden Kegelschnitten {Ä ^ 0) kann man nämlich die kubische 
Gleichung B(A) in die Gestalt einer symmetrischen Determinante 
bringen, indem man (8a) mit 

■^u -^j -^ 

■»IS -"i! -^ I 

multiplicirt; unter Benutzung von 



folgt 
(60) 



uu = Ol (an + fflsiait + «sfi! 



1 ^o.. 



- /^„ 



Äa„ - 



Äa„ — iA„ 



— 0, 



- AÄ^f 

wofGr auch eine Determinante gesetzt werden könnte, deren Elemente 
Ton der Form sind a^ — nAst, wenn ft ••=■ -t ist Diese kubische 
Gleichung (50) ersetzt also bei Curven zweiter Ordnung die frQhere 

1) Vgl. Baltzer „Theorie nad AnwendaDg dar Determbanten", 6. Aufl., 
Leipzig 1881, S. 59. 

annd«lflng»i, Vorlcwuigva. 7 
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kubische GleichuDg (8) io allen Fällen, io welchen der Eegelaclitiitt 
nicht ausartet Man vei^leiche hierzu aocb die analoge Behandlung 
der confocalen Cnrren zweiter Classe in § 18. Nennen wir die Ele- 
mente von (50) yfi, ihre Unterdeterminanten T;«, so kann man drei 
Grössen fa der Art wählen, dass ihr Verschwinden auch das Ver- 
schwinden aller übrigen Unterdeterminanten zur Folge hat; solche drei 
GrSssen wären z. B. fj,, r^,, f,,, falls y^^ ^ 0. Durch EliminatiQn 
Ton l reduciren sich die drei Bedingungen schliesslich auf zwei. 

Darauf beruht anch die Thatsache, dasa die Discriminante der 
quadratischen Gleichung (11) als Summe zweier Quadrate dargestellt 
werden kann. Bei Anwendung schiefwinkliger Farallelcoordinaten mit 
dem Axenwinkel w er^bt sich zufolge der Bemerkungen zu (2) in § 2 
an Stelle der quadratischen Gleichung (11) die folgende: 

(51) A* sin* w — A(a,i + Oü — 2(7„ cos w) + (ai^a^ — a,j*) .= 0, 
deren Discriminante 

4(a,i(/}, — o„*) sin' w — (a^^ + a^ — 2fli, cos wY 
in die Form gebracht werden kann: 

(52) (»„ - »,,)' dn' » + [(«„ + o,,) CO» «, - 2»,,]' _ 0. 

Um zu sehen, wie sich diese Bedingung im allgemeinen Falle 
gestaltet, wollen wir statt der Drcieckscoordinaten in f(x, x)^ 
schiefwinkUge Farallelcoordinaten einfah- 
ren, bei welchen x, y die schiefwinkligen 
Coordiuaten eines Punktes P, q^ und g^ 
seine senkrechten Abstände von der x-A^e, 
resp. y-Axe bedeuten mögen. Diese Azen 
sollen mit den Seiten Xi ^ 0, resp. x^^O 
des Coordinatendreiecks zusammenfallea. 
Alsdann hat man nach nebenstehender 
Figur und nach (1) in § 2 die Gleichungen 




9i 



■V^.- 






5. — 



Y-;,r, 



Setzt ntan noch pj>, -> 1, so folgt hieraus 

p^t <™ y ein w • i/o»!! , pa;, = a; sin w ■ Ym^ , 



(53) 



. 1 — g(PiXi +y.j,) 



-aioiti(y l/eoii p, + x Vä^Pt) 
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Mit Hilfe dieser TransformationBfonnelD, welche natOrlich j>t ^ 
ToraoBsetzen, wird nun die Gleichung der Garve zweiter Ordnung 

transformirt in eine Gleichung von der Form 

b,,x* + 2Viy + J„y» + 2b^,x + 2Z^y + &» - 0, 

iüz welche sich die Bedingung des Kreises aus (53) ei^bt. durch Yer- 
tauschung yon 0^,0^, Oj, resp. mit &ii,&ii,i]i. Die Werthe dieser 
drei Grössen ba sind leicht zu berechnen; durch Einführung derselben 
in (Ö2) Terwandelt'sich diese Gleichung in: 
(54) {o)M(aj,sPs* + OmP/ — ^'^iiP2pi) 

- ra,i{«iil>a* + «wft' — 2a,sifii>g)}*Bin»w 
+ 1 [««(aMi»»* + «Mi»/ — ^JhiPiPi) 

+ »iiCaiiP,' + össPi' — 2<7,jPii)j)] cos w 

— 2 V«I^(Oi.Ps' + «mPiä — «laPiPs — «jsPiPs)}* = 0- 
Ausser dieser Darstellung der Diecriminante tod (11) als Summe 
zweier Quadrate sind noch unendlich riele andere möglich; man darf 
nämlich in (ß4) nicht nur die Indices 1,2,3 cjklisch vertauschenf 
sondern kann auch von dem Umstände Gebrauch i^hen, dass die 
Summe zweier Quadrate M* -|- ^' wieder erhalten wird, wenn man 
M ersetzt durch M cos a — Nsia a, N durch Jlf sin o + ^ cos a, wo- 
bei sin a und cos a Werthe sind, welche die Brüche 
s( 1 — (' 

""»«"r+T" co8«-j-:p-^, 
bei beliebigem / annehmen. 

Wir wollen diese Untersuchungen Aber den Ereis nicht abschliessen, 
ohne noch einen Ausdruck fdr die Potenz eines Punktes in Bezug 
auf einen Kreis abzuleiten. 

Nach (43) ist f{x, x) für den Fall eines Kreises transformirbar in 

wobei A' Doppelwurzel ist der quadratischen Gleichung 

l' — [o, <o]X + rF(p,p) = 0, 
daher den Werth besitzt l' •=• ■5-[''j "']■ Setzen wir 

x,-p., |-x, |_r, 

SO ist die Gleichung des Kreises bezogen auf rechtwinklige Coordinaten; 
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dividirt man noch durch k' and setzt — ., gleich dem Quadrat des 
Radius r*, so lantet die Gleichung 'des Kreises X' + T* — »* = 0. 
Die Potenz P eines Punktes mit den rechtwinkligen Ooordinaten x, y 
in Bezog auf diesen Kreis ist nun a:* + y* — r*, geht also aus 

hervor durch DiTision mit ii'px^ oder mit -^[f^, <»lpz^ und Substitution 
der Coordinaten des betreffenden Punktes. Allgemein stellt daher 

die Potenz des Punktes ^1)^1,?: dar in'Bezug auf den Kreis 
f(.',')-0. 

Kehren vir nun wieder zur Untersuchung der kubischen Gleichung 
(8 a) zurück 1 

Der Fall, dflsa diese Gleichung eine von Null verschiedene Doppel- 
wurzet k' = i" besitzt, für welche nicht nor alle Bn, sondern auch 

verschwindet, kann nicht eintreten. Denn es wäre nun i' ~= l" eine 
dreifache Wurzel der kubischen Gleichung (8a), also wegen A'" => 
auch i.' — i" — ■ 0. Wie weiter unten gezeigt wird, besteht die Curve 
alsdaun, so lange nicht auch alle an verschwinden, aus einer im End- 
lichen und der im Unendlichen gelegenen Geraden (vgl. auch die Fuss- 
note zu S. 59). 

Es möge nunmehr angenommen werden, dass die kubische Glei- 
chung (8a) als Doppelwurzel X" = X'" = besitzt, dagegen sei die 
Wurzel A' von Null verschieden; hier ist A^O einfache Wurzel von 
(11), also nothwendig ^(p,i))— und k' = la,a]. Für A^O können 
jetzt nach (24) in § 8 die Unterdeterminaoten Ba von Null verschieden 
sein, müssen es aber nicht; nehmen wir zuerst an die Bu oder, was 
nun wegen X" =• X'" => auf dasselbe hinauskommt, die A(i aeiea 
nicht alle gleich Null. 

In diesem Falle ist die Determinante A der Curve /'(a;, x)-=0 
von Null verschieden. Wie in der Determioantentheorie gezeigt wird, 
besteht nämlich die Relation') 

I) Vgl. aber die Beieicbnungawciee die FaMnote zu S. 34. 
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nach Vorauesetzung ist aber (M = — F{p,p) = 0, für ^1 = müsste 
daher auch (**j Terachwindeo, d. h. es wäre 

. F'(p,)u, + F'(^)u, + rip,)u, = 
bei allenWertheD der «.-, folglich F'(pt) = {k = l,2,S), oder nach 
der Fnasuote zu S. 86 Aj» = (*, ft = 1, 2, 3), waa TOrläufig auage- 
Bcbloasen wurde. 

Der Kegelacbnitt ist daher jedenfalls uicht ausartend und nach 
§ 6 eine Parabel, Hier wird durch paasende Bestimmung linearer 
AnBdrQcke Xj, X,, X, die Gleichung der Curre f(x,x) = in die 
Form gebracht werden k&nnea 
(57) f(x, x) =. A'Zi» + 2eX,Xg = 0, 

wobei 

■Xj ='i'ia:i -\-PtX, +P3X3 = 

die unendlich ferne Gerade darstellt, während Xj ■= und X, = 
die in der Normalform gegebenen Gleichungen zweier zu einander 
senkrechten Geraden sind. 

Man könnte diese Trausformation analog wie bisher erledigen, 
indem man zwei Gleichungen herstellen wflrde von der Form 

a 
(68) ■ ■i_2o-(«,)r(l.)-i'0.X. + <>0.X„ 

o,a;, + u,i:, + »,x, — 0,Z, + Ü,X, + ff,X,. 
Nimmt maD eineD Punkt y (den Sclieit«! der Curye f(^,y) ^ 0) za 
Hilfe, deseeD Tangente als Normalencentrnm den Berührungspunkt der 
Parabel mit der nnendlicb fernen Geraden hat, so wäre für diesen 
Punkt 

find ■ ", + f'di.) ■x. + fM-n.-o 

oder kürzer fiXi-\-fiXi-i-f^Xt='0 die Gleichung der Tangente, daher 
sind Y <»'(/■,), Y(ii'(/i), o'°'C/») "^'^ Coordinaten des Normalencen- 
trums der Tangente; andrerseits stellt nach (17) in § 5 

T^'(i>.)«. + Y^'M«, + ircft)«, -0 

den BerObrungspunkt der Parabel mit der unendlich fernen Geraden 
dar, wenn F(u, u) •= die Gleichung der Curve in Liniencoordinaten 
ist. Man hat daher die Gleichungen 

''^ ' F-{p,} i'-(p,) F-{],,) 

und würde nun durch eine Transformation analog deijenigen auf den 
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Uittelpunkt, wie sie oben für f{x,x)=-0 durchgeführt wurde, die 

Form erhalten 

(60) i'X,* + 2pX,X3 = 0. 

Diesen umBtändlicben and hdt schwer zu den letzten Ergebniasen 
fahrenden Weg kann man auf folgende Art umgeben. 

Die Gleichnng des Berührungspunktes der Parabel f(x, x) ^ 
mit der unendlich fernen Geraden ist nach (53 a) in § 4 doppelt zählend 
gegeben durch 

(M) O-O- 

Ist nnn [^ <= die Gleichnng des Punktes, der auf der unendlich 
fernen Geraden zusammen mit dem unendlich fernen Berührungspunkt 
der Parabel ein zum imaginären Ereispnnktepaar harmonisch gelegenes 
Punktepaar bildet, so wird Uj* von der Form sein 

(62) U,' = „(«,,•■)■ 1 + 0-0. 

Hier ist Jl so zu bestimmen, dass die Coefficienten der zu (62) 
gehörigen Gleichnng in Puuktcoordinaten verschwinden, denn nur dann 
repräsentirt (62) nach (7) in § 5 einen Doppelpunkt Als' Pnoht- 
coordinatengleichung ffir (62) findet mau 

X'Q(x, x) + l[a, wK» = 0, ') 

I) Daie der Coefficieat tou t* in der Gleichung in Panktcoordinaten mit 
Q(x, x) übereinstimmt, nnd dasB der Coefficient Ton 1" identiBch vecachwindet, 
(dennl'^ ) ist ein TolUiaadigee Qaadiat) ist klar; es wftre also nur nocli so 
■eigen, daas der CocfBcient von 1' gleich [a, id]j>,* ist. Zn dem Zweck werde 
tut den Augenblick gesetzt 1 ) ~ (^i "i + '^i **> + '■<S)'> stellt man nan tut 
1(d(m,u) + 3„'— '0 die Gleichung in Puuktcoordinaten auf, etwa in Gestalt einer 
Determinante wie (IS) In g 5, so erkennt man, dass der CoefBcient von l' iden- 
tisch ist mit ( ) , Dies gilt, welche Weiibe die m,.^ haben mffgen, daher 
auch noch, wenn man die Grossen a),.j ersetzt durch Producte 9,-^^, wodnrch 
sich ( J verwandelt in ^^ ± (y, ;, a^,)*, nnd dieser Äosdrack geht ans 2^' 

oder aas (" ) ' herror durch die Snbititntioa 

Andrerseits erh&lt hierdurch, wie ans einer am Schlnase tob § i dnrchgeführten 
Bechnnng herrorgeht, ( ) den Werth 

Aa:. sf) ■ p/ - SA», v)-p,-p, + fdi, y) ■ p,*i 
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Aio der Parabel. 103 

ea moBS demnach, da Q(x,x) = rp,*, die Gleicboug erfüllt werden 

V(A»t + X[o, flj]) = 0, 
und dies ist der Fall fdr 1 = — tiiJÜ . in Polge von l' = [a, a] 

kann man auch setzen A = , daher wird Uj* = gleiehbedeatend 

mit — A'ü)(m,,Uj,«,) + *^(p]D; es sei 

(63) -A'F,*_ X'm(u„u„u,) + t{ll). 

Als Funkt C^ "• wäkleo wir den Beiüliriuigspuiikt der Parabel mit 
der uBendlich fernen Geraden, und zwar sei (vgl. (61)) 

(64) '■'^''-'■0' 

SO dass in Folge der beiden letzten Gleichungen: 

(65) a(u,u)= 0.^+ V^\ 

Die Aze der Parabel ist die Polare des Punktes 17,; fSr yi,yj, y^ 
als Goordinateu dieses Punktes sei 

die Gleichung der Polare wird 

n, ■ r(',) + y. ■ ff,) + » ■ /■■(*.) - 0, 

oder auch fQr beliebige Werthe der Uji 

(66) (yi ■ f'{x;, + y, • f'(x^) + y, • /^' («,))(«,!/, + «,!/, + «gy,) - 0. 
Dies ist aber derselbe Ausdruck, den man erhält, wenn in (63) 

auf der linken Seite an Stelle von Ui gesetzt wird vi -\- X • -^ f (xi) 
und nun der Ooefficient 7on i} berechnet wird; auf der rechten Seite 
Ton (63) ei^ibt d^egen der CoefGcient von A' nach dieser Substitution 
die Formel: 

(67) -i-r_2<.'(".)rW + '(j;)s-r'X,(7, (Ygl.68),') 



dies ist richtig, welche Werthe auch die Prodncte y^y^ haben rnGgeu, gilt daher 
nach (SS) in § 8 anch dann noch, wenn man wieder rflckvärta jr,y^ ereetit darch 
n^^. Alsdann verachwindet aber n, während /'(y, y) flhergeht in [a, nj, es 
bleibt di^er statt des CoBfficienten ( 1 von 1' lediglich [a, »]p^'. 

1} Der Factor — X'* ist hinzugefügt worden, damit S.^ — w,'x,-|-t4,'x, -|-u,'x, 
in der Normalform dargestellt werde: durch die Sabstitntion Uj — u/ in (67) folgt 
s 

-^2o.-(«/) ■ /■■(«,) - rx.ytr(v,<,<), 
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wo fi zur Abkürzung gesetzt ist fllr -^f"{Xi). Hiermit ist die Aze 
der Parabel bestimmt, wir wählen sie als Seite ^^ -» des Goordi- 
natendreiecttB. Doppelt zählend ergibt eich die Äxe, wenn in (63) Ut 
ersetzt wird durch -^f'{xi)\ der Ausdruck, welcher hierdurch aus t/| 
berroTgeht, ist nach (4) gleich ^'X,, man hat daher nach (63): 

(68) -r •<»«/;/■,) + . (fp--r'v. 

Durch MuUiplication der drei ersten Terticalreihen der Determi- 
nante \ f) mit x^, ij resp. x^ und Subtraction von der fönften Reihe 
und durch analoges Verfahren bei den Horizontalreihen Yerwandelt 
sich Dun(*{.) in/"(2;,a:)-F(p,p)~^j»,*oderin — Ap^,Aa,F{jp,p) = 0, 
so dass an Stelle von (68) die Gleichung tritt 
(68.) r»(/-„ f„Q + ,Ap,' - i'-X.-, 

Das Tangentenpaar, welches vom Punkte f/, = mit den Coor- 
dinaten t/u^if^s an die Parabel gezogen werden kann, besteht aus 
der unendlich fernen Geraden tmd der Scheiteltangente; die Glei- 
chung dieses Geradenpaares ist 

/■(,,,). fe«)-r(»,»)-o. 

Nun geht f{y, y) aus der linken Seite — k' JJ* von (63) hervor, wenn 
man die Producte UiU^ ersetzt durch an, es wicd daher 

/(y. y) A'[a, ra] + 2rF(p,j>) X'[a, m], 

da F{j>yp) = 0; ferner geht p{x,y) oder 

[y, ■ \f{'.) + y, ■ Ire».) + ». ■ J r(«.) r 

aus (63) hervor, wenn man Ut ersetzt durch -^f'{xi), wodurch sich, 
wie oben gezeigt wurde, der Ausdruck (68a) ergibt. An Stelle der 
Gleichung des Tangentenpaares f{t/, y) ■ f{x, x) — p{x, y) = erhält 
man somit: 

(69) — l'la,m}f(x,x) + X'aif„f^,Q + vAp,' = 0, 

mit Kücksicht auf (6S), uod durch die Bedingong Vm(u,', u,', u,'j ^ 1 iit in der 
That 1' der richtige Factor von X,, in Uebereitutimmuiig mit der Fniidaineiital- 

gleichung {*). Aiu (67) folgt för Xf =• -j-^'K')" "»■Jer mit BUokticht anf (i). 
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Scheiteltangente der Parabel. 105 

oder Bneh io Folge von A' ■= [a, o]: 
(69a) [a, affix, x) — [a, m] ■ o>(f„ f^,f,) — zAp/ = 0. 

Diese Gleichung stellt das Product ans der ScheiteUaogente in 
die nnendlich ferne Gerade dar; will man die Scheiteltangente 
einzeln haben, so ist nach der am Schlüsse von § 4 gegebenen Me- 
thode zu verfahren. Jedenfalls kann man setzen: 
(70) [a, aYfix, x) - [o, a] ■ a>{f„ft, fi) - ^^P'" — 2(>k''X^X„ 
wobei der Factor f so bestimmt sei, dass X^ -» in der Normalform 
Torliegt; X, sei identisch mit p^Xi -{-p^Xf -\- p^x^. Au« (70) folgt 

(71) [», »m», ') - [», "] ■ «v„r„ r,) + ^jlp.' + 2<.i"x,x„ 

daher mit Benutzung Ton (68 a) 

[a, ei]*f{x, x) = X'^X* + 2pA'*X,X3 
und nach Wegfall des gemeinsamen Factors k' — [a, o]: 

(72) f(f,x)-).-X,' + 2QX,X,. 

FOr X|, X^, Xg, 17, und TJ^ sind im Vorhergehenden Ausdrücke 
angegeben; {7, ist rorläuGg nur insofern bestimmt, als [^ ■=■ den 
Schnittpunkt von Xj = und X^ = repräsentirt; der in 17, ent- 
haltene Factor werde so Eiirt, dass 

«,«, + M^ars + u^x^ = U,Xi + U^X^ + V^X^.^) 

FQr die Determinante r der analogen Transformation wie in dem 
oben bebaadelten Falle zweier nicht Yerscbwindenden Wuraeln^ k' und 
X" findet man auch bier analog der Ableitung von (34) den Werth 

(73) ^^~' 
Femer ist ^ "> — p^AV oder 

wenn über das Yorzeichen tou (f verftlgt ist, so ist damit auch über 
dasjenige von X, verfügt, weil pXjXg ein rationaler Ausdruck ist 

1) Dau in dieser Gleicbung der Factor vdd CT, X, wirklich glaich 1 iet, er- 
vebt die Substitution x^ ^ ~a~<'>'(**/)i "i ^ '^i't ^''^ erh&lt durch tie 

(mit Hilfe von (63) oder (60)), also in üebereinstimiiiaDg mit der obigen Forde- 
rung »(«,',«,', «,')-.!. Analog erhUt man durch die Snbstitntioa ar, — ^ «'(»,"), 
Mj = «/' Unke o>(«i,", M,", »(,"), rechts nach (66) ^^(ü, "7«s". «i')- 
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Es sei noch erwähot, dass die Grösse 2p'=2 j, Parameter der 
Parabel geoanut wird; näheres hierza in § 11. 

Uebrigens ISsst sich aucb noch das Froduct aus dem Ausdrack 
für den Scheitel ^, ^^ und demjenigen ftlr den unendlich fernen 
Punkt der Axe elegant berechnen. Für die Gleichung der Parabel in 
Liniencoordinaten Gndet man nämlich nach (34), S. 82; 

(75) F{u, u) (p* P;' + 21' Q P,F3)r« 

oder also 

tF{u, u) + g' 17,» = — 2A'(. U, U^ 
und mit Benutzung von (74): 

(76) xF{u, tt) — ^ Ü* 2A> Ui üi i 

durch Substitution des fOr U* in (63) gefundeneu Werthea folgt 

(77) r'J-(„, «) + a[, ('3 - i'»(«, „)] _ - 5i^ U, V, , 
so dass hiernach 

(78) X''F{u,u)-\-A[x('"^ ~ Jl'-aC«,M)] = 0, wobei A'=[o,fl.], 

das oben verlangte Product darstellt Da der BerQhrungspunkt f^ >= O 
der Parabel mit der unendlich fernen Geraden bekannt ist, kann mit 
Hilfe TOD (78) die Gleichung des Schcitela ^ ==: gefunden werden; 
man hat nur die am Schlüsse von § 4 gegebene Methode anzuwenden. 
Während bisher vorausgesetzt wurde, dass für die Doppelwurzel 
/" = /'"= der kubischen Gleichung (8a) die Unt^rdeterminanten 
Bn nicht alle verschwinden, wollen wir nun untersuchen, was eintritt, 
wenn alle Bn tmd daher auch die Grössen An, nicht aber k„ -f- ''si + "33 
verschwinden. Aus (20) folgt für diesen Fall 

(79) i_|/»'(«.)/-(«.)-J-I7,X,, 
für jeden Punkt y der Geraden X, — = ist daher 

; ^ »■(«.) -rw-o, 

d. h. es mnes f'(yi) proportional sein zu pt, welchen Punkt y von 
X, — man auch wählen mag; es gibt zufolge g 4 nicht einen ein- 
zigen Mittelpunkt, soudem eine Mittelpunkts! inie X, = 0. Die Curre 
f{XfX)'^0 stellt in diesem Falle zwei parallele Geraden dar. 
Dass die Determinante A von f{x, x) verschwindet, geht auch aua 
dem gleichzeitigen Bestehen der Gleichungen An -=• hervor, welche 
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ClaisificBitioD der KegelBchnitte Tärmittebt der HanptaxeotraiiBformation. 107 

nach der Fusanote za 8. 86 y J" (j)*) =■ (A = l,2, 3) zur Folge 
haben. Diese hestehen nQr dann neben einander, wenn ihre Determi- 
nante, d.i. A^, Terachwindet, Da ausserdem ■F(i>,i>)~0, liegt in 
der That auch zufolge der in § 6 abgeleiteten Kriterien ein Parallelen- 
paar Tor. Durch Coordinatentransformation kann jetzt f{x, x) über- 
gefohrt werden in 

(80) /■(l,>;)-l'X,- + ,X.', 

no x = — durch eine der Gleichungen (46) oder (47) in § 4 be- 
stimmt ist 

Der Fall endlich, daas för X" = X"' = auch /}„ + jS^ + /*» 
verschwindet, also anch a„ + Kjj + aj. Null ist, hat zur Folge, 
wie übrigens bereits S. 100 bemerkt wurde, dass überhaupt eine drei- 
fache Wurzel A^O der Gleichung (8a) vorliegt. Jetzt verschwindet 
nach (11) neben F{p,p) auch {a, m], und dass ^ ■= ist, wurde so- 
eben gezeigt. Jedenfalls liegt also ein Geradenpaar vor, etwa 
f{x,x) = u^-v^; 

zufolge J'(jj, j)) = ist auch ^ + («ifsJ»») — 0. Femer besteht 
nach (13) in § 5 die Relation 

m{u,v,)-m{v,v) - (D*(«,i;)=-r2'±C«i''2Ä)'i 
da die rechte Seite dieser Gleichung verschwindet und <»(«, v) mit 
[a, q] identisch ist, mithin gleichfalls den Werth Null hat, bleibt 
o>(m, «) ■ m(f, u) ■= 0, d.h. für eine der beiden Geraden, etwa für 
Ui = 0, muss sein 6>'(Uj) •= 0, die u^ müssen den Pi proportional sein: 
eine Gerade des Paares /^(x,x)^0 liegt im UnendlicheiL 

Wären schliesslich alle GrSssen aa Null, so hätte mau fQr ii^end 
einen bestimmten, aber willkQrlich gewählten Index k (i»l,2,3) 
die drei Gleichungen: 

(81) «iijOii -1- öJi.aai + OnOit = (»' = 1, 2, 3), 
aua denen folgt 

(82) On : a%i : ajt = jii : jj» : ps ; 

mithin wäre jetzt f{x, a;) — > gleichbedeutend mit jj^* «= 0, es würde 
f{x,x)^0 doppelt zählend die unendlich ferne Gerade dar- 
stellen. 

Wir wollen nun untersuchen, welche speciellen Fälle in der Glei- 
chung (29) enthalten sind; wir schreiben (29) zu dem Zweck in der 
Form: 
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(83) -^- + _L_-_i =0, 

wobei X ^ '' , r= y' gesetzt worde. Zufolge (11) beBtehes hier- 
bei fQr X' und A" die Relatioaen 

(84) l' -{- l" = [a, a] , l'X" ^tF(p,p); 



der Gleicbangen (46) oder (47) in § 4 bestimmt. 
Es sei nun zunächst F(p,p)^0 und 

Im Falle 1) F(p,p) <0 haben l' und X" nach (84) Terschiedone 
Vorzeichen, und umgekehrt ist bei ungleichen Yorzeichen von l der 
Ansdmck F{p,p) negativ, der Kegelschnitt eine Hyperbel. 

Im Falle 2) F(,p,p)>(f haben d' und l" gleiche Vorzeichen 
und dasselbe Vorzeichen hat alsdann auch X' -\- 1" =' [a, at]\ die Cnrre 
(83) ist daher reell, wenn dieses Zeichen mit demjenigen Ton — x 
übereinstimmt, d. h. für — x(l' + X")>0, oder auch för F{p,p)>0 
nnd Ä[a,m]<.0 ist die Curve (83) eine reelle Ellipse, während 
J^(j),j>) > und j4fa, oj] > eine imaginäre Curve (imaginäre 
Ellipse) ergibt'). 

Es sei 
II) -Ä =- 0. 

Da immer noch F(p,p)^0 roraasgesetzt werden möge, ist hier 
X = und (29) verwandelt sich in 
(86) /'X« + A"r»=.0. 

Diese Gleichung ist in zwei lineare Factoren zerlegbar, stellt 
also ein imagin&res oder reelles Geradenpaar dar, je nachdem 
l' und X" gleiche oder verschiedene Vorzeichen haben, d. h. je nach- 
dem F^p,p)>0 oder <0 ist. Die Spitze des Geradenpaares 
liegt im Endlichen, weil nur im Falle F(p,p) -^0 die unendlich 
ferne Gerade zwei zusammenfallende Punkte mit f(x, x) ^ ge- 
meinsam hat 

1) Um nach zuweisen, dasB diese Kriterien fOr die reelle und imaginäre 
Ellipse mit de» in g 6 anfgeetellten Kriterien ilbeTeinatiinmeii , wBre lu «eigen, 
daas [a, ai] ond f(y, y) so lange F{p,p) > stets gleiche Vorzeichen haben, 
wobei Sil Vi' Vt ^^^ Coordin&ten irgend eines auf der unendlich fernen Geraden 
gelegenen Punktea darstellen. Dieser Nachweis wird in dem eu vorliegendem 
Paragraphen gebSrigen Tbeile dM Anhangs geliefert; auch wird gezeigt^ daas die 
eben aurgectellte Behauptung noch im Falle P{p,p) — richtig ist. 
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Während bisher stets F{p,p)^0 angeDommen wurde, sei nuB 
F(ja, p) -= und 

I) j1 ^ 0. Jetzt stellt f(x, x) == 0, wie wir sahen, eine Parabel 
dar, X wird unendlich gross und in Folge dessen mnsate fix,x) auf 
eine von (29) yerschiedene Form ttansformirt werden. Wenn hingegen 

II) ^ = 0, so ist X durch einen der Werthe (46) oder (47) in 
§ 4 beatimmt; eine Wurzel der Gleichung (11) ist Null (etwa X"), so 
dasa an Stelle von (39) die Gleichung tritt 

(86) rx» + x = o, 

welche ein Parallelenpaar darstellt. Dasselbe ist imaginär oder reell, 
je nachdem. l'uud » gleiche oder 'verschiedene Vorzeichen besitzen, 
d. h. je nachdem das Frodact X'x, welches nach (47) in § 4 durch 
den Aasdruck 

ersetzt werden kann, positiv oder negativ ist; hiA-bei sind u,,«,,», 
irgend welche Zahlen, die nar den PuPttP» nicht proportional sein 
eallen.. Durch Einfahruog der Goordinaten 

Vx = Ä«» — Pt^t , Vi = Ps*'i — Pi«a , y» ™ Pi«a — P»«i 
eines unendlich fernen Panktes verwandelt sich \) io /*(y>y); ferner 
haben nach der Fnssnote zu S. 108 nunmehr [a, tss] und f(if, y) gleich» 
Vorzeichen, so dass bei (87) nnr noch das Vorzeichen von F(u,u) 
in Betracht kommt. Hier darf etwa u, ^ 1, u, =«, <=>0 angenommen 
werden, wonach nur A^ übrig bleibt; zufolge des Umstandes, dass 
im Falle ^=>0 die Hauptunterdeterminanten A^^, A^ A^ gleiche Vor- 
zeichen besitzen und nicht gleichzeitig verschwinden können'), so lange 
/■(«, a;) = zwei verschiedene Geraden darstellt, erhält man in 
üeber ein Stimmung mit § 6 das Resultat, dass die beiden Parallelen 
imaginär oder reell sind, je nachdem unter den drei GrSssen An 
(i c= 1, 2, 3) eine willkürlich ausgewählte nicht verschwindende positiv, 
oder negativ ist. 

§ U. 

27ähere nntersachmig der nicht attsartenden Eegelsolmltte. 

Wie im vorhergehenden Paragraphen gezeigt wurde, stellt die 
Gleichung 
(1) A'^* + i"y« + x — 

1) Vgl. die Fnsiinote zu S. 87. 
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eine reelle Ellipse diir, wenn X' and X" dasselbe Yorzeidieii haben 
wie — x; man kann in diesem Falle setzen 

(2) -•-«', -i—V. 

wo 0? und V positiv sind, und erhält hierdarch an Stelle von (1) die 
Gleichang 

(3) §'+?.'-'-»■ 

Hierbei fallen die rechtwinkligen Goordinatenazen') mit den beiden 
Hauptaxen der Curve zusammen, der Coordinatenanfang mit dem 
Mittelpunkt der Ellipse; die Stacke von der Länge a, fesp. h, welche 
durch die Curve auf den Coordinatenaxen abgeschnitten werden, be- 
zeichnet man als die halben Axen der Ellipse, und zwar je nach 
ihrer Grösse als halbe grosse nud halbe kleine Äxe. Die Gur?e 
liegt überhaupt symmetrisch zur X- und 7-Axe, wie nicht nur aus 
der Gleichung (3) herrorgeht, in der die Glieder mit ungeraden Expo- 
nenten der Yariabeln fehlen, sondern auch aus der Definition der 
Hanptaxen als zweier zu einander senkrechten conjugirten Durchmesser 
folgt. Bei Untersuchung der Gestalt kann man sich daher auf den 
Verlauf der Cum in einem, etwa im ersten Qiindranten beschränken; 
alsdann folgt aus (3) F = -(- '-^V'«' — X'; farZ=.0 wird T"= -H 6, 
mit wachsendem Werthe 7on X nimmt F ab und verschwindet ffir 
X ■= o. Die Ellipse bat demnach eine Gestalt, wie sie etwa in Fig. 3, 
S. 117 zum Ausdruck kommt. FQr a<=& geht die Ellipse in einen 
Kreis über. 

Die Gleichung (1) repräsentirt eine Hyperbel, wenn k' und i" 
ungleiche Yorzeichen haben; es sei nun etwa — p positiv, gleich a', 
so wird — .a negativ, gleich — }?, und (l) verwandelt sich nach Ein- 
fOhrnng dieser Grössen in 

Man erkennt aus dieser Gleichung, dass nur die eine der beiden 
Coordinatenaxen (in (4) die X-Axe) die Curve in reellen Funkten 
trifft; die Länge dieser Axenabschnitte (in (4) von der Grösse d) be- 
zeichnet man als Länge der halben reellen Axe. Die andere Coor- 
dinatenaxe (in (4) die F-Axe) schneidet die Ourve nicht reell, sie 
wird die Nebenaxe genannt. Die Grösse 6 in (4) ist fDr die vx. (4) 

1) Tgl. auch S. *9 f. 
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^coDJugirte Hyperbel" t,- , — 1=0 die analoge Grösse (halbe 

reelle Axe) vie a bei (3). 

Zur DiscussioD der Gleichimg (4) wollen wir F«larcooFdinaten 
einfahren durch die Sabstitution X = ^ coa #, T ^ ^ sin #; alsdann 
ergibt sich 

(5) Q =- -- L_:,-- "^ .^ 1 oder o = -— ^=^ "=^- --^.^ --- ■ 

Auch hier genügt es den Verlauf der Curre im ersten Quadranten 
zu untersuchen; die Winkel & werden von der positiven X-Axe aus 
gerechnet und nehmen zn in dem der Bewegung eines Uhrzeigers ent- 
gegengesetzten Sinne. Fflr d = wird p =3 a, mit wachsendem Werthe 
von & wachst auch g und erreicht einen unendlich grossen Werth för 
tg # =~ — ; dieser unendlich grosse Bsdiusrector trifft die Curve in 
zwei zusammenfallenden Paukten im Unendlichen, er ist eine Asymp- 
tote der Curve (die zweite Asymptote, welche den zweiten und vierten 
Quadranten durchschneidet^ entspricht einem Winkel &, für den ^ & 

= ) - ') Wächst der Winkel * noch weiter, so dass tg # > — , 

so sind die Schnittpunkte des zugehörigen Kadiusvectors imaginär. Die 
Hyperbel bat demnach eine Gestalt, wie sie etwa in Fig. 4, S. 118 zum 
Ausdruck kommt. Im Falle a = b heisst die Curve gleichseitige 
Hyperbel: b^i ihr ist & =• 45", bezw. 135", die Asymptoten sind als 
dann zu einander normal und halbiren die Winkel der Hauptaxen, wie 
überhaupt zweier conjugirten Durchmesser. Das letztere folgt daraus, 
dasB nach (24) in § 5 bei einem beliebigen Kegelschnitt jedes Paar 
solcher Durchmesser harmonisch liegt zu dem Asymptotenpaar; stehen 
die Asymptoten speciell auf einander senkrecht, so halbiren sie daher 
die Winkel zweier conjugirten Durchmesser. 

Das Asymptoteapaar eines beliebigen Kegelschnitts f{x, x) =— 
ist nach (26) in § 5 gegeben durch F(p,p) ■ f(x,x) — Ap^^ ■= 0; 
wendet man auf dieses, im Fall der Ellipse natürlich imaginäre, bei 
der Hyperbel reelle Geradenpaar eine der Formeln (36) in § 7 für 
den Winkel a zweier Geraden an, so verschwinden zufolge der Rela- 
tionen io'{pt)^0 (t-=l,2, 3) die durch Äp„* auftretenden Glieder, 
man hat daher z. B. 

W tg « ^„,„] (i' + l")" 

woraus hervorgeht, daas dieser Winkel nur abhängig ist von dem.Ver- 



1) Tgl. aoeh die Bemerknogen Ober Asymptoten in § 6. 
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faältniss X' : V , oder was dasselbe aussagt, nur abhängig ist toq dem 
Yerhältnias der Azen h : a. 

Im Falle der Hyperbel ^' — ^' — 1 = ist — i, -= J- i|. setzt 
man diesen Quotienten gleich ^, ao wird 

tB'«_-Ü^ te„_±ll5 
* (1-rt" '^ 1 -c ' 

und unter Rüctsieht auf die Formel tg a = erkennt maa 

sofort, dsBs yjt = + — gleich ist der Tangeote des halben Asymp- 
totenwinkels in Uebereinsbimmung mit der oben gefundenen Formel 

tg»-±|- 

Man nennt übrigens solche Kegelschnitte, fBr welche das Ver- 
hältniss X'\X" oder auch der Winkel der beiden Asymptoten gleich 
gross ist^ ähnliche Kegelschnitte. 

Betrachten wir nun noch die Parabel. Die Gleichung dieser 
Cur« wurde in die Form gebracht 

(7) A'Z,»-f 2(.Z,Z, = 0,* 

woför nach Einführung von ^- = 7, ' •= X und nach Einführung 
des Parameters 2jj >= — yf gesetzt werden kann 

(8) r» - 2pX == 0. 

Man erkennt aus dieser Gleichung sofort, dass die Gurre zar 
X-Axe symmetrisch Hegt und dass bei positivem j) nur zu positiven 
Abscissen X reelle Ordinaten Y gehören, während bei negativem p 
nur zu negativen Abscissen reelle Ordinaten gehören, d. h. die Curve 
liegt nur auf einer Seite der 7^-Äxe; letztere ist zugleich Tangente 
im Coordinatenanfang (Scheitel). Aus F^» V^2pX folgt noch, dass 
die absoluten Längen der Ordinaten Y mit wachsenden X gleichfalls 
zunehmen, doch ist das Wachsthnm von Y, wie (8) zeigt, im allge- 
meinen geringer als dasjenige von X, Dass die Parabel die unendlich 
ferne Gerade zur Tangente hat, ist bereits früher erwähnt worden. 

Geben wir nun wieder zurück zu den durch die Gleichung 

(9) i'Xi» + A"Xs» + xX,» — 

dargestellten Kegelschnitten, und zwar werde vorläufig stets ange- 
nommen, dass die Curve nicht ausarte, also eine Ellipse oder Hyperbel 
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vorli^e. Die Gleichung in Liniencoordinaten wird ahdann 

(10) F(u, «) = iX"xü^* + A'xtr/ -}- X'X"ü^^)r', 

wo r die im Torhe^ehendeo Paragraphen deßnirte TransformatioDS- 
determinante bedeutet; ferner ist 

(11) A~l'X"xr', 

so daes mau mit Benutzung von (11) aua (10) erhält: 

(12) c-ö^5,-+s; + i-_o. 

Diese Corre wollen wir nun mit dem im^nären Kreispnoktepaar 
(12a) a>(u, tt) = 0",' + P/ — 

zuBammenetellen zu dem Ausdruck 

(13) -^^ _ „(„, .) ^ ^ 1^' + 5; + ^'l _ (i7.> + U.') - 0, 

welcher fQr alle mSgliehen Werthe des Parameters (t ein ganzes Sjatem 
von Gurren zweiter Glosse darstellt. In diesem System sind gewisse 
ausartende Gurren enthalten, die ftlr das Folgende grosse Bedeutung 
haben^); den ihnen zugehörigen Parameterwerth erhält man dadurch, 
dass die Determinante von (13) gleich Null gesetzt wird, woraus sich 
ei^bt ( -rv — 1) (t" — l)' — = 0. Diese Gleichung hat die drei Wurzeln 

/t =™ 0, ^ ■— il', fi = A", 
deren erste das Ereispunktepaar liefert, während den Werthen (1 = X' 
und (i '^ X" die zwei Pnnktepaare entsprechen: 

f^"^ _„(„,„) = _■„ j(,'_r)j7,' + i^'o.'} 



(14) 



{ ZJ.VT-T' — P.]/^) - und 



{ u.Vx^rz-i' _ u,y^^} = 0. 

Hierbei ist U^ aus (31), S. 92 zu entnehmen, während alsdann 

1) Der wahre Qnmd hiervon erhellt ans späteren Betrachtnugau fiber soge- 
nannte confocale Eegelachnitte (§ IS und 19}. 

OnndalflBgtt, VoitMiiDgcB. g 

DiBiizodb, Google 



114 I. AbflohnitL § 11. 

U* tmd Ut aiiB (12) und (12a) berechnet werden kdnneii (vgl. aach 
den Anb&ng). 

Das eine dieser beiden Pnnktepaare ist immer reell, das andere 
imaginär, denn an Stelle von {X' — l") ü* in der «inen Gieichang 
steht das mit entgegengesetztem Vorzeichen versehene Glied {k" — X')U' 



Fonktepaare das reelle und das imaginäre Brennpunktepaar. 

Ihre Gleichungen zeigen femer, daas sie auf den zwei Axen der 
Curve liegen, und zwar harmonisch zum Mittelpunkt CTj = und zum 
unendlich fernen Punkt (1^ = oder tT", — 0) der einen oder anderen 
Hauptaxe, d. h.: 

(15) Der Mittelpunkt einer Ellipse oder Hyperbel liegt 
sowohl zwischen den beiden reellen, als auch zwischen den 
imaginären Brennpunkten in der Mitte. 

Werden die Gleichnngen der Brennpanktepaare in der Form ge- 
schrieben 

und beachtet man im Falle einer Ellipse die Relationen (2), so folgt 

('«) - (i -T-) f^'" + .-4> ^' - "• "»P- (? - f.) P.' + ^' f^.' - »' 

woraus hervorgeht, dass fDr a > b das reelle Brennpunktepaar auf 
X, ■= 0, für 6 > o auf X^ = 0, in jedem Falle also auf der größseren 
der beiden Axen liegt. Man hat daher den Satz: 

(17) Bei einer Ellipse liegt das reelle Brennpunktepaar 
immer auf der grossen, das imaginäre Brennpunktepaar auf 
der kleinen Axe. 

Wenn die Ellipse in einen Kreis übergeht, rücken alle Brenn- 
punkte, wie die Ausdrflcke (14) im Falle A' — A" ergeben, in den 
Mittelpunkt. 

Auf analoge Weise wie bei (17) beweist man den Satz: 

(18) Bei einer Hyperbel liegt das reelle Brennpunktepaar 
immer auf der reellen Axe, das imaginäre Brennpunktepaar 
auf der Nebenaxe. 

Durch Anwendung genau der entsprechenden Operationen, welche 
bei Ellipse und Hyperbel zu den Gleichungen (14) fBhrten, gelangt 
man im Falle der Parabel, ausgehend von der im vorhergehenden 
Paragraphen gegebenen Darstellung 
(lit) f{x, x) = A'X,* + apA'jXa = 0, 
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zu dem Bremipuiiktepaar der Parabel: 

(20) '^S}^ - »(«, „) - (^ P. - U.) U, - 0. 



Bieraus folgt, da X, — die Axe dei Parabel ist: 

(21) Bei einet Parabel gibt es nur ein reelles, kein ima- 
ginäres Brennpunktepaar; der eine Punkt dea Paares liegt 
au£ der Aze der Parabel im EndHchen, der andere auf der- 
selben Geraden im Unendlicben. 

Aus dem Vorhergehenden folgt, dess das reelle Brennpunktepaar 
eines Kegelschnitts f(x, x) ^ gegeben ist durch eine Qleichung von 
der Form 

(22) i2:^'_„(„,„) = (j,^„,+j,,„, + y,^)(,,„,+^^+,,^)_0, 
wenn y< und Zi (i = 1, 2, 3) die Coordinaten der zwei Brennpunkte 



Wir fahren nun in diese Gleichung fQr die tij speciell die Coor- 
dinaten der Yerbindungslinie eines reellen Brennpunktes, etwa y, mit 
einem beliebigen Punkte x der Ebene ein, setzen also 

nach (31) und (32) in § 4 Yerwandelt sich hierdurch F(u,u) in 

f(.x,z)fly.s)--f\z,i,), 
so dasfl an Stelle von (22) die Gleichung tritt 

(23) ^{f(x,x)-f(ii,y)-f'(z,,)]-0__^^isO, 
oder auch 

(24) i««, X) ■ f(y, ,) = ^r(x, ,) + C»)__^. 

Für einen auf dem Kegelschnitt gelegenen Punkt x verschwindet f{x,x) 
und man bat alsdann 

W x«»,») — tX,- 

Diese Gleichung gestattet eine ebenso einfache als wichtige geome- 
trische Deutung. Mit Rücksicht auf die Formel (1) in § 2 fOr den 
Abstand eines Punktes x von einer Geraden und auf die Formel (10) 
in § 7 für das Quadrat der Entfernung zweier Punkte folgt nämlicb 
aus (25) der Satz: 

(26) Für jeden auf einem Kegelschnitt gelegenen Punkt 
ist das YerbältnisB seiner Abstände Ton einem Brennpunkt 
und dessen zagehöriger Polare (der sogenannten Directrix 
dieses Brennpunktes) constant 
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Semiparameter der Kegelschnitte. 
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der zugehSrigen Directrix mit der Aze, denn die Directriz ist die Po- 
lare dea Brennpunktes'). 

Hierans folgt: 
(39) Die EntfernuDg des ScHeitelB der Parabel vom Brenn- 
punkt ist so gross wie die Entfernong des Scheitels von der 
Directrix. 

Wie S. 106 erwälmt, bezeichnet man bei der Parabel 
i'Xi» + 2p:X,XB=.0 
die GrSsse 2 p als Parameter. Wählt man das Vorzeichen der Quadrat- 
wurzel (f demjenigen von A' entgegengesetzt, wodurch' ~-, negativ, etwa 
gleich — p, wird, so verwandelt sich (19) in X^* — 2pX^Xt^0, 
oder anter Anwendung der gleichen Bezeichnungsweise wie bei (8) 
verwandelt sich (19) in T^—2pX=0. Die Gleichung (20) zeigt 
femer, dasa der im Endlichen gelegene Brennpunkt der Parabel die 
Coordinaten hat X=- y, 7^ 0; andrerseits hat die Ordinate des der 
Absciese X™^ zugehörigen Curvenpnnbtes den Werth Y^+p, 
" wie aus T* — 2pX — • folgt; der Parameter 2p ist demnach so 
gross, wie die Länge derjenigen Sehne der Parabel, welche dnrcb den 
Brennpunkt senkrecht zur Axe gezogen ist. 




Ueberhaupt nennt man bei jedem Kegelschnitt die halbe Länge 
der durch einen Brennpunkt normal zur Aze gezogenen Sehne den 
Semiparameter. Wird das constante Yerhältnisa, von welchem in 
(26) die Rede .ist, durch e bezeichnet, so hat man für den Semipara- 



1} Wenn im Folgenden von BrennpanU und Ditectrix die Rede ist, meinen 
r immer die dem betreffenden Brennponkt als Polare sngehCrige Directrix. 



Digilizodby Google 



118 



L Abichoitt. § 11. 



meter den Werth p—^e- BD, wobei BD den Abstand des Brenn- 
punktea von aeioer Directriz bedeutet. Es folgt dies sofort mit Hilfe 
von (26), wenn man den betreffendeo Punkt des Kegelschnitts in den 
Endpunkt einer Sebne der eben geoAiuiten Art verlegt 

Bezeichnen wir bei Ellipse nod Hyperbel mit e den Bbsolaten 

Werth des Abstandes MB <•= MBf der beiden Brennpunkte B nod 

' B^ vom Mittelpunkt (die sogenannte lineare Ezcentricität) , mit a die 

halbe Länge MA •= MAi der die Brennpunkte verbindenden Axe 

AAi, ao ist bei der Ellipse jedenfalls a>c, bei der Hyperbel a<c 

DeuD für eioe Ellipse (3), bei welcher a>b, ist das reelle Brenn- 
punktepaar nach (16) gegeben durch (o* — ^')'fj~i — 1 = 0, d. h. die 
reellen Brennpunkte haben die Goordinaten 



Z — - 



.h' — ±c, r-=o. 



För die Hyperbel (4) erhält man. hingegen (o* -{■b') ji^ — l ^ 0, die 
Brennpunkte dieser Curve haben somit die Goordinaten 

Nennen wir ausserdem d den ab- 
solut genommenen Abstand DM 
>= DiM des Mittelpunktes von der 
Directrix, so folgt aus der oben er- 
näboten harmonischen Lage sowohl 
für die Ellipse als fOr die Hyperbel 
die Proportion 

(30) t±° - ii? 




d. h.: 
(31) 



oder d'.a-^aiCf 



Die halbe Axe ist die 
littlereProportionale zwischen 
der linearen Excentricität und 
dem Abstände des Mittelpunktes 
von der Directrix. 
Zufolge des Satzes (26) ist für jeden Punkt eines Kegelschnitts 
das Verhältniss seiner Abstände P.S, resp. PQ von einem Brennpunkt, 
resp. der zugehörigen Directrix constant Für den Fall der Parabel 
ist die Bestimmung dieser Gonstauten bereits durch (29) erledigt, sie 
hat den Werth 1, man hat daher den Satz: 
(32) Die Parabel ist geometrischer Ort aller Punkte, fQr 
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welche die Abst&Dde von einem festen Punkte (Brennpunkt) 
und einer festen Geraden (Directrix) einander gleich sind. 
Um das zuvor erwähnte eonstante Yerhältniss e — > FB : PQ auch 
bei Ellipse und Hyperbel zu bestimmen, w&hleu wir als Punkt P den 
Scheitel der Brennpunktaze und finden sofort fOr beide Curvenarten 
e •= ^^ — , woraus mit Hilfe der Relation de =■ o* in (30) folgt 



Dieses Yerhältniss wird als numerische Excentricität be- 
zeichnet und ist < 1 im Fall der Ellipse, > 1 im Fall der Hyperbel, 
gleich 1 im Fall der ParabeL Mau hat somit fflr die nicht ausartenden 
Kegelschnitte die folgende gemeinsame Definition gefunden: 

(34) Ein Eegelscbnitt ist geometrischer Ort aller Punkte, 
für welche das Yerhältniss der Abstände von einem festen 
Punkte (Brennpunkte) und einer festen Geraden (Directrix) 
constant ist; diese Constante ist < 1, > 1, «= 1, je nachdem 
der Kegelschnitt eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel 
darstellt. 

(35) Umgekehrt, wenn ein Punkt B und eine Gerade G iu 
der Ebene fest gegeben sind, so ist der geometrische Ort 
aller Funkte, fflr die das Yerhältniss der Abstände von dem 
festen Punkt und der festen Geraden einen gegebenen Werth 
e= -jpQ (vgl. z. B. Fig. 3) besitzt, ein Kegelschnitt, und zwar 
eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel, je nachdem e < 1, > 1, 
■=1 ist. Der gegebene Punkt ist ein Brennpunkt des Kegel- 
schnitts, die Gerade die zugehörige Directrix. 

Ist Vx = die Gleichung der Geraden, y der feste Punkt, so ist , 
nämlich nach (1) in § 2 und (10) in § 7 die Curve, welche die in 

(35) gestellten Bedingungen erfßUt, gegeben durch 

(36) nT,^) = a,(v,v){l'X,-^^P.'"-'~0; 

um die zagehörige Gleichung in Liniencoordinaten abzuleiten, setzen 
wir in (36) zunächst — x^p^* : a(v, v) = l und erhalten hierdurch 
f 1 + At)% = 0. Der Coefficient von A* in der gesuchten Gleichung 

verschwindet nun identisch, denn vj ist das Quadrat eines linearen 
Ausdrucks; hinsichtlich des Coefficienten von A' findet man, ähnlich 
wie in der Passnote zu S. 102 angedeutet, dass derselbe aus v^ 
hervorgeht, wenn man. setzt 
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Man erbSlt hierdnrtili den Ausdruck 

fl»(v, v) ■ «j,* + «,' ■ ra(M, ti) — SVjUj, (d(«, w). 
Der Coefficient von ^° stimmt überein mit dem Ausdruck in Linien- 
coordinaten fßr y \ ; zur Ableitung desselben benutzen wir die 

Relation (32) in § 4, d. b. wir bilden (*^)^ ■ (jj)^ - (S"*)' and 

setzen darin an Stelle Ton x^z^ — x^e^, x^s, — ^i»it ^i*» — *»'t reap. 
«,, Uj, tig. Die hier angegebene Differenz ist aber nacb (55) in § 4 
auch gleich rj " (^f J **^^' "^^^ gleich tpf^-u/, daher erhält 
man als Gleichung von (36) in Linieocoordinaten die folgende: 

(37)F(u,u)=>l{m(v,t>)-V+V-<o(M,«)— 2v,u, »(»,«)) + tp,*V = *>> 
und nach Einführung des Werthes von X ergibt aich nach Wegheben 
von tp,': 

(38) e^V <»(«, «) + «v i(e* — 1) ">(«; ")«» — 2«'»^ «(f. «)l — 0. ') 
Dieser Ausdruck ist von derselben Form, wie aus (22) för die Glei- 
chung eines Kegelschnitts in Liniencoordinaten folgen wQrde, und man 
erkennt daraus, dass der festgegebeue Punkt y den einen Brennpunkt 
der Curve darstellt, während der andere Brennpunkt gegeben ist dnrch 

(39) (e» — 1) • a(v, v)v^— 2e»r^ ■ ai(y, u) = 0. 

Für den Fall der Parabel (e=l) erhält man einfach fi>(v, u)i»0, 
also die Gleichung des Normalencenttams der Geraden v, ^= 0, wie 
zu erwarten war, denn der zweite Brennpunkt der Parabel liegt auf 
der Aie im Unendlichen. 

Nachdem wir nunmehr wissen, dass der in (35) fest gegebene 
Punkt y ein Brennpunkt des Kegelschnitts (36) ist, folgt aus (34) 
weiter, dass die gegebene Gerade G die zugehörige Directrix sein mnas, 
womit nun (35) vollständig bewiesen ist. Dass die Gerade Ux = 
Polare von y ist, folgt fibrigens auch aus (36); da nämlich y j -=0 

ein vom Punkte y aus gezogenes im^näres Geradenpaar TT, darstellt, 
ist die Gleichung (36) von der Form TTi — c-Vx* -=0, wobei c eine 
Gonstante bedeuteu mSge. Man erkennt femer, dass T^O und 
7] == Tangenten sind, welche die Curve in ihren imaginären Schnitt- 

1) Vgl. ffir eine allgemeinere Aufgabe dieaer Art die Traniformation auf 
Aie Eauptaxen im Anhange ta vorliegendem Paragraphen. 
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pnoktea mit Vz =— berühren, d. h. v, ^^ ist die Polare des Funktes y, 
von welchem aaa die beiden Tangenten gezogen sind. 

Ist P ein beliehiger Punkt eines Kegelschnitts, PB der Abstand 
des Punktes vom einen Brennpunkt B, PQ der Abstand von der zu- 
gehörigen Directrix (vgl. Fig. 3 und 4), so besteht nach (34) die Relation 

fahrt man noch den zweiten Brennpunkt S, ein, sowie den Abstand 
PQ^ des Punktes P täa der zu B, gehörigen Directrix, so ist auch 
,.,, . PB, c , . FB ± PB, e 

(41) Fe;"«' ^"^^ pe±-Pö."ä- 

Wenn wir uns nunmehr auf Ellipse und Hyperbel beschränken, kann 
nach (30) för — gesetzt werden -j oder ^, somit folgt 

^^''^ PQ±PQi '»<* 

Bei der Ellipse ist PQ + PQi gleich dem Abstand 2d der beiden 
Directricen, bei der Hyperbel gilt dasselbe von PQ — PQ^, woraus 
herroi^eht, dasa im Falle der Ellipse PB -]- PB^ constant, nämlich 
gleich 2a ist, während für die Hyperbel die Differenz PB — PB, 
den Werth 2a hat. Wir können daher sagen: 

(43) Fflr jeden Pnnkt einer Ellipse ist die Summe seiner 
Entfernungen von den beiden Brennpunkten (Summe der 
Brennstrahlen) constant, and zwar gleich der grossen Axe>). 

Ferner: 

(44) FQr jeden Punkt einer Hyperbel ist die Differenz 
seiner Entfernongen von den beiden Brennpunkten (Differenz 
der Brennstrahlen) constant, und zwar gleich der reellen Aze'). 

§ 12. 

EnengnuK der Kegelsohnitte durch projeotive Strahl«nbüaohel und 

Fnnktreilieu. S&tse von Faaoal and Brianohon. 

Bereits in § 4 wurde erwähnt, dass die Qleichnng eines E^el- 
schnitte, der durch fOnf gegebene Punkte geht, in Form einer Deter- 
minante sechsten Grades dargestellt werden kann; sind a,-, &,-, C;, di, ^ 
(»=1,2,3) die Coordinaten der gegebenen Punkte, wobei vorans- 



1) Die wahre Quelle der twei Satte (IS) Dud (44) vird erat in § 19 an- 
gegeben Verden. 
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DualietiBch folgt aus (3), dass fOr «,, ß,, y,, St (» •= 1, 2, 3) als 
Coordinaten tod vier Geraden die Gleichiuig 

(6) i(«W fr«») -("««)(/'»■»)-<' 

eine Ourre zweiter Glaase darstellt, welche die vier Geraden za Tan- 
genten hat; man kaon dies auch ia folgender Weise ausdrücken: Sind 
P = nnd Q~=0, Pi ■=■ und ©, =- die Gleichungen der Gegen- 
ecken irgend eines der Curve zweiter Claase umschriebenen Vierseits, 
so ist die Gleichung der Gurre tou der Form 

(7) APg-PiiJi-o. 

Die Gleichung (5) kann man auch durch Eliminatioa von ^ ans 
((ade) {cdx) — t'-{ed^ (bcx) = und 
^ ^ \{abe) (adx) - (i(bce) (abx) =■ 

erhatten, woraus folgt: 

(9) Die Punkte einer Curve zweiter Ordnung können be- 
trachtet werden als die Schnittpnnkte zweier entsprechender 
Strahlen in den beiden BQschelu (8)^; auch die Mittelpunkte 
dieser BQschel gehören der Curve an. 

Setzt man 

(ade) (cdx) = U, (ede) (bcx) = V, 
(ahe) (adx) ~ Ü,, (bce) (abx) = F,, 
so Terwandelt sidi (8) in 

(10) P— fir=0, p; — pFi— 0, 
und die Gleichung des Kegelschnitts wird 

Durch Mnitdplication dieser Determinante mit " , wobei 

I 1 -t^il 
fig asd Hl zwei beliebige verschiedene Zahlen bedeuten, erhält man 

die lämmtlich tod äbnliober Form aind wie (5). Tgl. auch Hunyftd; im Journal 
ffti die rein» und angewandte Mathematik, Bd. BS, S. 19, 1876. Darch (6) wird 
die in 8 4 aaBgeaprochene Behauptnog best&tigt, dasa die Qleicbimg des Kegel- 
schnitta identiaoh verachwindet, wenn vier aeiner Punkte, i. B. b, c, d, e, in einer 
Oaraden liegen. Vgl. auch Paach: „Uebei gewiaie Determinanten, welche io 
der Lehre von den EegeUchuittea Torkommen", Jonmal fflr die reine nad an- 
gewandte Mathematik, Bd. 89, S. 247—851, 1B79. 

1) Irgend vier Strahlen dea einen BUscbela haben bekanntlich dasselbe 
DoppelverbBltniiB wie die rier entsprechenden Strahlen des anderen. Man pennt 
Kwai Strahlenbflschel von der Form (6) einander projectiv sngeordnet. 
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eine Gleichung, die sich anch darch EliminatioD des variAbeleD Para- 
meters A ergibt aus 
fl31 IU-^r-i{U,-^,Y,)-0, 

es sind also nun irgend zwei andere Strahlenbüschel, deren Centrea 
der Gleichnng der Curve (11) genügen, der Betrachtung lo Grunde 
gelegt. Irgend vier den Werthen l,, i^, X^, l^ des Parameters X ent- 
sprechende Strahlen schneiden eich anf der Curve, und da diese beiden 
Strahlenqnadrupel nach (13) dasselbe Doppelrerhältniss besitzen, so 
folgt der Satz: 

(14) Verbindet man vier beliebige Punkte einer Carve 
zweiter Ordnung mit irgend einem fünften CurTenpnnkt, so 
ist das DoppelTerhältniss dieser vier Strahlen constant, tfo 
anch der fünfte Punkt auf dem Kegelschnitte liegen mag. 

Auch die Coordinaten des Schnittpunktes zweier entsprechenden 
Strahlen der Strahlenbüschel (10) lassen sich leicht berechnen. Ist 
nämlich 

ü = Ax^ -\- BXi -{- Cx^ = 0, U, = AiXi-{'B^x^-^-CiX^-=^0, 

BD treten an Stelle von (10) die Ausdrücke 

Axi -i-Bxt -i-Cxt — fi(A3r, + Ba:, + Tx^ =0 und 
^ ^ ^1«, + £,«,+ C,ij-^(A,.T, + B,«,-fr,a:s)™0, 
aus denen als Gleichung des gesuchten Schnittpunktes folgt: 
Ä —fiPi S — liB C— fir 

(17) -^1 — ^A, B^ — fiB^ C, -ftr, —0. 

«1 «I «» 

Natürlich k&nnte man auch diejenigen Betrachtungen anstellen, 
die den bisherigen dualistisch entsprechen; wir wollen dies hier unter- 
lassen und nur den dem Satze (9) entsprechenden hervorheben: 

(18) Die Tangenten einer Curve zweiter Classe können 
betrachtet werden als die Verbindungslinien entsprechender 
Punkte zweier bestimmten „projectiven" Punktreihen; auch 
die TrSger dieser Punktreihen sind Tangenten der Curve. 

Um zu fünf gegebenen Punkten eines'^ Kegelschnitts einen beliebigen 
sechsten zu construiren, hat man nach (9) zwei von den fünf Punkten 
mit den drei Übrigen zu verbinden; hierdurch sind swei projective 
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StrahlenbÜBchel festgelegt Construirt man alsdann zu einem beliebigen 
Strahl des einen Büscbels den entsprechenden des zweiten, so schneiden 
sich beide Strahlen in einem sechsten Punkte des EegeUchnittB. Analog 
ist nach (18) zu verfahren bei Constructiou irgend einer sechsten Tan- 
gente' zu fünf gegebenen. Jedenfalls erfordern aber diese zwei Con- 
structionen resp. die Lösung der Aufgaben: Wenn bei zwei projectiven 
Strahlenbüscheln je drei entsprechende Strahlen gegeben sind, zu einem 
beliebigen vierten Strahl des einen Büschels den enteprecbenden des 
anderen zu constmiren, bezw.: Wenn bei zwei projectiven Punktreihen 
je drei enteprecheode Punkte gegeben sind, zu einem beliebigen vierten 
Fnnkte der einen Pnnktreihe den entsprechenden der anderen zu con- 
stmiren. Diese zwei Aufgaben werden resp. mit Hilfe der folgenden 
zwei Sätze gel8st: 

(19) Sind Sf,, Si, Sg irgend drei Strahlen des einen Büschels, 
^o; "ii <^t '^i^ entsprechenden des zweiten und verbindet man 
den Schnittpunkt von s;, und ff] mit demjenigen von s^ und 
<3^, den Schnittpunkt von s^ und e^ mit demjenigen von $^ 
und 0^^ (analog, wenn noch mehr entsprechende Strahlen 
gegeben wären), so gehen alle diese Verbindungslinien durch 
einen und denselben Punkt. 

(20) Sind p^, j)„ p, irgend drei Punkte einer Pnnktreihe, 
jTq, r,, iCf die entsprechenden einer zur ersten projectiven 
Punktreihe und verbindet man „kreuzweise" p^ mit ;r,, p^ mit 
3t^, ferner p^ mit x^, p, mit jt^, p, mit sr,, p, mit n, (analog, 
wenn noch mehr entsprechende Pankte gegeben wSren), so 
liegen die Schnittpunkte je zweier kreuzweise gezogenen 
Verbindungslinien in einer und derselben Geraden. 

Wir beschränken uns hier auf den Beweis des Satzes (20), da 
der Beweis von (19) dualistisch entsprechend zu führen ist. 

Es seien ?„ — A F, — und T,, — A T, — för variabele Werthe 
des Parameters i. die Gleichungen der beiden Punktreihen p und ». 
Der Schnittpunkt V der beiden Träger hat dann als Punkt der einen 
Reihe eine Gleichung von der Form V^ T^ — p Z^ =^ 0, als Punkt 
der zweiten Reihe F^ T^ — ff2\ — 0. Betrachtet ■ man V als Punkt 
der Reihe j), so entspricht ihm auf der Reihe a: T^ T^ — pT, = 0; 
wird V als Punkt der Reibe a angesehen, so ist sein entsprechender 
auf der Reihe p: Y^ Y^ — öY, = 0, Aus dieser Gleichung, sowie 
aus V^ Yq — qY, Wsen sich nun Tg und Y^ ausdrücken durch Y 
und V; an Stelle von rj, — lY^^^O tritt alsdann die Gleichnng 
F— — ^y-=0, analog lässt sich Tq — AT, =0 ersetzen durch 
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V ^Tj r "" 0. Zwei Punkte pt und p^ der euen Reihe sind nnn 

gegeben durch 

— 1, * — li 

V-~~Yu^O, resp. V~l^T — 0, 
die entsprechenden »< und n« der anderen Reihe durch 

V—'-^^T—O, resp. F— ^^^r— 0: 
hieraus folgt ftlr einen beliebigen auf ji^nt gelegenen Punkt die Gleichung 

für einen auf ptXi gelegenen Punkt: 

Fttr den Schnittpunkt von pi«t mit pixi mfisaen beide Gleichungen 
Qbereinstimmen, d. h. es muss sein (i =v = 1, wodurch V berans- 
föUt und nur — (p — Xi) (p — At) T + (tf — A,) (« - A») 2" — übrig 
bleibt. Dieser Ausdruck ist linear aus Y und T zusemmengeseUt, 
die Schnittpunkte aller kreozweise gezogenen Verbindungslinien pi»t 
und piiXt liegen daher auf einer und derselben Geraden, und zwar auf 
derjenigen, welche die oben definirten Punkte T und T verbindet; 
hiermit ist Satz (20) bewiesen. 

Es ist wohl unn5thig zu zeigen, in welcher Weise dieser Sab 
benutzt wird, um bei zwei projectiren Punktreihen, von denen je drei 
entsprechende Punkte gegeben sind, zu einem beliebigen vierten Punkt 
der einen Reihe den zugehörigen der anderen zu coustruiren und hier- 
durch mit Hilfe von (18) eine Tangente der durch die beiden Punkt- 
reihen bestimmten Curve zweiter Clasae zu erhalten. Mit Hilfe der 
dualistisch entsprechenden Construction kann man nach (19) und (9) 
zu fOnf Punkten einer Curve zweiter Ordnung weitere Punkte erhalten, 
wie übrigens schon oben erwähnt wurde. 

Eine andere Constmctionsmethode eines beliebigen sechsten Punktes 
liefert der Pascal'sche Satz. Derselbe lautet: 
(21) Bei jedem einer Curve zweiter Ordnung einbe- 
scbriebeuen Sechseck schneiden sich die gegenOberliegenden 
Seiten in drei Punkten einer Geraden, der sogenannten 
Pascal'schen Geraden. 

Zum Beweis dieses Satzes fahren wir ein die Ooordinaten ttt, ii, 
Cr, di, «if, fi (t—i 1,2,3) der sechs auf dem Kegelschnitt gelegenen 
Ecken und nennen Ugj, Vab, Wa» die (sonst mit u^, »,, u,) bezeichneten 
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LiniencoordiliftteD der VerbinduDgBlinie ab; audog «,/, v,/, «!„f die 
Liniencoordinateo der Qeraden cf Q. s. w., so dasB z. B.: 

U/— «»/» — Ctft, v,f — c^fi — c^fi, w,/= ej^ — cji u.ß.w. 
Gegenfiberliegeode Seiten des Sechsecks sind nnn z. B. a6 nod de, 
bc und e/', cd und fa; die Coordinaten des Schnittpunktes von ab mit 
(Je seien y,, y^, /, , frc nnd ef mSgen sich schneiden im Punkte 
^\i '^t "ai '^^ ^^^ f'^ ^° ^) ^%i ßa- ^äOB m&Q atadann nachweisen, 
daaa ^ + («lAya) verschwindet^ falls die sechs Punkte a, b, c, d, e, f 
anf einem Kegelschnitt liegen, so ist damit der Pascal'sche Satz 
bewiesen. 

Nnn ist 

wenn man mit (frcj!) die Determinant« ^^ + (6iC,jJ,) bezeichnet und 
(&CJ') Q. B. w. analoge Bedentang haben. Ferner ist 

^ " k =■ =.11«/. »/. "/.I IM) W«)I ^ '^ * 

und analog findet man: 

(ho,) - - (cab) (bde), («/■« - - (eM (fei), (ef,) - (eab) (fde). 
Durch Substitution dieser Werthe in(23) verwandelt sich ^^ 4:(*'i^»y»)"'= 
(24) {bcS) (cfa) (eab) (fde) - (cab) (bde) (efa) (fcd), 

und dieser Ansdrack geht ans (5) oder (1) hervor, wenn man daselbst 
die Buchstaben a, b, c, d, e, x ersetzt resp. durch e, a, e, d, b, f. Da 
aber (5) die Bedingung darstellt, unter der die Funkte a, b, c, d, e, x 
auf einem* nnd demselben Kegelschnitt liegen, und da (1) bei irgend 
einer Permutation der Buchstaben a, b, c, d, e, x nur sein Yorzeichen 
ändert, so ist auch (23) gleich Null gesetzt, die Bedingung dafClr, 
dass die Punkte a, b, c, d, e, f auf einem nnd demeelbeo Kegelschnitt 
liegen. Es esistirt daher eine Paacarsche Gerade, in welcher Reiben- 
folge man auch die sechs Punkte a, b, c, d, e, f zu einem Sechseck 
verbunden h&tte. 

Es sei bemerkt, dasa man sechs Punkte a, b, c, d, e, f eines 
Kegelachnitta auf 60 verschiedene Arten zu Sechsecken verbinden 
kann. Von den 6! Permntationen der Buchstaben a, b, c, d, e, f 
liefern nämlich je 12 dasselbe Sechseck, denn es ist z. B. das 
Sechseck abcdef identisch mit jedem anderen, das durch cyklisohe 
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Vertanschnng der secliB Bachstaben (z. B. hedefa), oder aoch durch 
UmkebruDg dieser Vertauschungea (z. B. afedeb) bestimmt ist. Die 
Anzahl der wirklich verschiedenen Sechseeke beträgt daher 6 ! : 12 ■= 60, 
und zu jedem dieser Sechsecke geh&rt eine Pascal'sche Gerade. 

Dem Pa«cal'scheii Satze entspricht dualistisch der BriaDchon'sche 
Satz: 

(25) Bei jedem einer Corve zweiter Classe umschriebenen 
Sechsseit gehen die drei Verbindangsliuien der gegenQber- 
liegenden Sehen durch einen Punkt. 

Auch der Pascal'sche und der- Brianchon'sche Satz lassen sich 
verwenden, um zu fClnf gegebenen Punkten, resp. filnf gegebenen Tan- 
genten eines Kegelschnitts beliebig viele weitere Punkte, reap. Tan- 
genten zu finden. Sind z. B. die fElnf Punkte a, b, c, d, e eines 
Kegelschnitts gegeben und will man denjenigen Punkt X finden, in 
welchem eine durch a beliebig gezogene Gerade G den Kegelschnitt 
nochmals schneidet, so wäre falgeudermassen zu verfahren: Man sucht 
den Schnittpunkt y der zwei Geraden ab und de, ebenso denjenigen 
von & mit cd, er sei ß; die Gerade bc treffe die Pascal'sche Gerade 
ßy in a, alsdann ist der Schnittpunkt von £r.mtt ae der gesuchte 
Punkt X. 
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Kegelschnittb&Bchel nsd Eegelschnittnelxe, sowie die dualistisch 
entspreelieiideii Gebilde. 

§ 13. 
Einleitende BemerknngsD. 
Bevor wir zur eigentlichen Theorie der EegelschnittbDachel über- 
gehen, wollen wir noch einige Bemerkungen über abkürzende Bezeich- 
nungen TOrauBBchicken, die im Folgeoden angewandt werden. 

Es seien /" i= und ^^ = die Gleiebnngeu zweier Curven zweiter 
Ordnung, nnd zwar 



(1) 



f^- 



= ^^aaXiXt'-0, g = ^^htX,Xt — 0; 



die Gleichung i.g — f'^'O stellt alsdann entsprechend den unendlich 
vielen Werthen des Parameters X eine einfach unendliche Anzahl von 
Kegelschnitten dar, deren Gesammtheit man das durch f= und 
«7 = bestimmte Kegelschnittbüschel nennt. Der Kürze halber 
werde gesetzt: 

(2) iß— f^<^,a:,»4-2c,ja:ia:,-f<::j,V+2c,aa;ia;j + 2c„aiiiCj + c.)V'=0, 
wo Ctt = Ihit — aik. 
Es sei femer 



(3) 



w 



T.(l)EEE_2' + fe,li«0 = 



-v,«. 



^1 '^a ^» 
<^i 'hi ^ 

Cjl Cj» Cj) 



= C, 



=11 


«1. «l 


«!. 


«.. ". 


».. 


«» ». 


«. 


«, 
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«1. »11 <ii »1 «1 1 


<fi) 


f.W = 


«., e.i «.. «. «. 

«.1 '.1 «M »s ». 

»,«,«, 
«, V, fj 


Führt mui noch den Aosdrack ein 






«11 =1! lii »1 


(6) 


ö- 


■i, <« «» «1 

<ii <™ «» ". 
r, V, V, 



80 besteht^ wie in der Determinantentheorie gezeigt wird, die Relatdon 

Die Entwicklung von Ta(A) und V|(il) nacli Potenzen Ton il er* 
gibt Ausdrücke Ton der Form 

(8) 'r,(i)ssi'B-Si'e + 3lH — A, 

(9) V,{li)=iF—2iB+i'0. 

Hierbei sind A und S die Determinanten der beiden Kegelschnitte 
f und ff, wälirend F ^0 und ö ^ ilire Gleichungen in Liniencoor- 
dinaten bedeuten: 

\<j5äs£„V+2B„i.,«, + £„«,>+2B„i<,«, + 2B„o,«,+B„»,«. 
Femer ist 

( 39 s a,, ^, + a„B„ + %B„ + 2<i„B„ + 2o„B„ + 2o„B„ , 
1 8H = i.„4„ + i.,,^ +b„A, + Sh„A„ + 2b„A„ + 2b„A„ , 
(12) 2if = (o, S),,«,' + 2(<>, »)„«,«, + (a, l)„u,' + 2{o, S)„«,u, 

+ 2(o,J)„«,«, + (n,S)„«,', 
wobei zur AbkQrzang gesetzt ist 

[ («, &)ii =- «M^M + «M^M — 2a„6M 
l («> t)i» = *ii^» + <hAi. — 'hiK ~ «iA»i 
während die fibngea (o, l^i aus den hier angegebenen durch cykliscbe 
Yertftuschnng der Indicea berrorgeben. 

Es m&ge noch bemerkt werden, dass zufolge (3) die Gleichnng 
besteht 



(10) 



(11) 



(13) 
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denn es ist -^ nach (2) gleich 6«, während g— die Unterdetermi- 
nante dl von dt io C darstellt; zufolge (8) hat man ausserdem 
(14a) ^P = 3(A'B - 2Ae + H). 

Äua (8) folgt fQr den zweiten Differentialquotienten 

(15) ^^-6AB-6e, 
oder zufolge der Definition von B und 9: 

(16) ^|<^_2A J^.B.t.-ai/ J^'*«- 

§ U. 

BeBtümuTing der BobnJttponkte and gemeinsamen Tangenten 

sweiet KegelBoboltte. 

Eb seien gegeben die zvei Kegelschnitte 

(1) /•= 22°****** "* ° °°^ ^ ^22**'**'** "■ ®- 
Ist die Gleichung eines dritten Kegelachnitts Ton der Form 

(2) Xg ~f=^ ^»^CiiXiXi^O, wo Ca = A6« — a«, 

Bo geht derselbe, welche Werthe auch der willkDrliche Parameter A 
haben möge, stets durch die Schnittpunkte von f und g hindurch, denn 
für jeden dieser Schnittpunkte wird sowohl f=~ 0, als j? -= erfllUt, 
daher auch Xg — /*•-= 0. Wir können daher sagen: 

(3) Sind /"«O und 5 = die Gleichungen zweier Kegel- 
schnitte, so stellt Xg — f=(i für alle möglichen Werthe des 
willkflrlicben Parameters X ein ganzes System von Kegel- 
schnitten dar, die sämmtlich durch die Schnittpunkte von 
/'= und g = Q hindurchgehen. 

Man bezeichnet dieses System als Kegelschnittbüscbel und 
die gemeinsamen Schnittpunkte als Grundpunkte des BQschels. 

Es liegt nun umgekehrt die Frage nahe, ob die Gleichung eines 
jeden Kegelschnitts, der durch alle Schnittpunkte von /*<= und «7 = 
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geht, iD die Form gebracht werden kann lg~~f=0. Um dies zu 
untersnchen, wenden wir uns zn der Bestimmung der Schnittpankte 
von f-= und ^ =■ und bemerken zunächst, daes man zu diesem 
Zweck irgend zwei Gurren des Bnschels (2) wählen kann. Denn jeder 
auf kg — f=0 und auf i^g — f^-^O gelegene Punkt liegt anch auf 
Xff — f — {[ig — f) "= ^1 '^- h. auf g •= 0, somit erfüllen seine Coor- 
dinaten auch f=-0. 

Fragen wir nun, wie viele zerfallende Kegelschnitte, also Geraden- 
paare in dem BQsche) enthalten sind. Dabei werde angenommen, dass 
die Determinante C nicht identisch verschwindet und, da es sich im 
Folgenden zunächst nur um die Schnittpunkte von f==0 und g = 
handelt, dass miodeatena der eine der beiden Kegelschnitte, etwa ^ = 0, 
nicht in ein Geradenpaar ausarte, dass also stets B^O sei. 

Die Bedingung für das Zerfallen des Kegelscbnitta Xg — f—O 
ist nach § 4 gegeben durch ^ ib(''ii'^<^M)^^> ^i*^ ^ diese Glei- 
chung in X vom dritten Giade, also von der Form ist 

(4) VoCA) = X^B - 3A»e -\-ZXH — A — (i, ') 
hat man den Satz: 

(5) In einem KegelachniitbOacbel sind im allgemeinen 
drei Geradenpaare vorhanden. 

Sind jtj, ;t,, X^ die den Geradenpaaren entsprechenden Werthe des 
Parametera X, so erhält man die Gleichungen der Spitzen dieser Paare 
nach § 5 doppelt zählend, wenn man in Xig — f-=-0 (t =— 1, 2, 3) 
Liniencoordinaten einfuhrt. Nun ist aber die Gleichung toq Xg — f^ O 
in Liniencoordinaten von der Form 



(6) -^CA).= 



Cl» C(S 



und wenn dieser Ausdruck nach Potenzen von X entwickelt wird, er- 
gibt sich 
(7) V,(i) = J" - 2XS-\- X'G « 0. ») 

Sind daher ^^),V^ V (><» 1>2>3) <l>e Coordinaten der Spitzen 
der drei Geradenpasre X{g — f=0, also 

1} üeber die Bildong der Anadrücke 6 und H vgl. (11) in $ IS; Ä and B 
rind die Determinanten von / -= 0, resp, ; •= 0. 

8} f — lO and G^^O sind die GleicbongeD von ^=0 und ir^O in länien- 
coori^inaten ; Aber die Bildung des Anadrocks II vgl. (13) in S IS. 
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(8) /,<'>«, + (,">«, + (s«S = C» = 1, 2, 3) 

die Gleichungen dieser Spitzen, so beetehen Identitäten von der Form 

(9) V,(J,) = r-2i,ff+V(f= ((.»«. + (,<'», + IS,»».)' 

Hinaichtlicli der Lage der drei Gersdenpaare sind nun entsprechend 
der VerBchiedenheit oder Gleichheit der Wurzeln Xj,X^,X^ von (4) 
drei Hauptfälle zn unterscheiden, so lange die übrigen Curven des 
Büschels eigentliche, d. fa. nicht ausartende Kegelschnitte repräsentiren. 

I) Die drei Wurzeln ij, i^, Ag sind von einander ver- 
schieden, daher To'('lf)^0, wenn li eine dieser Wurzeln ist und 
V(,'(i) den Differentialqnotienten tou ToC-l) bezeichnet In diesem 
Falle kann nie die Spitze eines Geradeopaares, z. B. des dem Para- 
meter Xf entsprechenden, aaf einer Geraden eioea anderen Paares liegen; 
denn wenn dies doch eintreten würde, so wäre diese Spitze ein allen 
Kegelschnitten des Büschels gemeinsamer Pankt, sie läge auch auf 
der Curve ? =■ 0, so dass <?((/'>, V*', V^') =" 0. Zwischen den (<" und 
den Unterdeterminanten Cii eines Elementes Cn der Determinante 
C^^y iC^ii <«"») lissteht aber nach (9) die Beziehung, dass jedes 
Product tih KU Qt proportional ist, und hieraus geht hervor, dass 

8 t 

ffC'/", '."^ V") den Werth erhält ^^Ca&it, der nach (14) in 

§ 13 mit Yo'(^i) identisch ist. Mithin wäre %'{Jl^) = 0, und dies 
war ausgeschlossen. Da die Schnittpunkte von irgend zwei Kegel- 
schnitten des BUschels dieselben sind wie diejenigen von zwei Geraden- 
paaren des Büschels, letztere aber bei ihrer gegenwärtig nicht specia- 
lisirten Lage vier gemeinsame Punkte haben, so schneiden sich 
im Falle 1) die Curven des BUschels in vier verschiedenen 
Punkten. 

II) Diff zwei Wurzeln A, und X^ von (4) seien einander 
gleich, dagegen X^^Xi- Nun ist 

V/(A,) = 0, V(,"(A,)^0, To'('l5)^0. 

Aus den soeben angestellten Betrachtungen gebt hervor, dass die 
Spitze des dem Parameter X^ = A, entsprechenden Geradenpaares auch 
auf g = liegt, daher einer der Grundpunkte des Kegelschnittbaschels 
ist Jedoch kann diese Spitze f^" nicht mit derjenigen des Geraden- 
paares X^g — f=0 zusammenfallen. Nach § 4 bestehen nämlich für 
die Coordinaten ifi^ (i ■= 1, 2, 3) die Gleichungen 

(10) »,!,■('■'")- rft™), «,?■('.»'} -rw), i,i7'Ä'»)-rw"), 



DiBiizodb, Google 



134 11- Abschnitt e 14. 

daher ist auch 

(11) A^(((", x) - f(ti», x) = (X — X,)g{ii'\ x), 

ftir beliebige Werthe x^; fiele die Spitze ^'> mit ^^' zasammen, so 
wäre hiernach (A, — A,)?(*'^ «) " 0, d.h. i, ■= i„ denn 9(t^'\x) 
kann fSr beliebige Wertbe der x nicht TerBchwindec, weil die Deter- 
minante B als von Null verschieden vorausgesetzt war; die Gleichung 
A, >=3 Ij war aber aosgeBchloBaen. 

Ei sind nun im Falle II) zwei M&gUcbkeiten vorhanden: 

a) i^g — f—0 stellt zwei verschiedene Geraden dar, etwa 
r« • 8a — 0, es ist also F— SX^H-^- X^G nicht identisch Null, 

b) X^g — f=Q ist eine Doppelgerade r,* -= 0, also 

Jedenfalls berQhren sich im Falle a) auf Grund der Gleichungen 
(10) und (11) die Kegelschnitte /"«O und ^ ~- 0, daher sammtliche 
Eegetschnitte des Bflschels, im Punkte P^; die gemeinsame Tangente 
muas somit auch Tangente an das Geradenpaar X^g — f^^O sein, d. h. 
mit einer Geraden dieses Paares zusammenfallen. Die Kegelechnitte 
des Büschels berühren sieb in einem und demselben Punkte 
(der Spitze des Geradenpaares mit dem Parameter (<l "^ ^i -^ 'Ij), nnd 
die gemeinsame Tangente ist eine Gerade des Paares X^g — f^O. 

Im Falle b) rDcken die Grundpunkte des Büschels paarweise io 
die zwei Schnittpunkte der Doppelgeraden r,* ■= mit dem Getaden- 
paare X^ — f, und aus denselben Gründen wie bei a) ersieht maD, 
dass sich alle Curven des Büschels in diesen zwei Punkten berflhren 
nnd die Geraden des dem Parameter A, entsprechenden Paares zu 
Taugenten in den zwei Berührungspunkten haben; es findet doppelte 
Berflhrnng statt'). 

Auch kSunen diese Berührungspunkte nicht zusammenfallen, sonst 
würde r, =— Tangente aller Curven des BOscfaels sein, also auch des 



§ 18 wbe aUo — S] *~ 0> ^' b. die kobiache Gleichung (4) b&tte noch eine 



1) Du Kweita Qeiadenpaar 1, j) — f^O kann oicbt in eine Doppeigende 
fibeigehen, aonat wfirden fflr die Wnrael l, alle C^ vancbwlDden; nach (14) in 

dl 

zweite Doppelwnnol, was DnmSglich ist. 

«) Wie wir oben bemerkten, ist nun V^H,)~F — il,H+l,'G=0; 
nach einem allgemeinen Satee von Eronecker genügt aber bei einer Bjmme- 
triicbcQ Determinante da« VerBchwinden von drei poisend gewählten unter- 
detenninanten, |m da« Verschwinden aller Qbrigen zo bewirken. Nach Elimi- 
nation Ton 1, rednciren «ich die drei auigewUilten Gleichvngen auf twei; der Fall 
der doppelten Berühmug erfordert demnach die Erfüllung von zwei Bedingungen. 
Vgl. Qbrigena auch die FuMnote sa S. 67. 
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KegelBchnitts g ^0; aus 

i^g — f^r* = '^'^CitX,Xt (für A — A,) 

folgi aber rfft-^Cft, und wenn r, «= Tangente ist von g = Q, so 
hätte man hiernach 

^^c„ + 2B,,c„ + J5„c,j + 2B13C,, + 25„c„ + 5„cs, = 
oder nach (16) in § 13 M'o"(A,)=-0, was anageschlosaen war. 

III) Die kubische Gleichung (4) hat eine dreifache Wurzel A,, 
ea ist also neben Vo(A,) = auch T^'C^i) = and To"(A,) = 0; wir 
unterscheiden auch hier wieder: 

a) A,(/ — f'^0 atellt «wei verschiedene Geraden dar, etwa 
r, s, =■ 0, 

b) Aij7 — /■"=■ ist eine Doppelgerade ri,*.= 0, also 

i^-2A,J+Ai»G = 0. 
Im Falle a) gehen wir aus von der Relation 

c^) e),.c).,.-c);,,-o.,, 

Da die Spitze des Geradenpaare wie im Falle II) allen Eeget- 
scbnitten des Btlschels, somit auch ^'=0, angeb&rt, ist jedenfalls 
r'j =.0; ausserdem hat man 

C) = B,!»".», + -B,i(»'i5. + r,Si) H — B„c„ + 2Bi,c,3 -\ 

'* (fttrA—A,), 

und dieser Ausdruck ist nach (16) in g 13 identisch mit -tM'o'C'^i^' 
verschwindet daher. In Folge von 1 j ««OundL ) ^ reducirt 
sich nun (12) auf ( ) ( ) ^^ 0, d. h. eine der beiden Geraden, etwa 

ft ^ 0, moss den Kegelschnitt 9=^0, somit alle Curveu des BQscfaels 
berflhreti, und zwar muss der BerQhrungspunkt die Spitze des Paares 
l^g — f^=0 sein, da alle Kegelschnitte des Bflschels durch diese Spitze 
hindiirehgehen. BerOhrongspunkt und Spitze sind anch auf Grund 
von (10) nicht getrennt. Femer kSnnen nicht beide Geraden r^ = • 
und 5, =9 die Curven des Büschels berühren, sonst wären r^ und 
s, identisch, was erst im Falle Illb) angenommen wird. Im gegen- 
wärtigen Falle werden alle Kegelschnitte des Büschels von der einen 
Geraden des Paares l,g — /"=0 berührt, von der anderen in zwei 
Punkten geschnitten, von denen der eine mit dem eben genannten 
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Berührungspunkte ideutiech ist. Säinmtliche Kegelschnitte haben dem- 
nach drei mit der Spitze des Geradenpaares zusammenfallende Punkte 
gemeinsam, sie „osculirea" sich und schneiden sich überdies 
noch in einem vierten Fankte'). 

Im Falle III b) rQckt auch dieser vierte Punkt in den BerQhmngs- 
punkt der Doppelgeraden mit den Kegelschnitten des BOscheU, A. b. 
die einzelnen Cnrveu haben vier zusammenfallende Funkte 
gemeinsam, und die gemeinsame Tangente ist die Dopp'elgeraile 
r,* = 0, Far die dreifache Wurzel verachwinden alle ünterdeter- 
minanten Cn, doch kann in ihnen der Factor ). — A, nur einfach eut' 
halten sein. Wäre nämlich dieser Factor doppelt in allen Ca eot- 
halten, so würde derselbe in der linken Seite der Gleichung 



00 



■0 



für beliebige Werthe Ut, V| vierfach enthalten sein, er wäre also in 
('"') einfach enthalten, d. h. es wäre für A = A^ Cj* — (i, Ä— 1,2,3), 
die ojt wären den hu, proportional, daher die Kegelschnitte f=0 uod 
g ^ identisch. 

Es bleibt nun noch der Fall zu untersuchen, dasa die Deter^ 
minante C identisch verschwindet. Wenn dies eintritt, ist jeder Kegel- 
schnitt des Büschels ein Geradeupaar, also auch fmmQ und j = 0. 
Es würden alsdann auftreten die Gleichungen Z(,, Oj, -|-2£„(i,|-j — =0 
und Ai,bn -J- 2^|,&jg -j- -- ■ ^ 0, deren erste aussagt, dass die Spitu 
von 5=0 auf /"=• Hegt, während sufolge der zweiten die Spit« 
Ton /■= auf 5 => liegt. Uebrigens sind wieder zwei Unterfälle 
möglich : 

a) Die Spitzen von f = und g ^ Q sind verschieden , die 
Kegelschnitte des Büschels bilden Geradenpaare, die eine Gerade ge- 
meinsam haben; es ist also f(XfX) von der Form ra-.Vg, g(x,r) voo 
der Form r„ ■ w,. 

b) Die Spitzen von f'=-Q und ^ => fallen zusammen. Sind 
Ci, Cf, Cf die Coordinaten der gemeinsamen Spitze und setzt man 
3^ = yi + Ac,, »( "■ y» + A<i, ij "= A(^, wobei Cg von Null verschieden 
sei, so verwandelt sich f(x,,x^,Xi) in f(^yi,yt,0), g{Xf,Xf,Xi) i» 
SO/ti Vf 0), denn f{e,y) und g(c,y) verschwinden identisch znfolge des 

1) Darch SobatitutioD der dreifachen Wurzel 1,, welche infolge '¥,,"(X,)''9 
den Weiih besitzt ^i = -^. in (14a} und (8) in S 13 erh^t mui die BelatioDcn 
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ümatandes, daaa c,, c,, c^ die Coordinaten der gemeinB&men Spitze 
sind. Ea werden nunmelir f und g binäre Formen, und zwar stellen 
sie, BOwie alle £egelBchnitte des Büschels, Geradenpaare dar, die von 
demselben Centrum aoBgehen. Infolge der Identität der Spitzen sind 
natürlich die Grössen An den Bik proportional. 

Kobren wir nunmehr zurück zn der S. 131 aufgeworfenen Frage, 
ob die Gleichung eines jeden Kegelschnitts K, der durch die vier 
Schnittpankte a, ß, y, ä von f'=0 und J = geht, in die Form 
gebracht werden kann Xg — /'— 0. .Um dies nachzuweisen, fixiren 
wir auf K einen fünften Punkt e,, £,, e, und beBtimmen in der Glei- 
chung lg(x, x) — f(Xf ar) ■= den Parameter A der Art, dasa 

alsdann hat der Kegelschnitt f{e, s) ■ g(x, x) — g{s, «) - f{x, a;) = 
mit der Ourve K die vier Grundpunkte a, ß, y, S und den fünften 
Punkt e gemeinsam, fällt also mit K zusammen. Sollten die E^el- 
schnitte f und g eine der im Vorausgebenden unter II) und III) 
beschriebenen apeciellen Lagen haben , so stände in allen Fällen 
der Kegelschnitt K zu den Geradenpaaren, reap. zu g = in der- 
selben Beziehung, wie im Vor ausgebenden der Kegelschnitt f—0 
selbst, er würde also jedesmal durch die vier gemeinsamen Punkte 
von f und g gehen oder, was dasselbe aiiasagt, die Coefficienten seiner 
Gleichung würden vier in diesen Coef&cienten lineare Gleichungen 
befriedigen. 

Zum Schlüsse dieser Betrachtungen wollen wir noch bemerken, 
dass man sehr wohl die Frage aufwerfen kann, ob nicht die vier 
Schnittpunkte zweier beliebig gelegenen Kegelschnitte immer eine ge- 
wisse specielle Lage zu einander haben*). Diese Frage ist zn ver- 
neiuea, denn man kann stetB Kegelschnitte angeben, die durch vier 
ganz beliebig fixirte Punkte der Ebene gehen. Legt man nämlich 
durch die vier Punkte zwei Geradenpaare, waa bei der allgemeinen 
Lage der Punkte immer geschehen kann, und reprüsentiren gi ■- 0, 
(^1 KB die Geraden des einen Paares, ga^ 0, gi = diejenigen des 
anderen, so sind g^g^ — fig^t == und 5,?^ — vg^gt -= zwei Kegel- 
schnitte, die durch jene vier beliebig fixirten Punkte gehen. 

Nachdem im Vorhergebenden die Frage nach der Anzahl der 

1) Bei gleichseitigen Hjperbeln z. B. tritt eine solche epecielle L&ge auf, 
indem alle gleichseitigen Hyperbeln, welche durch dieselben drei Punkte gehen, 
als vierten gemeinsamen Pnnkt den Höhen Schnittpunkt des durch die drei übrigen 
bestimmten Dreiecke haben (vgl. den zu vorliegendem Paragraphen gehörigen 
Tbeil de« Anhangs). 
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Schnittpunkte erledigt ist, wollen wir nun sehen, wie viele gemein- 
aame Tangenten zwei Kegelschnitte beaitzen, und wie man die Coor- 
dinaten oder die Gleichungen der Schnittpunkte und gemeinsamen 
Tangenten findet. 

Wenn die Wnrzeln der knhischen Gleichung (4) von einander 
verschieden sind, beateben nach (9) för die Coordinaten ^W, i,'", y* 
(t — > 1, 2, 3) der Spitzen der drei in dem KegelscbnittbOschel ent- 
haltenen Geradenpaare die Identitäten 

(13) ViC-t,) =-i^ - 2A,.ff + i?G = ((,")», + f,W«, + f.««,}* 
(.-1,2,3). 

Vermittelst dieser Identitäten kann man F, B und G oder all- 
gemeiner Ti(A) durch die in den drei Gleicbungen (13) rechts steheD- 
den Quadrate anadrficken, näd zwar entweder mit Hilfe directer Auf- 
lösung oder kürzer durch Fartialbrucbzerlegung: 

Setzt man nämlich 
(15) *}^l!^\+-'/'S+J'aS = Ui (i = 1, 2, 3) , 

so wird 

'■*"•' V,(i) 1 — ii''» — 1, "^i — ;i, ' 

und hiermit ergiebt sieb der Satz: 

(17) Die Spitzen der drei in dem KegelscbnittbOscbel 
Xg — f=0 entbalteneo Geradenpaare bilden ein Poldreieck 
fOr jede andere Curve dieses Bflacbels. 

Enthält nämlich die Gleichung eines Eegeleehnitts nur die Quadrate 
der Veränderlichen, so ist derselbe, wie in § 4 und 5 gezeigt wurde, 
auf ein Poldreieck als Coordinatendreieck bezogen. 

Setzt man in der Gleichung 

(18) T,» - v.wl, ^'^ + r^ + r!^-J 

den Parameter X gleich Null und beachtet, dass 

(19) Vo(i) = B{X - AO (A - K;) (A - A,), 
so verwandelt sieb ^^(A) in F^ und man erhält 

(20) F = B(i,Aa U,* + isi, TJ* + X, -Ij V^^) , 

wofür man, wenn die Determinante A des Kegelschnitts /'-^O vod 
Null verschieden ist, auf Grund der Relation BkikfX^'= A aueb 
setzen darf 



pi) T-,; + 



. 'i'i 
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Bestimmting der Tier gemeinaamen Tangenten nnd Schnittpaukte. l'dQ 
FQr A => CO folgt aus (18): 

(22) . ^-d;* + p,'+f,'- 

Die Gleicliniigeii (21) und (23) filhren nun sofort zur Bestimmaug 
der gemeinaameu Taugenteo von F-^O und 6 =» 0, denn für die 
CoordinKten dieser Taugenten beateben gleichzeitig die Gleicbangen 

and ü,*+ I7,*+ D,* — 0, 




(23) Ur.l\:ü,-^}q^^:±y^-l:±y{- 



wobei fflr die üi die AusdrQcke (15) einzneetzen sind. Es treten 
hierbei nur Tier verscbiedene Werthsysteme der üi auf, da von den 
acbt an und fQr sieb mSgUcben Combiuationen der Vorzeichen in 

(23) je zwei fQr Ui'- U^: Üg Wertbe tiefem, die sieb nur nm den 
Factor — 1 aoteFBcbeiden. Wir kSnnen daber sagen: 

(24) Gb gibt im allgemeinen vier Tangenten, die zwei 
Eegelscbuitten gemeinsam sind. 

Die Erwägung, dass die Spitzen der drei in dem Kegelschnitt- 
büschel vorhandenen Geradenpaare ein allen Kegelschnitten des BÜBchels 
gemeiuBames Poldreieck bestimmen, fahrt darauf hin, in (16) an Stelle 
der willkürlicbeu Grössen u^, Uj, u, die Differentialquotienten 

is'(.'d-9i ('-1,2,3) 
einzufShren. Die Polare dea Punktes ^1 in Bezug auf den Kegel- 
schnitt g(x, x) -=• bat nämlich di« Gleichung 

i!>'(«i)'."'+ Ij'W," + T»'(«.)V» - oi" 

(.Bj, + (,(-)(,, + yoj,,_o. 

, 2, 3), 

Ersetzt mui fmdrerseita in (16) die GrSsaen Ui durch -of'(xi) = fi 
und berücksiclitigt, daea 
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(27) (,cY-(x,) + t«r(',) + y'Tfe) 

- J.H<"9'(«.) + l,"W{',) + '.«"»'(Ji)] , 
Bo erhält mao: 

(2«) - (/O,,,. ^ ''.« - i'!?ii + i'^i; + S'l^i.' • 

Aus (36) und (38) ergeben sich leicht die Gleichungen der auf das 
gemeiDsame Foldreieck ala Coordinatendreiecb bezogenen Kegelschnitte 
j; — und /* B 0, iodem sich (26) durch die Substitution 2 ^ oo 
verwandelt in 

(29) j7(x,i) = X,' + X,' + X,', 
während (28) fflr i = Übergeht in 

(30) f{x, x) — X, Xi* + AjX' + -l»^*- 

Bildet man aus (39) und (30) die drei Differenzen Kig — f ^ 0, 
80 ei^eben sich die Gleichungen der drei Geradenpaare, deren Spitsen 
nach der Definition der ÄusdrQcke Xi in (35) mit den Punkten Ui =^0, 
U, = 0, Ut = 0, also mit den Ecken des Poldreiecks zusammen- 
fallen. Man findet 

. (A. — A,)Z,» + (Ai - Aj)X,» — , 

(31) (-1, - l^)X^' + (A, — A,) V = 0, 
(A,-;,)Xi* + (A3-A,)X,»-0. 

Die Ausdrücke fär g und f in (39) und (30) föhren überdies 
dasu, in eleganter Weise die Coordinaten der vier Punkte zu be- 
stimmen, die diesen zwei Kegelschnitten gemeinsam sind, denn aus 

(31) folgt 

(32) X, : X, : ^ - VJ^^^i •■ ± Vh^^ ■■ ±Vk^^i- 

Um aus (32) und (23) die Verhältnisse der Xt, resp. u« (»^ 1, 2, 3) 
zu berechnen, leiten wir in etwas allgemeinerer Weise eine Relation 
ab, welche die Xi durch X,, X,, X, und gleichzeitig die Ut durch 
U„ Vt, Ug ausdrücken lehrt. 

Wir substituiren zu diesem Zweck in (16) an Stelle der will- 
kürlichen Verfeiderlichen Mj die Grössen «i + uffi tmd vergleichen an( 
beiden Seiten die Coefficienten tou ft'. Alsdann entsteht die Formel 

(88) -e).,.^w)-/i^+/^+^- 

Für X •=■ oo erhält man hieraus nach einer leichten Transformation 
die gesuchte Kelation: 
(34) u,a:, 4- MaXj + !(,*,-= (/,X, + PjX, + U,X,. 

Für bestimmte Werthe der Xi und variabele Ui ai«llt die linke 
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Seite dieser Relation gleich Null gesetzt einen Punkt dar. Wir denken 

uns nun fQr die Xi Wertbe eingesetzt, welche bewirken, dass die Xt 

die Gleichungen (32) befriedigen; alsdann erhält man 

(36) VA,- A, D, + V-lj-Ai P, + VÄT^^i P. — 0, 

und diese Gleichung ergibt, wenn man f&r die Ui die Werthe (15) 

einsetzt, entsprechend den verschiedenen Combinationen der positiven 

and negativen Vorzeichen, die vier Schnittpunkte der Kegelschnitte 

f(x, x) — und ff(x, x) = 0. Da zufolge (J5) und (13) 



Ui^ 



VC-F — 8i,.H + 1,.' ff) 



so kann mit Hilfe von V^'C-l,) — B{A, — A,)(ii — il,) und der ana- 
logen Werthe von M'„'{>lj) und M','(ij) die Gleichung (35) auch in 
die Form gebracht werden 

(37) (J,-J.)VCr-2i,if+V0)±(^- 

+ (*.- 



-y)/(F-2i,ir+ve) 



Ffir bestimmte Werthe der ut und variabele Xi stellt die linke 
Seite von (34) eine Gerade dar. Setzt man fEtr die «< Werthe ein, 
welche bewirken, dass die Ui die Gleichungen (23) be&iedigen, so 
erhält man die Gleichungen der vier gemeinsamen Tangenten von 
f(x, x)^0 nnd g(x, «) = in der Gestalt: 



(38) Yfi7.x,+Yrz^x,+yr:^x,-o, 

wobei die X« definirt sind durch (25). 



Allgemeine Eigensoliaften des EegelxoImlttbfiaohelB; 
die EegelaohnittBobaar. 

Zunächst mSge die Frage beantwortet werden, welchen Werth 
der Parameter X annehmen muss, damit eine Gurve des Büschels 

(1) lj(i,x)-fti,i)_0 
eine gegebene Gerade , 

(2) M, = «tjÄ, + Mjl, + «jS^ — 

berühre. Nach § 4 ist dies offenbar dann und nur dann der Fall, wenn 
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d. b. wenn 

(4) %{i) = F— 2!lS-\- X'O '= 0. 

Da diese Gleicbung vom zweiteD Grade in X ist, folgt; 

(Ö) In dem Bflscfael Xg — f^^O gibt es im allgemeinen 

zwei Kegelschnitte, die eine gegebene Gerade berühren. 

um aacb die Gleicbnng n=(i geometrisch zn deuten, geben vii 
davon aus, dasa nach (53a) in § 4 die Gleichung des Scbnittpunkte- 
paares der Geraden (2) mit der Cnrve (1) in variabelen Linieocoortli- 
naten v,, v„ v, dargestellt ist durch 

(6) v,weee(;;;)_^^-o. 

Diese Gleichung ist in X vom ersten Grad; bezeichnet man die 
Coefficienten tou A" und X* in ihr mit P und — Q, so entsteht 
(7) V,W = P-Ae-0, 

und es sind dann P — 0, Q » die Gleicbungea der zwei Schnitt' 
ponktepaare der Geraden (2) mit den Eegelscbnitten f^^O, resp. 
gmmiQ, Denn zu dem Wertbe Jl ^ des Parameters, für welchen 
Pi— 0, geh&rt die Curve /"«=• 0; zu dem Werthe J. = oo, Rlr welchen 
e =■ 0, die Gurre 5 = 0. 

Speciell für eiue der beiden Wurzeln ^l^ und X^ der quadratiscfaea 
Gleichung (4) geht das Schnittpuuktepaar über in den doppelt id 
nehmenden Bertlbrungspunkt, so dasa man setzen kann: 
(81 (P -•>.«-(!(,•,+».•, + »,».)' -F,', 

^' IP— i,« — (j,i;, + »,», + J,v,)'— F,'. 

Vermöge dieser beiden ßelatioiieii lassen sich nun P und Q »us- 
drQcken durch Fi* und F,*. Zerlegt man nämlich den Ausdruck 
r-JQ 
(1-1.) (1-1,) 
in zwei PartialbrBche, so entsteht 



-18 J — 1, 8 , P-1.8 

- 1.) ('-».)" (1, - 1.) (1 - 1,) "■" (1, - i,)(i - i,) " 



*• ■' a — 1.1a — 1.1 (1. — 1.1a — 1.1 T^ (1, - 1.U1 — 1.1 " w««=r 



(■») r:^lrih;-r>i;l-o. 

und die Form dieser Gleichung liefert unmittelbar den zuerst von 
Deaargues^), später auch von Gh. Sturm gefundenen Satz, den wir 
den Desargues-Storm'scben Satz nennen wollen: 

1) Desargues: „Bronillon project d'ane atteiate anx äf^nemeae dei m- 
coDtrea d'uD cotie aveo nn plan", PoHb 16S9, TerSffentiicbt in: „OenTre* de 
Deiaignei räuniea et aaalyi^B pu H. Foadra", Bd. I, S. ISöff., Paria 18M. 
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(11) Das Punktepaar, in welchem eine beliebige Curve 
dee Bflachels (1) eine gegebene Gerade trifft, ist harmonisch 
zu den BerühriingspankteD derjenigen beiden Cnrren, welche 
die gegebene Gerade berOfareo. 

llan kann diesen Satz auch in folgender Form ausaprecben: 

(12) Die Eegelschnitte eines BQschels treffen eine be- 
liebige Gerade in Pnnktepaaren einer Involution; die Dop- 
pelpunkte dieser Involution sind die Berührungspunkte der- 
jenigen zwei Cur Ten des Büschels, welche die gegebene 
Gerade zur Tangente haben. 

Fdr il ->= und A = oo ergeben sich aas (10) die Punktepaare, 
in denen die Curren /*— und jr ■== die Gerade (2) treffen, nämlich 

(Vi-\'y,)iy.-r,)SaTg^o. 

Das Doppel verhältniss tt des ersten Pnnktepaares zum zweiten 
ist nan 






woraus folgt ■ , ■ ^ — r^rfi ö'"^*!'*' ^B,u diesen Ausdruck ins 
Quadrat und f&hrt man für das Froduct und die Samme der Wurzeln 
Xi, A, der quadratischen Gleichung (4) die Coef&cienten ein, so ergibt 
sich die Beziehnng: 

(13) (o - lyB' - (a + lyFG = 0. 

Diese Gleichnis reprSsentirt, wenn k eine gegebene Zahl ist, die 
Bedingung, der die Coordinaten Ui einer geraden Linie genügen 
müssen, wenn die Gerade die Kegelschnitt« f und g so schneiden soll, 
dass das Punktepaar P mit dem Punktepaar Q das gegebene Doppel- 
verhältniss a bildet. Diese Bedingung ist für die ut vom vierten 
Grad, daher hat man den Satz: 

(14) Alle geraden Linien, welche die zwei Kegelschnitte 
f^ und ^ = so schneiden, dass die beiden Schnittpunkte- 
paare ein gegebenes Doppelverhältniss a bilden, umhüllen 
eine Curve vierter Classe. 

Für a ~= — 1 hat man ^ = 0, Das Verschwinden von H s^ 
also aus, daas die Gerade (2) von deu beiden Kegelschnitten f^O 
und jf = in zwei harmonischen Punktepaaren getroffen wird. Da 
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H in deo Ui Tom zweiten 6rsd iet, stellt H=0 einen Eegelschnitt 
dar, und man kann somit sagen: 

(15) Alle Geraden, welche zwei Kegelschnitte /"— nnd 
g =^0 in zwei harmonischen Panktepaaren treffen, nmhüllen 
einen dritten Kegelschnitt H-=0, den wir die harmonische 
Curve zweiter Ciasee nennen wollen. 

Dieser Kegelschnitt wird auch von denjenigen acht Geraden be- 
rührt, welche in den vier Schnittpunkten von f=0 und 3 = ab 
Tangenten dieser beiden Gnrren gezogen werden können. Constroirt 
man nämlich in irgend einem der Schnittpunkte die Taugente, etwa 
von f=Q, so schneidet dieselbe den Kegelschnitt /'-= in iwei 
znsammeufallenden Pnnkten; sollen unu die Schnittpunkte derselben 
Tangente mit g = harmonisch liegen zu diesem zuBammengerücktei 
Punktepaar, so muss einer der Schnittpunkte mit <; = in dieses 
Punktepaar hereinfallen. Dies ist nun wirklich der Fall, jene Tan- 
gente triSl daher beide Kegelschnitte in der That harmonisch. Das- 
selbe wßrde gelten, wenn jene Tangente an den Kegelschnitt j «= 
in einem der Schnittpunkte ron f='(i mit^^=0 gezogen worden wäre. 

Man kann ferner fragen, was eintritt, wenn das DoppelverhältnUs 
= ist, oder den reciproken Werth hiervon, 00, annimmt Bfr 
zeichnen wir die Schnittpunkte der Geraden u, =■ mit dem Kegel- 
schnitt f^'O durch und 1, ihre Schnittpunkte mit g=^0 durch 
2 und 3, Bo hat das Doppelrerhältniss a bekanntlich den Werth 

« -(W^§ü-i°-)l§' -° (^°> ■■" ^'""°'' "" t"»""«' " "" 

Punkte 2 bedeutet Dieses Doppelverhältniss ist nur dann Null oder 
unendlich gross, wenn einer der Abstände (20), (31), (21), (30) sich 
auf Null reducirt, d. h. wenn die Gerade die Kegelschnitte so triffl, 
dass ein auf f^O gelegener Schnittpunkt mit einem auf g-^O 
gelegenen zusammenfallt, wenn sie also durch einen der vier Schnitt- 
punkte beider Kegelschnitte geht Und ao oft auch umgekehrt die 
Gerade durch einen der vier Schnittpunkte geht, wird daa Doppel- 
verbältuiss gleich Null oder unendlich gross. Für a ■=> nnd a » 00 
verwandelt sich aber (13) in: 

(16) H*~FG'~ 0, 

und diese Gleichung wird daher erfQlIt fttr jede Gerade, die durch 
einen der vier Schnittpunkte geht, d. h.: 

(16a) Die vier Schnittpunk'te der Kegelschnitte /'«O und 
ß-=0 sind gegeben durch die Gleichung S* — FG •= 0. 
Zu diesem Resultate gelangt man auch in folgender Weise. 
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Die voreteheoden Beb-adLtangeii hatten zur Yoransaetzang, dasa 
die beiden Wurzeln l, und Aj der Crletchung (4) verschieden seien. 
Um auf den FM A, = A, näher einzugeben, ersetzen wir in der fDr 
ein beliebiges X und fSr alle Wertbe der vi bestehenden Identität 

{11) ^*W = -8^Vi +''-s^^i*'*-\ r Sc, **» 

die Grösse k dorch die Doppelwurzel A, nnd die Quadrate und Pro> 
ducte Vi', Dil),, ...»,' durch 6„, 6^, . . . ^, was nach (35) in § 8 ge- 
schehen darf. Alsdann wird die rechte Seite der letzten Identität 
gleich dem zufolge Yorbandenseins der Doppelwurzel verschwindenden 
Difierentialqnotienten ■■ .' ^^ ), während die linke Seite nach (7) und 

(8) übergebt in y,'6i, + 2y,yj6ij -\ \- y^'b^, also in g(y, y). Der 

auf der Curre l^g — /"=■ befindliche Berührongapunkt y liegt dem- 
nach gleichzeitig auch auf den Curven j = und f=-0. Nun ist 
aber die Bedingung fOr die Gleichheit der Wurzeln A, und A^ von 
^-—2^^-1-^*6 = ausgedrückt durch H» - FG — 0; die Er- 
füllung dieser Bedingung sagt daher ans, daas die Gerade u, ^ 
durch einen der vier Schnittpunkte von j/ ™ und f=0 hiudnrcbgebt. 

Dem Kegel schnittbüschel entspricht dualistisch die Eegelschnitt- 
schaar: die Gesammtheit aller Gurven zweiter Cl^sse, welche 
vier gegebene Geraden zu Tangenten haben. Sind diese die 
gemeinsamen Tangenten der beiden Curven ip(u, i() = and ^(u, u)»0, 
so stellt die Gleichung i,i> — ip = für alle möglichen Werthe des 
Parameters A alle m der Schaar enthaltenen Carren dar. 

Den bisher abgeleiteten Sätzen über Kegelschnittbüschel ent- 
sprechen solche über Schaaren; sie mSgen hier ohne Beweis erwähnt 
werden, da die Beweisführung die analoge ist wie bei den Büscheln. 

(18) In einer Kegelschnittscbaar sind im allgemeinen 
drei Punktepaare vorhanden. 

(19) Jede Gerade, welche nicht zugleich eine der vier ge- 
meinsamen Tangenten der Kegelschnitte ip(«, u) = und 
^{u,u)-=0 ist, wird von einem und nur eiuem der Schaar 
A^ — y aa angehörigen Kegelschnitte berührt. 

(20) Die drei Träger der in einer Kegelschnittschaar 
enthaltenen Punktepaare bilden ein Poldreiseit für jede 
Curve der Schaar. 

(21) In einer Eegelscbnittschaar gibt es im allgemeinen 

Sc,. 
1) Denn aua e^ = 16,j — a,^ folgt b^ — -j - ■ 

l}DBd«iring<r, VoilMongao. 10 
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zwei Curren, die durch einen gegebenen Punkt hin- 
durchgehen. 

(33) Die Tangentenpaare, welche man von* irgend einem 
Funkte an die Kegelschnitte einer Schaar legen kann, bilden 
eine Inrolution, deren Doppelstrahlen aas den Tangenten 
derjenigen zwei Curven der Scb&ar bestehen, velche sich 
in dem gegebeneu Punkte schneiden. 

(23) Alle Punkte, Ton welchen an zwei gegebene Curven 
zweiter Claase harmonische Tangenteupaare gezogen werden 
können , liegen aaf einem dritten Kegelschnitt; derselbe 
werde die harmonische Curve zweiter Ordnung genannt. 

Ton besonderer Wichtigkeit ist diejenige Eegelschnittschaar, bei 
welcher eine der zwei Gurren 9 = 0, ^ = aus dem im^iuären 
Ereispnnktepaar besteht; man spricht in diesem (in § 18 ausführ- 
licher behandelten) Falle von einer Scbaar confocaler Kegel- 
schnitte. Die zwei Gurren einer solchen Scbaar, die nach (21) 
durch einen beliebig gegebenen Punkt (y) hindurchgehen, schneiden 
sich in demselben rechtwinklig, denn nach (22) liegen die Taogenteo, 
welche in dem betreffenden Schnittpunkte y an die beiden Gurven 
gezogen werden köunen, harmonisch zu allen Tangentenpaaren, die 
von y an die Kegelschnitte der Schaar gelegt sind, sie sind also har- 
monische Polaren des der Schaar angeh&rigen Kreispunktepaars, stehen 
daher nach (28) in § 7 auf einander senkrecht. Auch kann man 
zeigen, dass die zwei, durch einen beliebigen Punkt y der Ebene 
gehenden Kegelschnitte der confocälen Schaar immer reell sind. Die 
Gleichung der confocälen Schaar hat nämlich die Form: 

(24) X^(u, tt) — fl)(M, m) -= 0; 
s 3 

ist hier 91(14,«)^ ^; ^f ggttjtit und setzt man Xuu — to« = y,i, 

s I 
so ist (24) gleichbedeutend mit ^ ^* ynUiUi ■- 0. FOr die Para- 
meter derjenigen zwei Curven der Schaar, welche durch den gegebenen 
Punkt y geben, bat man dualistisch zu (3) die Gleichung 

und diese hat, wie wir behaupten, stets zwei reelle Wurzeln. £b folgt 
dies aus Satz (4) in § 8, indem man in der Determinante (4a) in §8, 

auf welche sich der Satz bezieht, die Form ^ ^* ottUi«« ersetzt 
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s t 
durch ^ X* «f*M*"* + 2(y,M, + y,«, + y8W3)w4i iii*^ erhält alsdann 

sofort die Determinante (25). Dass die zwei den Wurzeln von (25) 
entsprechenden Gurren zweiter Glasse nicht imaginär sind, folgt dann 
daraus, dasB y ein reeller Funkt dieser Gurren ist. Wir können also 
sagen ; 

(26) Durch einen beliebigen Punkt der Ebene gehen stets 
zwei reelle Kegelschnitte einer confocalen Schaar, und zwar 
schneiden sich dieselben in dem betreffenden Punkte recht- 
winklig. 

Es wird in § 18 gezeigt werden, daas der eine der beiden Kegel- 
schnitte (so lange wenigstens die Schaar keine specielle Scbaar ist) 
stets aus einer Ellipse, der andere aus einer Hyperbel besteht. 

Für eine nicht ausartende Curve zweiter Glasse <p{u,ti) = be- 
stehen feiner die drei Punktepaare der Schaar iif)(u,u) — o)(m,m) = 
aus <o(u, u) •= und den beiden Brennpnnktepaaren (vgl. S. 113f.). 

Hieraus und aus (26) folgt in Verbindung mit (21) der Satz: 
(37) Die Winkel derjenigen Tangentenpaare, welche man 
Ton irgend einem Punkte P an die Kegelschnitte einer con- 
focalen Schaar, speciell auch an das reelle Brennpunkte- 
paar, legen kann, haben sämmtlich dieselbe Halbirungs- 
linie; dieselbe besteht in der einen oder anderen Tangente 
der beiden durch P gehenden Kegelschnitte der Schaar. 

Uach (23) liegen die Paukte y, von welchen an zwei gegebene 
Curveu zweiter Glasse harmonische Tangentenpaare gezogen werden 
k&nnea, auf einem Kegelschnitt. Auch dieser Satz liefert besonders 
interessante Resultate, wenn man als eine der beiden Gurren zweiter 
Claese das imaginäre Kreispunktepaar wählt, während die andere 
gegeben sei durch 



ip(u, «) = ^ ^ aaViUk = 0. 



Es müssen nämlich nunmehr die von einem Funkte ^ an 9: (k, u) => 
gezogenen Tangenten harmonische Polaren sein von to{u, u) = 0, also 
auf einander senkrecht stehen, so dass daher alle Punkte y, von 
welchen an eine Cnrre zweiter Glasse zu einander rechtwinklige Tan- 
genten gesogen werden können, auf einem Kegelschnitt liegen. Die 
Gleichung j;(£, z) <=> desselben wird erhalten, indem man den dua- 
listischen Ausdruck zu n-=0 bildet und beachtet, dass die eine 
Cnrve zweiter Glasse durch id(u, u) := gegeben ist; daher ergibt sich : 
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(29) 2x(!B, x) = (oj,a.js + a^m^ - 2a„<»ä,)a;i' + ■ ■ 

+ 2(o:g,(0ji + «sgMg, ~ ffMOij — «kOm)«!«» + ■ ■ .= 0. 

Man kann die Gleichung dieser Cur?e aach noch auf anderem 
Wege erhalten, wobei sich Qberdiee sofort zeigt, dass dieselbe ^en 
Kreis repräsentirt Aas (22) in § 11 folgt nämlich, doss die Gleichnng 
einer CurTe zweiter Glasse in die Form gebracht werden kann 

(30) v(m,h)=c-«)(u,i() + B-Bi — 0, 

wobei £ -= und £, i= die reellen Brennpunkte darstellen, e eine 
Constante bedeutet. Der Ausdruck %{x,x), gebildet fOr (30), besteht 
nun aus zwei Theilen, indem man %{x, x) zu bilden hal fQr c ■ ci(u, «), 
sowie far BB^. Der erste Theil wird, wie mau sofort sieht, gleich 
c • tp*; der zweite ist identisch mit dem Ausdruck fQr den geometrischen 
Ort aller Funkte, von denen nach den Brennpunkten B^O und 
B^ =- O.zwei zu einander senkrechte Geraden gezogen werden können, 
und dieser Ort ist, wie man aus der elementaren Planimetrie weiss, 
ein Kreis mit der Verbindungslinie der zwei Brennpunkte als Durch- 
messer, etwa ^■=0. Infolge dessen wird Xi gebildet für (30), von 
der Form c ■ rj),* + iC^O, und diese Gleichung stellt, da sie sich 
von £'■=0 nur um das Glied c-xp* unterscheidet, gleichfalls einen 
Kreis dar, welcher Überdies, wie die Gleichung des Kreises (43) in 
§ 10 zeigt, mit £' =— und somit auch mit /*(», u) — concentriach 
ist, MannenntdiesenKreiBj;(ar,a;)'=0 
den Directorkreis des gegebenen 
Kegelschnitts und kann somit deai 
Satz aussprechen: 

(31) Der geometrische Ort 
aller Punkte, von denen an 
einen gegebenen Kegelschnitt 
Tangenten gezogen werden kön- 
nen, die zu einander rechtwink- 
lig sind, ist ein mit dem Kegel- 
schnitt concentrischer Kreis. 

Besondere Beachtung verdient 
der Fall der Parabel, indem sich 
zeigen wird, dass hier der Direetoi^ 
kreis zerfallt in die nneudlich ferne 
Gerade und in die Directrix der Pa- 
rabel, unter Anwendung derselben Betrachtungsweise wie zuvor auf 
die Gleichung (30), in welcher jedoch nunmehr £j •— den unendlich 
fernen Brennpunkt der Parabel darstellen möge, erkennt mau, dass 



Vit.b. 
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in dieeem Falle x(x, x) — ■ in die tmendlich ferne Gerade, sowie in 
eine Parallele zu derjenigen Geraden zerföllt, welche darch den im 
Endlichen gelegenen Brennpunkt senkrecltt snr Axe der Parabel ge- 
zogen wird. Daes dieae Parallele die Directrix ist, ei^ibt sich ans 
dem umstände, dass die zwei ans dem Schnittpunkt D von Axe nnd 
Directrix an die Carve gezogenen Tangenten zn einander normal sind. 
Eine Sehne, die in S normal zor Axe steht nnd in P, P^ die Parabel 
schneiden möge, ist offenbar die Polare von D; denn der unendlich 
ferne Punkt dieser Sehne (als Fol der Axe) nnd B (als Pol der Di- 
rectrix) sind beide conjugirt zu Z)'). Andrerseits folgt ans der De- 
finition der Parabel PS-^PQ~= BD, i. h. das Viereck DBPQ ist 

ein Quadrat, somit -^ PDB — -J- B und PDF^ — B. Es gilt demnach 
der Satz: 

(32) Der geometrische Ort aller Pankte, von denen an 
eine Parabel zwei zu einander rechtwinklige Tangenten ge- 
zogen werden können, besteht aus der Directrix der Parabel 
und der unendlich fernen Geraden. 

§16. , 

EükfS&mng aweokmtUialger Ooordlnatemlreleoke in den Tsrsohledenen 
speolellen Fallen, welobe bei einem KegelaobnlttbÜBebel aufla-eten 
kOnnen. 

In dem allgemeinen Falle, in welchem die kubische Gleichung 
V^{l) •«■ nur rerschiedene Wurzeln besitzt, hatte sich nach § 14 
als zweckmäsBigstea Coordinatendreieck das durch die Spitzen der 
drei in dem KegelBchnittbfiBchel vorhandenen Geradenpaare bestimmte 
Dreieck erwiesen; dasselbe war zugleich ein Poldreieck für alle Curren 
des BDschels. Bei Einfahrung desselben erhielten die Gleichungen 
der Curren /*— e und ^ — des Bflschels i.g — f^O die ein- 
fache Gestalt*): 

Sobald DOD aber die Gleicbong Vo(l) «> eine doppelte oder 
dreifache Wurzel besitzt, fallen zwei Ecken des zn Grunde gelegten 
Poldreiecke zusammen, nnd es rerlieren Dberbanpt viele Entwickelni^en 
in § 14 ihre Giltigkeit. Zur n^eren Untersuchung dieses Falles ist 
es Tortheilhaft, die zur vielhchen Wurzel gehdrigen Portialbrücbe 

1) Dies gilt Obrigena für jeden Kegelwhnitt, nicht nur fQr die Parabel. 
8) Vgl (80) nnd (SS) in S 1«- 



Digilizodby Google 



150 II- AbichniU. § 16. 

Ton ~~r zu bestimmen. Es besteht min Bach (7) in § 13 die Relation 

® ' o(::)-(:)(:)-(:)'. 

wobei die v,- (i >= 1, 2, 3) ganz beliebige QrSBsen bezeicbnen und 
H'oW^^ + CciiCsjCm) ersetzt ist durch C. Aus (2) folgt, di 

- - ''■W' '*''• 



(3) 



■>,(') w Vf.»; 



So lange wir annuhmen, dass niclit alle Unterdeterminanten Ct 
in C Tfirsehwinden, kiJDnen wir uns zunächst die Vi so bestimmt denken, 
dass ffir eine e-fache Wurzel l^ (e -= 2 oder 3) der Ausdruck 1 ) 
bei völliger Willklirlichkeit der Vt nicht verschwindet, mit andern 
Worten, dass ("] keinen Factor l — A, besitzt*). In Folge dessen 



wird nur der Term — i—- Partislbrüche Teranlassen, die s 



■ Wnnel 



ii gehören. Bekanntlich ist die Geaammtheit derselben, wofern 



»tr 



(4) 



gesetzt wird, repräsentirt durch: 



(i - IJ » ■ 



V^<) 



(6) 



[!/•] 



^ + 






(i-i,)- ' (i-i,)'-' ' («-1)1(1-1,) 

Führt man daher die Bezeichnungen ein: 

(6) m..^- ü">, [|?]^__ - n'->, I [^^_^^ - u'», 



1) Maa kann bebpielgwaite einer der GrSssen r den Wertb 1, den heiin 
anderen den Wertb Null ectheilen, nnd iwar kann diea anf drei Arten ^ewdietfii 
je nachdem v, oder r, oder c, gleich 1 geaetit wird. Aber eme dieser dni 
HOglicbkeiten fOhrt st«U mm Ziel, denn wenn diea nicht der Fall w&re, wflrd-i 
ßr jene Doppelwnrzel 1, die UnteTdeterminaDtoii (7,,, C„ nnd C,, vencfawiiiJi'S 
und da fflr 1 — ' I, auch C — • 0, ao wQrden alle UnterdetermioaDteu C^ ^'' 
iCbwicden, was aua^eBchloBsen war. 
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SO erhält man für ^^, j« Dachdem e — 3 oder e =• 3, die Darstellung: 

^ -^ *, W ~ (1 - 1,)' '•' l--!! "^1 — z,* 

oder diese andere: 

'^ Vo(l)""(l-l,)'*''" (1- li)'"*" "1-1, " "' 

Darin sind £7*'', t/"'*', U^* lineare homogene Functionen der «(, 
die darch (4) und (6) definirt sind, während Ug mit dem bereits 
frOher aufgetretenen und ähnlich bezeichneten Ausdrucke (15) in § 14 
tibereinstimmt. 

Ist die Grösse Jlj eine Doppelwnrzel von ^(,{i) ^ und gleich- 
zeitig für beliebige Werthe der Vi eine einfache Wurzel Ton ("j = 0, 
so liefern die beiden Terme in (3) PartialbrQehe mit dem Nenner 
l — X^-y ferner sieht man aus (2), da«8 in diesem Falle A, auch ein- 
fache Wurzel TOD ( 1 •= ist. In Folge dessen lässt sich der Factor 

A — Hl in Zähler und Nenner von - - ^--r- zweimal wegbeben, so dass 

"■(:) 
. (::) . 

alsdann dieses Glied, ebenso wie f— r > ^^"^ Nenner den Factor A — A, 

nur noch einmal besitzt. Durch Partialbruchzerlegung ergibt sich 
daher jetzt eine Gleichung von der Gestalt: 

*■ ' VbCI) ""l — 1, "r"! — 1, '1 — 1,' 

wobei 

(10) ü'" 



(1 - 1.) » 



-».)' 



Der Fall, daaa eine Doppetwurzel A, von ^q{X) ^ aach Doppel- 
Wurzel von ( ) "^ ist, kommt nicht in Betracht, da alsdann der 
Factor A — X, in der rechten Seite von (2) Tierfacb, somit in ( 1 
ein&ch enthalten sein müsste, es wäre ( ) für beliebte u< und Vt 
theilbar durch A — A„ d. h. die Coefficienten an des Eegelschnitts 
f{x,x)='0 wären proportional den Ooefficienten bn, tod ff{x,x)^Oy 
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beide KegelscIiDitte somit idestiBcli und Oberhaupt kein Bflscbel Tor- 
buiden. 

Der letzte m&glicfae Specialfall wäre endlich detjenige, bei welchem 
der Factor A — Aj in Vf,(i) znr dritten Potene erhoben vorkommt und 
fiberdieB in ("), also anch (wie oben) i» ( ), ein&ch enthalten ist 

. ' er 

Nun läast sich der Factor X, — X, in Zähler und Nenner von — ;- 

O 

zweimal wegheben, ao dass alsdann dieses Glied im Nenner noch den 
Factor (A — il,)* besitzt. Setzt man 

<"' ^-,"7=^\' '^"-i"^-'" '""-PaLv 

V^^' 

Bo erhält man fQr ^ die Darstellnng: 

'■ ^ %H) " (1 — 1,)" "•" 1-1, "^l — l,' 

Der Fall, dase eine dreifache Wurzel von T(,(<1) ^ 0> zugleich 
Doppelwarzel von ( ) ^ wäre, kommt nicht in Betracht, da bereit« 
der Fall einer in \J='0 zweifach enthaltenen Doppetwurzel von 
Vo(A) -= anszDBchlieBsen war. 

Abgesehen von dem allgemeinen Falle, in welchem die Wurceln 
von H'g(il) von einander verschieden sind, haben wir also vier specielle 
Fälle zu onterscheiden, die wir nochmals kurz ztuammenstellen und 
mit den in § 14 mit IIa, IIb, Illa, Illb bezeichneten Fällen ver- 
gleichen, auch mit denselben Mummern bezeichnen wollen. 

IIa) Fflr die Doppelwurzel X — l, von %(X) = bleibt (^ »od 
Mull verschieden, es liegt daher der Fall IIa) in § 14 vor, die E^l- 
schnitt« des Bfischels berühren sich in einem und demselben Punkt, 
und die gemeinsame Tangente ist eine Gerade des Paares i^g — f=fl 
Man hat nach (7): 

/IT ^ ÜJ.W P'"^'" I gf^"f/*" , P.' 

""' V,(i)"°(i- i,)'"'" (1 — 1,) "^'i — 1,' 
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Illa) Für die dreifache Wurzel l-^l^ von \(1L) — bleibt Q 
TOD Nall verBchiedeD, es liegt daher der Fall IHa) ia § 14 vor, die 
Kegelschnitte des Baschels osculirea sich und Echneiden aich noch in 
einem vierten Punkte. Man hat nach (8): 

^^"''^ %W = (T^Tij. + ^V^^rjj^ + HTt; 

IIb) Der Factor A — Aj ist in ^(Jl) zvreifach enthalten, in (") 
einfach, und zwar bei willkürlichen Werthen der Grössen Vi; es ist 
daher 

F-2LH + l,'6 = (") = 0, 

mithin liegt der Fall IIb) in § 14 vor, zwischen den Kegelschnitten 
des BOschels findet doppelte Berührung statt Man hat nach (9): 

^ -^ f.W~ 1-1, "•" i-i, +1-1,' 

Illb) Der Factor A — A, ist in ^^{i.) dreifach enthalten, in (^) 
einfach, und zwar bei willkürlichen Werthen der Grössen v«; es ist 
daher 

F-^X.H+X^G^i") =0, 

' ' ' \vn=-i, ' 

mithin liegt der Fall lUb) in § 14 vor, die Curven des Büschels 
haben vier zusammen&llende Funkte gemeinsam. Man bat nach (12): 

nr,^.^ V. (1) &■'"(.-<" , „ü("[7<»> , Ü^t/W 

(III b) ijT^jj = (T=^,7 + ^T^^ + T^^ ■ 

Wir haben nun noch die den eben angegebenen speciellen Fällen 
entsprechenden Darstellungen der Kegelschnitte f^O und g ~Q m 
Funktcoordinaten zu ontersuchen. 

Zuvor wollen wir noch eine Formel ableiten, die im Folgenden 
mehr&ch zur Anwendung kommt und sich auf die Determinante (') 
bezieht, welche aus ( ) dadurch hervoraeht, dass man Uj ersetzt 
durch ffi ""ö'ff'C^O- Multiplicirt man nämlich die drei ersten Tertical- 
reihen von r 1 resp, mit V . V i y nnd snbtrahirt sie von der vierten, 
und verf&hrt man hierauf in gleicher Weise mit den Horizontalreihen, 
ao ergibt sich die Identität 

(13) - i'{p -(/•+'«)• nW-iP • 
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Betrachten wir nun den Fall (IIa) (einfsche Berührung). ' 
Analog dem Verfahren, welches beim altgemeinen Falle benntzt 
wurde^), ersetzen wir in (IIa) die Veränderliclien m durch die Düfe- 

rentialquotienten 'z9'{^i)™' 9* (*^='l)^i3) '^°<^ erhalten, wenn die 
Termßge dieser Substitution aus C^(*>, 17^'', U^ hervorgeheaden Aas- 
drücke reep. durch X^, X^, X^ bezeichnet werden; 

(14) - (p : T.W - j,#;y, + 2^1^^ + ,-5;_. 

Der Gnrnd, weshalb die aus C' und 17'*' hervorgehanden Aus- 
drucke gerade mit X^ und X, beseichnet wurden, liegt darin, dass die 
Relation 

(15) «.«. + «,x, + UtXt = Ü^^Xi + PWX, + DgX, 

erfüllt werden sollte. Dass diese nun erfQllt ist, zeigt man ähnlieb 
wie bei (34) in § 14 auf folgende Weise: Man ersetzt in (IIa) k, 
durch Uf -|- y^Qi and vei^leicht beiderseits die CoefBcienten von ft', 
wodurch sich ergibt 

hierbei ist für ^^(A) der Werth 5(A — X,)»(A — A») subatituirt, den 
dieser Ausdruck im gegenwärtigen Falle annimmt. Für .1 ^ od erhilt 
man alsdann die Relation 

- 0^.' ^ - p»)x. + mx, + u,x„ 

deren linke Seite mit «,x^ -|~ "s^ ~l~ ^^s identisch ist, wie leicht ein- 
tuaefaen; hiermit ist die Beziehung (15) erwiesen. 

Entwickelt man auf der rechten Seite von (14) verm&ge der Formela 

nach absteigenden Potenzen Ton A, so ergibt sich 

- «■© - l'.W I V(l +T- + • ■) + 22,X.(l + i, + ¥ + • ) 



und hieraus durch Teigteichung der CoefBcienten von A* und A* 
Rücksicht auf (13): 

, j, = 2X.X, + V, 

I /■-x,> + 2i,x,A', + ;,x,'. 

1] Vgl. 8. 139. 
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Die GleichuDgen dieser beiden Kegelsclmitte in LiDieacoonlinaten 
erhält man ans (Ha) darcli die Sabstitutioii A — > 0, resp. 1 a— oo in 
der Form 



(18) 






wob«i sich auf Grund der Relation BAj'ilg -=3 A die zweite Gleichiug 
auch ersetzen läset durch 

(18.) i . . . 

Ferner erhalt man 

^ ' \i.9-f- 2a. - «ox.x, - X,; 

woraus hervoi^elit, daes X^ = 0, Xg ■= die Coordinaten des gemein- 
samen Berührongspanktes aller Eegelscbnitte des Bächeis sind, während 
ftlr die Coordinaten der zwei übrigen Crrondpankte des Büschels die 
Proportionenreihe Geltung hat: 
(20) Z. : Xj : Xj - 1 : 2(is - A,) : + ^Yx^^^. 

Aus (17) und (18) ersieht man auch, dass X, ^ die Gleichung der 
Tangente des ge- 

meinschaftlicben j.^^ 

Beruh mngspunk- 
tes ist, sowie dass 
die Gerade X,^0 
harmonisch liegt 
zu X^ •= und 
zu dem Geraden- 
paare A^^r — /"—O, 
welch letzteres die 

Verbindungs- 
linien des Berüh- 
rungspunktes mit 
den beiden ande- 
ren Grandpunkten 
des Büschels dar- 
stellt. Die Gerade 
X, ^=0 schneidet 

den Kegelschnitt j; ^ in dessen zwei Berührungspunkten mit den 
Seiten X, — und X, =c des Coordinatendreiecks (Tgl. Fig. 6). 
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Im Falle (lüa) (Osculation) ersetzt man die durch die Sub- 
stitution Ui = y9'(^) *"b t/"*, D^'', C" hervorgehenden AuadrOcke 
resp. durch X^, X^, X^ und erhält hierdurch 

(21) - f^) ■ V a\ = -^^1~ + -^-^ + ^^il+A^.^ . 

^^'■' V • ^°^*-> (1 — 1.)= ^ (r- 1,)' ^ i - 1, 

Auch hier liegt der Grund dieser BezeichnuDgsweise darin, dass die 
Relation 

erfüllt werden soll, deren Bestehen in gleicher Weise wie im zuvor 
betrachteten Falle nachgewiesen wird. 

Man könnte auch jetzt wieder die rechte Seite von (21) nach ab- 
steigenden Potensen von A entwickeln nnd würde nach Unltiplicatioo 
mit X' durch Vergleichen der CoefScienten von A* and A' mit RQck- 
eicht auf (13) die Gleichungen der Eegelscbnitte f und g, bezogen 
auf das Dreieck 2,, X^, Xg, erhalten. Eine andere Methode hierfür, 
die auch in allen Fällen zum Ziele fQhrt^ ist folgende. Aus (13) nnd 
(31) ergibt sich ^r den jetzt betrachteten Fall 

-X'B\X,- + 2X,X,(i - X,) + (X,' + 2X,X,)CJ-1,)'|, 

woraus man durch Vergleichen der CoefScienten von k* und A' und 
nach Divieion durch B erhält; 

(22) I f-%l,g — 2X,X, - 21,X,' - 41,X,X,, also 
I /■— J,2,' + 2J,Z,X, +2X,X,. 

Femer ist 

(23) l,g-f 2jq,X,. 

Die Gleichungen iu Liniencoordinaten werden: 

i _ f;<>i £/!') + 2 Iß» v«i 



(24) 



F i/WpW »g">pl" 
oder auch 



. p<" £/<" — 2i, i/m ü<'> + A.'itri» ißi + 2m" u'")- 
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Hier ist ü^'^ = die Gleichung des allen Kegelschnitten dea 
BfiBchela gemeinsamen Osculationspunktes, ^ <^ die gemeinsame 
Tangente; Ipi = O' ist die Glei- mg. ,. 

chung des vierten Scbnitt- 
pnnktes, X^ — > stellt die in 
demselben an ^ =■ gezogene 
Tangente dar; ^ == ist die 
Gleicbnng der gemeinsamen 
BerQhrnngBsehne (vgl. Fig. 7). 

Nachdem die Fälle (IIa) 
und (Illa) im Vorhergehenden 
aasführlich behandelt sind, geben 
wir bei (üb) und (Illb) nur die 
Resultate an. 

Sind im Falle (IIb) (dop- 
pelte Berührung) Xi,5j,^ 
die AusdrOcke, welche aus £/">, 
[/(*', üt TermSge der Substi- 
tution u, BS -g'(Xi) hervorgehen, so erhält man die Gleichungen der 
Kegelschnitte f^O und ^ = in der Gestalt 

j f-i,{X,- + X,') + l,X,- 
\g-X,' + X,'+X,'; 




(26) 
femer wird 






A,) W + X,^ 



(27) 



I = pol n'" + (71« ü"> + n,'. 



Hier stellt X, ^ die Terbindangslinie der zwei gemeinaamen 
Berührungspunkte dar, während die Coordinsten dieser Punkt« zu be- 
stimmeD sind ans X, : X^ »= +]/ — 1, X, ^ 0. Die Auflösuni; dieser 
Gleichungen erfolgt wieder am einfachsten vermittelst der Identität 

«.a:, + «,«, + u,x,- Ü'''X, + ÜI'IX, + U,X„ 
so dass 

i?" + >'— 1 po" — 0, u« - y^^ n"> — 

die analytischen DaretelluogeD der Berfibnmgspunkte werden. 
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Im Falle (Illb) (vier zuBammeDfallende Punkte gemeinBam) 
ersetzt man die darch die Snbstitiitioii m^ ^ -o"?'(**) ^"^ ^*''» '^j ^'*' 
berrorgehenden AnadrQcke reap. durch Xg, X,, X^. Aladann findet man 

t2^> U«2X.X. + V, 

(29) X^g-f=-X^, 

i", 

(30) j fl- — 2 ü"' P<«) + I7'»> m 

[ j Aj f/('l m + /i*(2 P'» f7(») + D-(») E7<«). 

Hier ist X, ^ die Gleicbung der Tangente des gemeinssmen 
BerQhrnngspnnktes U'-^^ = 0, X^ « irgend eine durch dieeen Punkt 
gehende Gerade, X^ = die Tangente des Kegelschnitts g ^^,0 jd 
dessen zweitem Schnittpunkte mit X, -q 0. 

§ 17. 
GeometeiaDlie Deutung einiger algebraiBOlier Formen. 

In den vorhergehenden Paragraphen dieses Abschnitts wurde haupt- 
sächlich untersucht, welche Eigenthtlmlichkeiten in der Lage der beides 
KegelBchnitte /'— 0, g^O gegen einander auftreten, wenn die Glei- 
chong To(A) ■=< mehrfache Wurzeln besitzt. Die folgenden Betrach- 
tungen sollen zeigen, welche geometrische Bedeutong es hat, wenn die 
Goefficienten 6 und H dieser Gleichung und einige andere damit eb- 
sammenhöngende algebraische Formen rerBchwinden*). 

Wir gehen aus von den Gleichungen in Liniencoordinaten 

F = ^„ V + 2^.,«.«, + ^„ V + 2A,,u,u, 

+ 2J„«,«, + -4„V = 

G = B„ V + 2£.,«,«. + BaV + 2B,,u,u, 

+ 2B^f.,«, + B„«j»-ü 

fflr die Kegelschnitte f{x, x) *= und g(x, x) •= 0. Es ist alsdiso 
die Determinante A von J^-=0 gleich A*, wenn A die ans den fti 

1) Hau vergleiche waab die von Herrn Oundelfinger gegebene Datstellaag 
in § 8 des dritten Suppletnentei Eur dritten Anflsige von Hesae'i „Vorlaanng«» 
tlber analytiiche Oeometrie de« Ranmes", 1876. 



(1) 



DiBiizodb, Google 



TJmformoDg fandunentftler Covarianten deB BagoheU. 159 

gebildete Determmonte bezeichnet, und jede Unterdeterminante A(t 
des ElementeB An in A ist gleich Aau. Analoges gilt fQr den Kegel- 
schnitt — ■ 0. Setzt nun 

I — nA^i + vB„ — (lAif + »£„ — (iAit + vSti ^1 

(2) _ ~^^" + *'^»» ~I^A%-\-^^ — f-^is + v-Bi» ** 

I — f* Ai + "-Bji - fi^si + vBjj — ^^M -\- vB^ x^ 

1 ^ a^ a^ 

= ftVo + 2/»»'J'i + vVi 
and vergleicht man diese Determinante mit dem analogen Ausdruck 
in (4), resp. (9) in § 13, so erkennt man anter RQcksicht auf die 
eben erwähnten Determinantenrelationen, dass 

(3) n — M, y, ■=-»?, 

dass ferner y^ gegeben ist durch 

(4) 2n = (a, \i\,x* + 2(a, 6)„a:.a^ + (a, b)„V + 2(0, b)„%a:, 

wo 

(a, 6)„ = ^B„ + ^33B„ - 2A^^B^,, 
(a, b)i, = ^,Bsj + -las^w — ^M-S« — -^.»-Bm. 
während die übrigen (a, b),t Auadrücke bedeuten, die ans den hier an* 
gegebenen durch cykliacbe Vertauschung der Indices hervorgehen. 

Der Kegelschnitt y^ = (i entspricht daher dualistisch ^ ■=■ in 
§ 13 und § 15 und ist nach (23) in § 15 der geometrische Ort aller 
Punkte, von welchen an i^^O und G = zwei Paare zu einander 
harmonischer Tangenten gelegt werden können. 

Wir wollen nun der Determinante (3) eine etwas andere Gestalt 
geben. Zn dem Zweck stellen wir A und B als Determinanten vierten 
Grades ^ + (o^ o,, a^ o^J -^ + (6„ fcg, 6„ Ä^J dar, indem wir 

<*« "^ ^M ^ 1 '"i*^ 'hi ^ fty* "■ 
setzen, sobald einer der beiden Indices y und S {y^S) gleich vier 
wird. Alsdann erhält man durch Multiplication der Gleichung (2) 
mit der Identität 

2 ± (On ÖM «M 04i) -^ ± f*»l ^" *" *") = ^-^ 

nach zweimaliger Anwendung des Multiplicationstheorems der Deter- 
minanten das Ei^bniss, daas der Aosdrnck 
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«a„ + Ji„ «n,, + lb„ »0,, + «J„ 


/; 

f, 
f. 



(6) 

= xMff + 2xXx + i*ßf 
durch die Substitution x <= v£, i — fi J. flbergelit in 

Vr. + 2).v^, + «VO^s. 

und dasB daher das System von Gleichungeo besteht 
(6) Yo^-^f, 71=- X, Yi'^Bg 

(vgl. Übrigens (3) und (4)). 

Den Functionen }>,, sowie Ag und Bf läsat eich eine Geatali 
geben, aus welcher man ohne Mühe die besonderen geometrischen Be- 
ziehungen ableiten kann, die zwischen f^O und 5— =0 eintreteu 

wenn einzelne Coefficienten der Potenzen von X in x, ~h (''11 <^ <»' 
rerechwinden. Wir setzen, um hierauf näher einzugehen, in der Deta- 
minante (5) den variabelen Parameter x = — 1 und addiren die reip. 
mit Xi,Xf,Xg multiplicirten drei ersten Verticalreihen sämmtlich tni 
letzten Verticalreihe, so daas sich mit Anwendung der bereits hOiia 
definirten Bezeichnung ergibt: 



Ag - 2).x + l'Bf. 



-'(?)- 



9-2 ± (Cii <^« O 
gll'B- 



Nennt man •FCffif^ijffa), H(?i,ffg, J3) etc. die Ausdrücke, welche 
aus F, B etc. vermöge der Substitution «(■=> -^ j)''(l() —ji hervor- 
gehen, so entsteht durch Vergleichung entsprechender Glieder anl 
beiden Seiten der letzten Identität: 

('«) Bf--2H{g„g„s,) + 3eg, 

(7b) 2z F(p„g„g,-) + 3Hg, 

und hieraus durch Vertauschung der on mit den bn: 
(8a) Äg--2B(f„f„f,) + 3Hf, 

(8b) 2i — e{r„n,f,) + 3er. 

Es sind aber gu9t>9i '^'^ Coordinaten der Polare eines Pnn^ 
X in Bezug auf den Kegelschnitt g^O, und da F(u, u)— Odi^ 
Gleichung tod (•=••0 in Liniencoordiuaten bedeutet, so stellt di' 
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Gleichnng f(?i,ffs,Ä)='0, welche die x als Variabein enthält, den 
geometrischen Ort derjenigen Pnnkte dar, deren Polaren in 
Bezog auf ^ = zugleich Tangenten von F=0 sind. Ana- 
loge Bedeutung hat G(,f„ft>ft)'~0. 

Ebenso folgt, dasa -ff(ff,, ?»?,)= 0, resp. S{fufi,fi) = 
der geometrische Ort derjenigen Punkte ist, deren Polaren 
in Bezug auf ff = 0, resp. f^O zugleich Tangenten von H 
sind, d. h. deren Polaren in Bezug auf g ^0, resp. f=0 die 
beiden Eegelschnitte f und g in harmonischen Punktepaaren 
treffen '). 

Unter der vorläufigen Annahme, dass die Determinanten A und 
£ nicht verschwinden, wollen wir nun die geometrische Bedeutung 
von 6 = untersuchen. 

Aus (8b) folgt, dasB für 6=0 die Kegelschnitte G(fi,f»,fa)-=0 
und x=^0 identisch werden, d. h. von jedem Punkte x, dessen Polare 
m in Bezug auf ^— die Curve g '^ berOhrt, lassen sich alsdann 
gleichzeitig an f und g zwei Paare zu einander harmonischer Tan- 
genten legen^. Ein jedes solches Tangentenpaar, das an ff<=0 gelegt 
ist, bildet nun zusammen mit der Polare m ein dem Kegelschnitt 
gm^O umschriebeoeB Poldreiseit von /*■» 0. Man hat also den Satz: 

(9) Wenn 6 verschwindet, können dem Kegelschnitt £r=-0 
unendlich viele Poldreiseite von /■=0 umschrieben werden. 
Die Ecken aller dieser Poldreiseite liegen auf dem Kegel- 
schnitt GCA-Zs-A) — 0- 

(10) Und umgekehrt: Ist die Curve g-=0 irgend einem be- 
bestimmten Poldreiseit von f'-^O eingeschrieben, so wird 
6 = 0. 

Die Coordinaten Xt einer beliebigen Ecke eines solchen Poldrei- 
seits erftlllen nämlich die Gleichungen z — nnd Q{ft,fttfs)^% 
somit wegen (8b) auch Qf-=Q; da aber die Polare des Punktes x in 
Bezug auf f =• nicht durch diesen Punkt hindurchgehen soll, können 
seine Coordinaten nicht /* =^ erfüllen, sondern muss 6 verschwinden. 

Eine zweite geometrische Bedeutung von 6 = folgt aus (7 a}. 
Diese Gleichung zeigt, daas för 6 =■ jeder Punkt p von f^ gleich- 
zeitig dem Kegelschnitt H{g^, g^, g^ -^ angehört, d. h. dass p ein 
Punkt ist, dessen Polare in Bezug auf c; >= die beiden Kegelschnitte 
f und g in zwei harmonischen Ponktepaaren p,, p^ und a,, s, schneidet. 



1) Znfolge der in % 16 abgeleiteten Bedentnng des Eegelachnitts B—0. 
3) Hit BerückdobtignDg der geometrijchea Bedentnng der Kegelschnitte 
7, ^ I — und Q[ft, fttft) = 0. 

Onndalflngsr, VDrlmuig«). 11 
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Offenbar bilden die drei auf dem Eegelscbnitt f gelegenen Punkt« p^, 
PiiPa ein Poldreieck von 3 = 0, denn die Polare des Panktes ji, in 
Bezug aof g musa sowobl durch den Pol p der Geraden PiP^ bin- 
durchgehen, ala ancb durch den vierten harmoniacben Pnnkt su p,, 
Kj,%, d. i. Pi, und analoges gilt von der Polare dea Punktes p^, sie 
fallt mit j}j>, znsanunen. Man kann daher den Satz auaaprechen: 
(U) Wenn 6 rerschwindet, geht der Kegelschnitt f(x,x)*=(i 
durch unendlich viele Poldreiecke von G^(»,«)'"0. Die Seiten 
dieser Poldreiecfce berühren aämmtlicb den Kegelschnitt 

Umgekehrt kann man auch zeigen: 
(12) Wenn von zwei Eegelachnitten f-^O und Cf — der 
eine {f-^ 0) durch irgend ein Poldreieck dea anderen gebt, 
verschwindet 6. 

Die Coordinaten Xi irgend einer Ecke p des Dreiecks pp,Pi genügen 
nämlich nach der Voraussetzung den zwei Relationen 

r=0, H{ff„g„g,) = 0, 

und somit wegen (7a) der Gleichung Qg = 0. Da die Gerade PiP. 
nicht durch p gehen soll, kann der Punkt p nicht auf j; >= liegen, 
sondern muas 6 veracbwinden. 

Wir wollen unter Benatzung einer von Herrn Roeanea einge 
fahrten Bezeichnting') sagen, dasa im Falle 6 ■=> die Kegelschnitte 
f'=0 und Cr = conjugirt liegen*). Diese Bezeichnnngaweise ist 
äusaerat zweckmäasig, zumal die Relation B^^O in dem besonderen 
Palte, dass die Bn die Coefficienten einer ein Paar von Punkten y,: 
darstellenden Gurve zweiter Classe sind, übergeht in die Relation 
/(jf, b) — ' 0, welche nach § 4 aussagt, dass y und n co^jngirte Pole 
sind von /">= 0. 

Hält man die Theoreme (9) und (10) zusammen, ao folgt: 



1) Vgl. Roaanea: „Ueber STBteme von EegelKhüittan", Math. Annftlflii, 
Bd. 6, 8. 868, I87i, 

S) AUgemeiner nemit man eine Ciu-to iweiter Ordnmifr 



oory"?''^ >" ^^^^ (eTentnell atuarteDdeD) Curre zweiter Classe 
wenn a,,«!, + atx''n + •»i»"»« + 8n„o„ + Sa„a„ 4- 2a,,«t,i — 0. 
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(13) Wenn ein Eegelsclmitt die Seiten irgend eines Pol- 
dreiseit» einer Curve zweiter Ordnung berührt, so berührt 
er stets auch noch unendlich viele Foldreiseite der Curve. 

Analog liefern (11) und (12) den Sats: 

(14) Wenn ein Kegelschnitt durch irgend ein Poldreieck 
einer Curve zweiter Ordnung geht, so geht er stets auch 
noch durch unendlich viele Poldreiecke der Curve. 

Ausserdem folgt aus den Sätzen (9) — (12): 

(15) Wenn die Curve g = Poldreiseiten von f=0 ein- 
geschrieben ist, so lässt sich gleichzeitig die Curve {•^O 
Poldreiecken von g = umschreiben, und umgekehrt 

Vertauscht man io den Theoremen (9) — (12) die Cofficienten an 
mit den bft, also f mit g, F mit G (oder benutzt man die Relationen 
(7b) und (8a)), so ergibt sich die geometrische Bedeutung der Be- 
ziehung H = 0. Man erhält alsdann die Sätze (16) — (19): 

(16) Wenn H verschwindet, können dem Kegelschnitt f=0 
unendlich viele Foldreiseite von jr ■=• umschrieben werden. 
Die Ecken aller dieser Foldreiseite liegen anf dem Kegel- 
schnitt i^(sii,J?j,ff») — 0. 

(17) Ist die Curve /'e^O irgend einem bestimmten Pol- 
dreiselt von g ^ eingeschrieben, so wird H = 0. 

(18) Wenn H verschwindet, geht der Kegelschnitt (7(x,;r)'^0 
durch unendlich viele Poldreiecke von f(u,H)™=0. Die Seiten 
dieser Poldreiecke berahren sämmtlich den Kegelschnitt 

(19) Wenn von zwei Kegelschnitten F=-0 und g=-0 der 
eine (g^O) durch irgend ein Poldreieck des anderen geht, 
verschwindet H. 

Ea möge nun angenommen werden, dass der Kegelschnitt f^^O 
in ein Geradenpaar zerfällt, also A •= ist. Man hat dann eine 
Identität von der Form: 

in der die ^ die Coordinaten der Spitze des Geradenpaares bedeuten, 
und in der nach (35) in g 8 die Quadrate und Froducte uitii durch 
die hiii ersetzt werden dürfen. Die vermöge dieser Substitution ent- 
stehende Gleichung 

C20) 3H=5(^,^,i,) 

lehrt: 

(21) Die Spitze eines durch f=0 dargestellten Geraden- 
paares liegt auf dem Kegelschnitt g=^0, wenn der Ausdruck 
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H verBchwindet, und umgelfehrt hat das Verschwinden von 
H zDr Folge, dasB die Spitze jenes Geradecpaares auf 
3 =. liegt. 

Wären dagegen die beiden Relationen .^ <= und 6 = gleich- 
zeitig befriedigt, eo bat, wie wir oben sahen, jeder Ponkt des Geraden- 
paares /''» 0, insbesondere also aach der Scheitel desselben, die Eigen- 
schaft, dasB seine Polare io Bezug auf g •^ die zwei Eegelschnittf 
f nnd g in harmonischen Punktepaareo schneidet, oder mit sodereo 
Worten, dass sich von jenem Scheitel an die Curre ^ = ein Tao- 
gentenpaar legen läset, das harmonisch ist zu dem Geradenpaare 
selbst. Also: 

(22) Ein Geradenpaar /'•— bildet ein harmonisches Po- 
larenpaar des Kegelschnitts ff = 0, sobald 6 verschwindet. 

Wenn von vier harmonischen Strahlen zwei in eine Gerade fallen, 
wird bekanntlich gleichzeitig noch ein dritter Strahl mit dieser Ge- 
raden identisch. Durch Verbindung der Theoreme (21) nnd (33) e^ 
gibt sich daher: 

(23) Bestehen die drei B,elationeu ^«0, H =■ 0, 6 = n 
neben einander, so wird die Gurve g = von der einen Ge- 
raden des Geradenpaares f=0 in dessen Scheitel berOhrt. 

Das Tangenten paar, das man im Falle ^ •— von der Spitze t 
des Geradenpaares /'■=0 an den Kegelschnitt (/ «» legen kann, ist 
gegeben durch 

und da nun t^, t^, t, die Coordinaten der Spitze des Geradenpaares 
bedeuten, sind die Quadrate und Producte der t proportional zu den 
Unterdeterminanten An, .so dass sich die Gleichung des Tangenteo- 
paares bei EinfUhrnng dieser Grössen verwandelt in 

ZHg-F{g,,g„g,) = 0, 
und dieser Ausdruck ist nach (7 b) äquivalent mit z =^ 0. Man hat 
daher folgenden Satz: 

(24) Wenn der Kegelschnitt /""»O in ein Geradenpaar zer- 
fällt, so repräsentirt X'~0 das Tangentenpaar, das von der 
Spitze des Geradenpaares an den Kegelschnitt (^ = gelegt 
werden kann. 

Im Falle H = liegt nach (21) die Spitze von f-^0 auf dem 
Kegelschnitt ;? ■= 0; die beiden Tangenten, die Süi A =0, H ^0 von 
der Spitze des Geradenpaares {•==() an die Curve ff = gelegt werfen 
können und nach (24) durch j; =i dat^estellt sind, fallen daher, 
wenn H<=0, zusammen, und wir können in Ergänzung zu (21) sagen: 
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(25) Wenn die Relationen A=-0, H^O neben einander 
bestehen, liegt die Spitze des Geradenpaares f=0 auf g ^^0. 
Die Tangente der Curve in diesem Punkte wird doppelt 
zählend dargestellt dnich x^O. 

Verachwindet auch noch 6, so gelangen wir zum Satze (33). 
Ausserdem folgt: 

(26) Wenn ^ -= 0, H = 0, 6 — 0, J5 = 0, so zerfallen beide 
Kegelschnitte in Geradenpaare, aod zwar der Art, dass 
beiden Paaren eine Gerade gemeinsam ist Die VerbindungB- 
linie der Spitzen wird doppelt zählend dargestellt durch 

x-o. 

Dabei ist vorausgesetzt, daas nicht auch noch die TJnterdetermi- 
nanten An den Bn proportional siod, denn im Falle einer solchen 
Proportionalität würden nach S. 1 37 /" = und g ■= für A -= B 
^= H ■=^ 6 '^ zwei Geradenpaare mit gemeinsamer Spitze darstellen. 

§ 18. 
Oonfooale EegelBOhnitte. 
Sind 9>(u, u) ■= und ^(u, u) = die Gleichungen irgend zweier 
Kegelschnitte in Liniencoordinaten, so stellt 

(1) ^9(«,«)-*(«,i.)-0 

für Tariirende Werthe des Parameters p, nach § 15 eine Schaar yon 
Kegelschnitten dar: die Gesammtheit aller Gurven zweiter Classe, welche 
die Tier gemeinsamen Tangenten von (p ==0 und f -^0 berühren. 
In dieser Schaar sind nach (18) in § 15 insbesondere drei Punkte- 
paare enthalten, nämlich die Paare. der Schnittpunkte der vier gemein- 
samen Tangenten oder der sechs Scken des durch diese vier Geraden 
gebildeten vollständigen Vierseits. Dabei sind diese Punkte der Art zu 
Paaren zusammenzufassen, dass immer zwei Gegenecken des Vierseits 
zusammengehören. 

Von besonderer Wichtigkeit ist der Fall, dass die eine der zwei 
Grundcurven der Schaar, etwa >P(h, «) = 0, nicht eine beliebige Curve 
zweiter Classe, sondern speciell das Paar der imaginären Kreispunkte 
(•)(«, u)x=0 ist; man bezeichnet alsdann das System 

(2) ^y(n, u) - »(«, «) = 0, 

wie bereits &. 146 erwähnt, als eine confocale Schaar von Kegel- 
schnitten. Während die Determinante von o gleich Null ist, 
wollen wir diejenige von 9 als nicht verschwindend voranssetzen. 
Es sei ferner 
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9>(». ") 
and 
(3) ^t(»,«)-<o(, 



'22' 



wobei y,t ™ fta« — 0)^. 

Die Determinaiite r(/t)^^j i. (Yu Tn fsa) repräsentirt gleich 
NdII gesetzt eine kubische Gleichung in (t, welche nach (4) in § 8 
nur reelle Wurzeln besitzt. Man findet (daalistiach zu (8) in § 13): 

W r W = ^ ± ()■.■ /H r») - c'A - c'A, + c^ , 

wobei A, A,, A, die Werthe besitzen: 

A, ~ A,i(D„ + Aj,ß>K + AsjOjgj + 2A,j»„ + 2Ais<o,j + 2AmW^. 

A, = a„Q., + «„Q„ + a„ß„ + 2a„ß,, + 2or„Q., + 2a„Q^ 
^^viPiP) (vgl. (16) in § 7). 
Dabei ist Ajt die Unterdetermiaante des Elementes Ofk in A. Du 
absolate Glied in (4) fehlt, weil die Determinante tob a{H,u) gleieh 
NnU ist üebrigens werden wir weiterhin von der Relation Gebrauch 
machen: 

(6) r(rtsAp((.-ft)0.-ft), 

in welcher ft, und ft, die zwei von Null Terscbiedeaen Warzeln der 
Gleichung 

(7) ^(rt = p'A-f■^+^A,-0 
bezeichnen; es ist dann offenbar 

(8) Ai = AO*i + ^), fi^^Ttp(p,p)=Aii^tit. 
Setzt man noch 



(6) 





C«ii — "ii C«ii-«'i! C«|. — »u *i 


(9) XW = - 


C«n — "11 (•<>a-»n C«ffl — o» *. 




», «i «, 


so folgt durch Partialbruchzerlegung: 


('») m- 


r(ft)i.-ih ' r'(i.,)i.-i., + r(o) , 



— ei 
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Wia ans (9) zu ersehen, iat hier 

(11) X(0)=_2^ö"»^» -'(?.«. +PA+f,'^)', 

tmter Pi,Pi,Ps ^^ Coordinaten der unendlich feroen Geraden rer- 
stauden; femer ist nach (7) und (8): 

(12) r(0)-A,-T9(y,j')- 

Ffir eine Wurzel ^- der Gleichung (7) wird X(^) ein rotlstSndigea 
Quadrat, da in diesem Falle der zugehörige E^elachnitt der Schaar 
in ein Punktepaar ausartet, dessen Tr^er doppelt ^blend durch 
X(^)-=0 dargestellt wird. Man kann daher setzen: 

(IS) i^ -[«,»)x,+,s»«, + «,"!,]■ -cX,' (i-1,2), 

und erhält, wenn man für p^x^ +fta^ +Pa3:, noch X, einfOhrt: 

(14) ^M „ ^^' I i^^>' j_ ^' . 

Speciell die Werthe fi^co und fi —= liefern hieraus die Glei- 
chungen der Kegelschnitte g>{u,u)^0 und ro(«, «)=—0 in Punkt- 
coordinaten 

-^— ftZ." + i^X,' + ^^^, wobei 
»(I, x) = _^2*"*'*>i 

Wir ersetzen nun in der Determinante (9) die Xi durch -5- ?>'("*) = fi 
und nennen - '-, -^, 9>(l>,j)) ■ D^ die hierdurch aaa X,, X^, X^ in (13) 



herroi^ehenden Ansdrflcke, so dass also 




(16) 


f.- 


_?.'^ 




'-= (i-1, 




u. 


„P._¥i 




»(p.r)' 


alsdann 


folgt aui 


> (14): 







Anal(^ zu (13) in § 16 ist nun: 

{>■ ^ C) 
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und wenn man in (17) auf der rechten Seite nach absteigenden Po- 
tenzen von fi entwickelt, erhalt man 



»P(P.P)- U ,'\ 



80 dasB dch durch Vergleichnng der Coefßcienten von ft* und fi" in 
den beiden letzten Relationen ergibt: 

(18) ! ''^"' "^ "" ^''" "^ ? "*" ''^'''''' ■ ^''* 
U(«,m)= ?7,*+ f/j». 

Hierbei geht aus o(k, u) = I/,* + t'i' hervor, daas die Ausdrücke 
Ui* und f^* positiv sind, denn id(u, ti) ist nach §7 eine definite, 
positive Form und als Summe zweier reellen Quadrate darstellbar. 
Aus der RealiUit tod üi and U^ folgt alsdann auch diejenige von J, 
und JS^; die Ausdrücke Ug^ ''' . und X^ ^ pi3\ -\- p^Xg + p^x^ 
sind selbstverständlich reell. Es werde bei dieser Gel^enheit noch 
bemerkt, dass die Xt und ül in (13) nnd (16) wesentlich mit Rfick- 
sicht auf die Gleichungen (18) und (19) gewählt wurden. 

Dass die Cootdinateu ^,, Uj, V'i,X^,X^,Xg auch die Relation 

(19) «,», + «ja;» + t(,a:, -= I7,X, + V^t, + üjX, 
erfüllen, zeigt man auf analoge Weise, wie bei (34) in § 14: mau er- 
setzt in (14) die Xi durch Xt -}~ 9Vi) v^igleicht beiderseits die CoefG- 
cienten von (»' nnd setzt alsdann fi = oo. 

Die drei in der Kegelschnittschaar (2) enthaltenen Punktepasre 
entsprechen den Wurzeln ft ==• 0, f( ^ f*i, ft ^ f*i ^^f kabischen Glei- 
chung r(ji) = und sind dargestellt resp, durch i&a imaginäre Kreis- 
punktepaar oi(u, u) = 0, sowie dotch fi^ip — a =~0 und (t^qi — <» ^ 0, 
Man findet für die beiden letzteren, ausgedrückt in den Coordinaten 
üi, die Gleichungen 

fty - » - ^!!L=Jii p,' + ^MP,P) U,' - 0, 



(20) 



Ih'P- 



■^^'^'' V + p,q,{p,p)U,'-0. 



Wie schon in § 11 ei^ähnt wurde, repräsentiren diese zwei, in 
der Schaar (itp ~ m •= enthaltenen Punktepaare die zwei Brenii- 
punktepaare des Kegelschnitts (p{u,u) = 0, und da dieselben (ab- 
gesehen von ia(u,t() = 0) die einzigen Puuktepaare sind, die dei 
Schaar angehören, so folgt, dass alle Curven der Schaar iig>-~ a=^0 
dieselben Brennpunkte (Foci) besitzen. Aus diesem Grunde werden 
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die KegelschniUe dieser Schaar als confocal bezeichnet; dasa die- 
aelbeo auch concentrisch eind, folgt aus (15) is § 11. 

Die Quadrate der halben Axea des Kegelschnitts ^(x,x) = 
besitzen, wie (15) zeigt, die Werthe 



falls z. B. (15) eine Ellipse darstellt. Durch Einführung dieser Aus- 
drücke in (14), sowie durch die Substitution -, r- = X K^ht die 

in (14) gegebene Gleichung einer confocalen Schaar in Punktcoor- 
dinateu über in die gewöhnlich gebräuchliche Form 

Die Gleichnugen (30) der beiden Brennpunktepaare lassen sich 
noch in eine andere einfache Gestalt bringen durch Einführung der 
Werthe von 17,, U^, U^ aus (16); beachtet man hierbei, dass nach 

(13) und (9) ü,* = — -^VT— -. U%' '^ VvT"' iat, »ow>e 

dass nach (6) r'(ft,) — Aft^Cf», — (t^), r'(f,) = A(t,((tj — (i,), so folgt 



IhV-"* Ä^- + 



ft, ■ y*(p, w) 

Aji, "'" q>(p,p) ' 



und wenn man diese Gleichungen mit Af4 resp. Afi^ multiplicirt, er- 
geben flieh mit Rücksicht auf A^,ftj = r'piPiP) für die zwei Brenn- 
punktepaare die Gleichungen 



(21) 






Aus diesen zwei Belationen folgt Übrigens durch Snbtraction die 
folgende: 
(22) A(^, -ft)<o = W -W 

1) Man beachte, Am» a' + 1 — (6' + i) — o> - 6' — ^—, ( - — ^) 

V(p,p)\t^ c,/ 
unabhängig von 1 ist, ia üebeteinatimmimg mit dei Definition dei confocalen 
KegelBchnitte. 
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und wenn man hier für ('] seinen Werth einfahrt, oder aach in der 
zweiten Gleichung (18) die Werthe Ui, U^ aus (16) eubstituirt, er- 
gibt eich die Relation 

(23) <. -ftW>, +«,<'V. + »=<■'?,)' - ?,(«,">?., +«,<»ft + »,'»9.1', 

rermöge deren ebeneo wie vermöge (23) sofort die Gleichungen der 
beiden imaginären Ereispunkte einzeln erhalten werden könnten. Dsbd 
sind die iti'''9i + «j'^Va + Ws'^?"» (> = 1, 2) zu entnehmen aus (16), 
mit RDcksicht auf (13). 

In § 15 wurde gezeigt, dass durch jeden Fnnkt P der Ebene 
zwei reelle EegeUchniite der Schaar (tqi — lu -=• hindarcbgehen und 
sich in P rechtwinklig schneiden; wir wollen nun nachweisen, das« 
im allgemeinen Falle, d. h. so lange die Gleichung (7) keine Doppel- 
wnrzel besitzt, der eine dieser Kegelschnitte eine Ellipse, der andere 
eine Hyperbel ist. 

Es seien y^, y^, y^ die Coordinaten des Punktes f ; alsdann ist 
(^) c=3 nach (9) die Bedingung dafür, dass ein Kegelschnitt der 

Schaar durch P hindarchgehe. Nennen wir Yi das Resultat der Sub- 
stitution der Coordinaten y,, y,, y, in die Ausdrücke Xi, so l&ast sieb 

die Bedingung {•) -= nach (14) auch ersetzen durch 

(24) -{X-rW-^, + ^i + ^r^,-o 



oder durch 

(24a) V((i) = )i(i,((i - (.,) ■ g>0),j)) Y," + (ift(|» - (.,)ji(p,l>) Y,' 

-l-(c-c,)(c-(^)i'.'-o. 

Die Ergebnisse der Substitution von (t ■* ftj und ft <= fi, in V(ti) 
sind nnn stets en^egengesetzten Vorzeichens, während die Substitution 
einer hinreichend grossen, positiven oder negativen, Zahl (dieselbe 
werde symbolisch durch + oo bezeichnet) in den Ausdruck (24s) 
jedesmal ein Ergebniss von gleichem Vorzeichen liefert, mag die Zahl 
positiv oder negativ sein. 

Ist nun ft, > p, und etwa T(fti) von entgegengesetztem Voneichen 
mit T(-f- oo)) so liegt eine Wurzel n' der quadratischen Gleichung 
(34a) zwischen -|- oo und n,, die andere fi" zwischen ft, und fif 

Hat dagegen der Ausdruck V(ftj) für fi, > fi, das entgegen- 
gesetzte Vorzeichen von M'(+ oo) und daher auch von V(— oo), so 
liegt eine Wurzel n' von (34 a) zwischen fi, und — oo, die andere fl 
zwischen fi^ and (i^. 
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Jedesmal ergibt die Subatitation der zwischea ft, und ft, gelegenen 
Wurzel (i ■= n" in (24) eine Hyperbel bei gleichem Vorzeichen von 
1*1 and fij, eine Ellipse bei ungleichem Vorzeichen. Die Substitution 
der anderen Wurzel' fi' ergibt hingegen bei gleichem Vorzeichen von 
fii und (if eine Ellipse, bei ungleichem eine Hyperbel. Dasselbe Re- 
sultat wQrde man erhalten, wenn nicht, wie soeben vorausgesetzt war, 
Mi ^ fi) sondern umgekehrt f4>fti wäre. 

In allen Fällen liefert die eine Worzel der quadratischen Gleichui^ 
(24a) eine Ellipse, die andere eine Hyperbel, und somit ist der Satz 
bewiesen: 

(25) So lange die Gleichung (7) r(fi) — keine Doppel- 
wurzel besitzt, gehen durch jeden Punkt der Ebene zwei 
sich rechtwinklig schneidende Curven der confocalen Schaar 
fiq>{u,u) — (d(u, u) = 0; die eine dieser Curven ist eine Ellipse, 
die andere eine Hyperbel. 

Auch folgt hieraus, dass die in der confocalen Schaai enthaltenen 
Kegelschnitte derselben Art eich nicht in reellen Punkten schneiden. 
Etwas Aehniiches findet statt, wenn die Kegelschnitte der confocalen 
Schaar nur aus Parabeln bestehen (vgl. weiter unten). 

Wir wollen nun sehen, was eintritt, wenn die Gleichung r(ft) ■— 
mehrfache Wurzeln besitzt; die Determinante A werde dabei noch als 
yon Null verschieden vorausgesetzt Hier ist zanächgt zu beachten, 
dass der Fall einer dreifachen Wurzel von r(fi.) ■— überhaupt aus- 
geschlossen ist, denn eine solche mflsste nach (7) gleich Null sein, 
also zufolge des Satzes (8) in § 8 in allen Ünterdeterminanten fn 
der die Determinante ^ iCl'iiI'saJ'M) bildenden Elemente ya einfach 
enthalten sein. Für die Wnrzel ft — reduciren sich aber diese 
Unterdeterminanten auf Q^j = ^piPi, mithin anf Ausdrücke, die nicht 
alle verschwinden kSnuen. 

Ea sind also nur die Fälle zu untersuchen, in denen rQi) ■= 
eine Doppelwurzel besitzt, und zwar werde zuerst angenommen diese 
Doppelwurzel sei die nicht verschwindende Wurzel (* •= Hi, so daae 

r(p) = A^O-^)*. 

Wir verfahren alsdann ähnlich wie in § 16 bei Behandlung der 
speciellen Fälle, die bei dem KegelschnittbÜBchel auftreten können, 
indem wir ausgehen von der Relation: 

(2&\ ^^ _ ^^ — -"-1 

Kacb (7) in § 8 werden tüx die Doppelwurzel fii alle Unter- 
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determiBaoten f«* zu NdII, d. h. fi, ist ftlr beliebige Werthe der y^ 
eioe einfache Wurzel von ( j ^ oder auch von (1^0, es liefern 
daher die beiden Tenne tu (26) Partialbrüche mit dem Nenner [t — ft, .') 
Femer lässt sich der Factor fi — f^ io Zähler und Nenner von 



zvreimal vregheben, so dass alsdann dieses Glied, ebenso wie P^j : [^, 
im Nenner den Factor ft — f», nur noch einmal besitzt und wegen 
rl — ■ 0, nach der zu (2) in § 16 analogen Formel, in Bezug auf die 
Xi ein vollständiges Quadrat ist. Durch Partialbrachzerlegung ergibt 
sich daher jetzt eine Gleichung von der Gestalt 

^ ' ro») n — j(, ~ fi — (t, "•" p . ip (,p,p)> 

wobei 

ÖV-ft) C')(^-'.) 

-©■■"("' -g 

während X, mit dem bereits früher aufgetretenen und ebenso bezeich- 
neten Ausdrucke in (14) übereinstimmt 

In derselben Weise wie in dem oben ausfOhrlich behandelten all- 
gemeinen Falle findet man 

(29) J A '^»'^ ^ ^^ v(.P,}>)' 
\Q(x,x) — tXa'i, 

(30) k".»)=^^'^" + 9(i.,i')£4', 
Ib»(m,h)= d;*+ ü"/, 

wobei -J-, --, ^(PtJ»)^^ die durch die Substitution Xi ^ - <p'(iii) 
aus X^'\ X^, Xg hervorgehenden Ausdrücke bedeuten. 
Ausserdem findet man 

(31) fi,y — «. =. (ii9iV,p) ■ Us'. 

Die Gleichungen (29) mid (30) lassen erkennen, dass nanmehr 
die Gonfocale Schaar n<p — ro = aus concentrischen Kreisen 

1) Vgl. die Behandlang dee analogen Fallea in g 16, velcbe daaelbst n ^^ 
Gleichung (9) in g 16 führt. 
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besteht, und zwar gehört der Mittelpunkt U^^O doppelt zählend 
dieser Schaar od; die zwei im allgemeinen Falle vorhandenen Brenn- 
punktepaare sind nun zuBammen gefallen und in diesen Mittelpunkt 
gerfickt. Mau erkennt auch, dass eine confocale Schaar nur aus 
Kreisen besteht, sobald auch nur eine Gurre derselben ein Kreis ist. 
Darcfa jeden Punkt y der Ebene geht ein Ereis der Schaar, denn 
durch diesen Punkt ist die Curre, da ihr Mittelpunkt gleicbfalls ge- 
geben, vollständig bestimmt; algebraisch erhellt diese Tbatsache aus 
dem gleich Null gesetzten Ausdrucke (27), denn die so entstehende 
Gleichung ist in n linear. 

Bei dieser Gelegenheit wollen wir untersuchen, welche Bedingungen 
erfüllt werden müssen, damit Oberhaupt die Gleichung einer Gurre 
zweiter Claase ^(u, u) ■= einen Kreis darstelle. Wir behaupten, dass 
diese Bedingungen in dem Verschwinden der Coefficienten einer ge- 
wissen quadratischen Form der «^ ({^1,2,3) bestehen, und zwar 
ist diese Form gegeben durch die Determinante 



(32) 



■rfp'K) yv'W ä<p'("i) 
iv'ip,) 



iViPt) 






-0, 



welche eine simoltaufl CoottaTariante von 9>(u, u), ca(ii, u) und p^ 
repräseotirt. Es hängen nSmhch die Xi mit den Xt zusammen dureh 
die Gleichungen (rgl. (13)): 



daher die Ui mit den Ui durch die transponirt« Suhatitntion 



'^-:j^-U, + -;^U,+p,n, (i-1,2,3), 

und es sei »" ^ ^ + ( -'— -f^ ». ) die Determinante dieser Suh- 

stitution. Mit Rücksicht auf (18) und auf j>, = Z, besteht folglich 
die Relation: 



(33) 



r-K- 



-^ 'P(P,P)V, 
U, 0, 

,)(j>,p) 



-9(.P,P){~-1)U.U.. 
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Dabei ist die DeterminaDte der Transformatioii r von Knll vei- 
scbieden, dean die drei Paukte Cj = 0, f7j i= 0, Ug =0 liegen nicht 
in einer Geraden. 

Die Gleichung (33) zeigt, daas das Verschwinden von (32), so 
lange g>(p,p) ^ 0, die Beziehung ^ '=> ^ znr Folge hat^ es gibt also 
K •» bei beliebigen Uj in der That die Bedingungen dafOr, dass 
f)(u, u) =■ einen Kreis darstelle. 

Üebrigeus verschwinden fflr die Doppelwarzel fi, — /i,, wie bereits 
erwähnt, auch die oben mit f,« bezeichneten sechs Unterdeterminanten, 
und es gilt hier wieder dieselbe Bemerkung, wie S. 97 bei Anfstellung 
der Bedingungen dafOr, dasa eine Gleichung f(x, x) = in Punkt- 
co ordinaten einen Kreis darstelle. 

Wir gehen nun weiter in der Behandlung der speciellen Fälle, 
welche fQr die Wurzeln der kubischen Gleichung r(ft) — > bei con- 
focaleo Kegelschnitten eintreten können. 

Der Fall, dass die Doppelwurzel ft, = |(, auch Doppelwurzel ist 
Ton ( ) :« 0, muss aus demselben Grunde ausgeschlossen werden, aus 
dem dies schon bei Kegelachnittbflscheln (vgl. S. 151) geschah. 

Es mSge jetzt angenommen werden, die Gleichung r(fi) ^^ habe 
die Doppelwurzal ft =" nnd die von Null verschiedene Wurzel ft = (i,; 
alsdann ist nach (7) Aj — « T»p(p,i)) -= und r(fi.) = A(»*(ft — (t,)- 
Jedenfalls können lür it = nicht alle unterdeterminanten ffi ver- 
schwinden, denn diese gehen durch die Annahme ii — in Qu — > tpipi 

Ober*). Alsdann veranlasst in (26) nur der Term — — Partial- 

-{»).rw 
brClcfae, die zur Wnrzel ft — geh&ren. Setzen wir 






r>,) 



80 wird*) 

(34) X (j) _ [X'J, _, L df J f . « , f , 

mit Einffilirniig der BezeicbnuDgBveise: 

(84«) [X],..-„,X„ ß5,_.~^.. •»1'« 
verwandelt sich (34) in: 

1) Vgl. auch S. 171. 

2) Vgl. S. 160, 
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Confocale Parabeln. 175 

(34b) ^fü;„^'^' + 2T^^^^'- + i^^^, •) 

und hierans erhält rnfm für y. => oo, resp. ^ = die Gleichungeo 
von 9)(u, u)^0 und »(u, tt)>=0 ia Fnoktcoordinaten: 

(35) r-iA^-2i/^^.^.+''.v. 

Wir ersetzen nun in X(p) die Xi darch y 9'("') °" 9' "°d be- 
zeichnen die vermSge dieser Snbstitntion aus X,, ^, X, hervor- 
gehenden Ausdrücke resp. durch ^—^ C^s, \ ^^ f'äi '»') alsdann 
folgt aus (34): 

und diese Gleichung liefert nach einer der in den oben behandelten 
speciellen Fällen angewandten Methoden: ' 

(37) ^C«,.)-2l/^£4P. + 5;, 
L(u,»)- V,'+ U,'; 

(38) hy-o_{2ft]/^D.-!7,|c;. 

Die Gleichungen (35), (37) und (38) lassen erkennen, daas nun- 
mehr die confocale Schaar fi^ — o> ^ nnr aus Parabeln besteht, 
welche sämmtlich die Gerade X, = zur Axe haben; der gemeinsame 
im Endlichen gelegene Brennpunkt hat die Gleichung 

2Pil/^-, 0.- U, = 0, 
der unendlich ferne ist U^ ■= 0. Die Gerade X^ s» ist die Scheitel- 
tangente der Parabel ^{u,u)-=0, 2jp = Vfi" ^^^ Parameter*). 
Femer erkennt man, dass eine confocale Schaar nnr aus Parabeln be- 
steht, sobald auch nur eine Parabel der Schaar angehört. 



1) Der Gnind dietw Beieiclutuigtweise liegt darin, daM die BelationeD 
Q(a:,a:) — tX,», »(«,«) — 0",' + ü,», 

erffiUt werden loUten. 

S) Sobald man hier fibei das Voneichen der Wonel verfllgt hat, ist anch 
die Richtang festgelegt, nach der sich die Paiabel enrtrectt. 
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176 n. Abacbnitt g 18. 

üebrigena folgt wieder Id derselben Weise wie bei (26) in § 15, 
dass durch jeden Punkt der Ebene zwei reelle der Scbaar angehörige 
Parabeln bindnrcbgebeo , nod zwar schneiden sie sidi in dem be- 
treffenden Punkte rechtwinklig. Aus (35) geht aasserdem hervor, 
dass man eigentlich zwei Systeme von Parabeln in einer confocalen 
Scbaar unterscheiden kann, indem sich je nach dem Vorzeichen ihres 
Parameters die Curven nach entgegengesetzten Seiten öffnen. Man 
kann auch zeigen, dass die zwei confocalen Parabeln, welche sich in 
irgend einem Punkte der Ebene schneiden, nicht demselben System 
angehören. Zu diesem Zweck wollen wir die Gleichung (34) der 
confocalen Parabeln in Punktcoordinaten zunächst dadurch umformen, 
dass wir an Stelle des variabelen Parameters u einfahren 1 —= -'^ und 

— 1* T-^ setzen gleich — j)/) wodurch sich (34) nach MuUiplication 
mit ~ verwandelt in: 

(39) »y'^.' - 2l>X,X, + ,4; j — »äer in 
(39.) i^_2j,(x,-f lZ,)x,-0. 

Durch die Transformation X, ■>= g, , X, i= g, -(- y |, , X, == $, 
wird die Gerade Xg = parallel zu sich selbst verschoben, so dass 
sie durch den gemeinsamen Brennpunkt hindurchgeht; an Stelle von 
(39a) tritt alsdann 

(40) r-',-2!'(8. + T(i-»)6.i«>-». 

ond wenn man j)(l — «l) ersetzt durch die mit k veränderliche Grösse 
q, welche ftlr A « Q den halben Parameter p der Parabel 9>(u, ii) = 
gibt, so folgt 

(«) «.'-2s(«.+ |6.)5.-o. 

um die Grössen q fflr diejenigen zwei Parabeln zn bestimmen, welche 
durch irgend einen Punkt ij der Ebene gehen, sind die Coordinaten 
Vit Vii Vi dieses Punktes in (41) zu snbstitniren ; nach Potenzen von 
q geordnet erhält man 
(42) H.(ä) = -ä>V-2j%,, + V-0- 

FSr S ^ + oo wird V(2) negativ, für g = positiv, mithin hat 
diese quadratische Gleichung stets eine positive und eine negative 

1} Dnich diese letite Sabttitntion erldlt <t>(_x, x) =0 die gewfiiinlieh ge- 
bi^nchliche Oeetalt X, ■ — Sp X, X, °= 0. 
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Specielle Schaaren coDfooaler EegaUchuitte. 177 

Wurzel, d. h. die Parametei zweier durch eineu Punkt t} der Ebene 
gehenden Parabeln einer confocalen Schaar sind ron entgegengeeetztem 
Vorzeichen. Wie (41) zeigt, gehören diese Gurren also in der That 
den zwei entgegengesetzt gerichteten Systemen au *). Die beiden Para- 
meter werden nach (42) entgegengesetzt gleich, wenn i^j = 0, d. h. 
wenn der Punkt ij der Senkrechten angehör^ welche im gemeinsamen 
Brennpunkt auf der Äxe errichtet ist; nur dann sind die zwei zn- 
gebörigen Parabeln congrueot, natürlich aber entgegengesetzt gerichtet. 

Wie bei confocalen Ellipsen und Hyperbeln sich Gurren derselben 
Art nicht in reellen Punkten schneiden, folgt auch jetzt wieder, dass 
Parabeln desselben Sjatema sich nicht in reellen Punkten schneiden. 

Hiermit ist die Untersuchnng des Falles einer Terschwindenden 
Doppelwurzel von r(ft) ^ erledigt; die Unterdeterminanten Tu 
konnten, wie wir sahen, für dieselbe nicht alle verschwinden, und es 
wäre nur noch die Frage zn beantworten, ob nicht vielleicht die fit 
bei Substitution der von Null verschiedenen Wurzel (», vwscfawinden. 
Auch dieser Fall ist ausgeschlossen, denn, wie wir schon in der Fuss- 
note zu S. 134 bei ähnlicher Gelegenheit zeigten, würde mit allen Cn 
auch J^ verschwinden, d. h. die kubische Gleichang r(f(.) = 
hätte noch eine zweite Doppelwurzel ji = ^, was unmöglich ist 

Bisher war vorausgesetzt worden, dass die Determinante A von 
9)(u, u) >■= nicht verschwinde; es kamen dann ausser dem allgemeinen 
Fall, in welchem die kubische Gleichung r((i)'=0 verschiedene 
Wurzeln besitzt, nur zwei specielle Fälle in Betracht: die nicht ver- 
schwindende Doppelwurzel n -~ ^,, für welche alle unterdeterminanten 
Tii zu Null werden und die Doppelwarzel fi ^ 0. Im allgemeinen 
Falle bestehen die Gurven der confocalen Schaar aus Ellipsen und 
Hyperbeln, ausserdem sind drei Punktepaare in der Schaar enthalten: 
die zwei Breunpunktepaare nnd das imaginäre Kreispunktepaar. Im 
Falle der Doppelwurzel fi =■ ^t^ hat man eine Schaar concentrischer 
Kreise, ferner den gemeinaamen Mittelpunkt doppelt zahlend, sowie 
das imaginäre Kreispunktepaar. Im Falle der Doppelwurzel /t =» 
besteht die Schaar aus Parabeln; ausserdem gehören hinzu das Brenn- 
punktepaar (ein im Endlichen und ein im Unendlichen gelegener 
Brennpunkt) und das imaginäre Kreispunktepaar. 

Es ftr^t sich nun, wie man diese Punktepaare findet, wenn die 
Determinante A von y(w, u) verschwindet, wenn also 9>(m, u) ■= 

1) VgL zn dieser DarBtellnng Hesse: „Sieben Vorlesungen ans der aoa- 
Iftisclien Geometrie der Eegelachoitte", Leipzig 1874, S. 62, oder aach ZeÜBchrift 
fQr HaUiematik und Physik, hiHgg. von SchlOmilob, Bd. 19, S. BS. 

Oandslfiugsr, VorUaimgsn. 12 
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178 n. AbBcbnitt. § 18. 

selbst eine zerfalleDile Gorve der Schaar ist. Man kann sich als- 
dann die confocale Schaar (itp ~ a -= gegeben denken in der Fono 

(43) (t^ — fl» ^ ii{ip — vo) + (}iv — 1)m 

= (1 ~ftv) |i-i~;(9-»' «) — "') —0. 
wobei V ein Werth eei, für den die Determinante von q> — vo nicht 
Terachwindet Setzt man j^ <= A, eo tritt in den bisherigen For- 
meln q> — vs> an Stelle von «p and X an Stelle von fi; die den Werthen 
X entsprechenden ^ findet man aus fi •^ , ■ 

Wenn es sich nur dämm handelt, das Panktepaar zu finden, 
welches neben (p(u, u) = und «(u, u)— >0 der confocalen Schaar 
angehört, kann man daher so verfahren, dass man ^(ii, u) ersetzt dnrch 

9(m,«) - v(3(«,u), 
wobei V ein beliebiger Parameter ist, der nur so gewählt sein moss, 
dass die Determinante von 9 — va nicht verschwindet. Die oben 
entwickelten Formeln wendet man alsdann an auf die Schaar 
(43a) X(ip — vm) — 10 = 0, 

d. h. man ersetzt in diesen Formeln den Änsdruck tp durch 9> — ve, 
oder die Coefficienten an der Gleichung <p ^0 durch «n — v<ott. 

Besteht die confocale Schaar aus Ellipsen und Hyperbeln, ao ist 
nach (18) 

(44) U - r«, - -^;' + ^ + 9>(1>,1>) tv 

Nimmt man an , dass sich (43 a) etwa f Or A, = — auf ip = l) 

reducire, so wird 

(46) 1>-(l^ + '')D,- + f(P,p)V,'. 

Wenn die confocale Schaar aus coucentrischen Kreisen besteht, 
findet man nach (30): 

(46) Iv-vm^ ^-iT + ''^^'^^ ^' 

daher 

(«) ,_(! + ,) (I7,> + 0,') + »(j,,!.) ■ C,', 

SO dass fOr — v => y- die Gleichung 7 <= den Mittelpunkt der Sdiaar 
darstellt. 
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Weitere Eigenaohaften der Brennpiukte. 179 

Besteht endlich die confocale Schaar aus ParabelD, so ist Dach (37) 

daher fQr v =^ — -j" 

(49) 9. = 2}/^ P,Dj + vP,'i 

dabei sind, wie erwähnt, in den rechts stehenden Ausdrücken die 
Grössen oit stets za ersetzen durch an, — vtOi». 

§ 19. 

Weitere Untersaohungea über die Brenupnnkte: Doppeltberührende 

Kreise, Bätse über Brennatroblen. 

Im Torhei^ehenden Paragraphen wurde u. A. gezeigt, dass die 
Brennpunktepaare der CurTs f>{v,, u) — 0, welche eine Ellipse oder 
Hyperbel darstellen möge, gegeben sind durch die zwei Gleichungen 



U) 






Ganz ähnliche Ausdrücke hat man für die Brennpunkte eines durch 
seine Gleichung in Punktcoordinaten gegebenen Kegelschnitts f(x, £)<=0; 
dieselben finden eich in § 11, Gl. (14) und speciell für die Ellipse in 
Gl. (16). 

Um die Vorstellung zu fixiren, wollen wir noch annehmen, das 
reelle Brennpunktepaar sei 

ft9 - » s ~* V,' + ^.pip.p) ■ U,' - 0; 

die Ooefficienten von ü,* und ü^' mllssen aledann entg^engesetzte 
Vorzeichen haben. Sind B •=<), £, => die Gleichungen der zwei 
reellen Brennpunkte, so ist demnach jedenfalls 

[p,9- o=BB, = + (tfi»Oi* — ff,*f^s*). 

® •.•-.•-(---)^v 

Bier gestattet die Identität ft,9> — o) ^ BBi eine einfache geometrische 
Deutung. Für jede Gerade, deren Coordinaten u^ die Gleichung 
9>(u,u)°aO erfilllen, also für jede Tangente des Kegelschnitts q), 
folgt nämlich mit Rücksicht auf (1) in g 2 sofort der Satz: 
(3) Bei jedem Kegelschnitt ist das Prodact aus den Ab- 
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Btänden der beiden Brennpunkte von einer beliebigen Tan- 
gente constant, und zwar gleich dem Quadrat der halben 
kleinen Äxe im Falle einer Ellipse, gleich dem Quadrat der 
halben Nebenaxe im Falle einer Hyperbel. 

Der soeben angegebene Werth der Conatante ergibt sich, wem 
man die Tangente im «inen Endpunkte der die reellen Brennpunkte 
verbindenden Aze zieht, bei der Ellipse noch einfacher mit Hilfe dei 
Tangente in einem Scheitel der kleinen Aze. 

Aus (2) folgt mit Hilfe eines beliebigen Multiplicator^ v: 

(4) 4:v(jiijip — ») « [vB + B^f — [vB — B,]', oder 

(4a) 4t'a> — (vB — B,)* = 4*^9 — {vB + B,)' ^ 0- 

Diese Gleichung repräsentirt nach (2) in § 7 ein System tm 
Kreisen; reell fflr die positiven Werthe von v, imaginär für negaüve v. 
Uebrigens lassen sich beide Arten auch getrennt darstellen, wobei 
V jedesmal als positiv angenommen werden darf; das reelle System 
ist nämlich alsdann durch (4a) gegeben, das imf^inÜre dorcb die 
ans (4) folgende Gleichung 

(5) ivta 4- (vB + B^f = 4:viit<p + {vB ~ BJ' = 0. 
Betrachten wir speciell das bei positivem v reelle System reo 

Kreisen (4a). 

Ans (4a) (und ähnlich aus (5)) folgt alsdann, mit Bficksicht auf 
(2) in § 7, das8 diese Kreise den Mittelpunkt vB — B^ = haben 
und den Kegelschnitt ^ -^ doppelt berühren, nämlich in den Be- 
rührungspunkten der vom Punkte vB -f- JS^ => an die Gurre gelegten 
Tangenten. Auaserdem sind B-^0, B^^O, vB—B^—O und 
vB ~\- B, =0 vier harmonisch gelegene Punkte. Genau dieselbe Be- 
trachtung liesse sich, wie (38) in § 18 zeigt, anstellen, wenn die Corre 
9)(«,u)^0 eine Parabel ist; man hat daher den Satz: 

(6) Es gibt bei jedem Kegelschnitt ein System doppelt 
berührender Kreise, für welche der Mittelpunkt und der 
zugehSrige Pol der Berührungssehne harmonisch liegen tn 
den zwei reellen Brennpunkten. 

Um die L^e dieser Kreise im einzelnen zu untersuchen, sind die 
Fälle der Ellipse, Hyperbel und Parabel gesondert zu betrachten. 
Indem wir wegen des Näheren auf die Abhandlung von Steiner: 
„Elementare L&sang einer geometrischen Aufgabe, und über eisige 
damit in Beziehung stehende Eigenschaften der Kegelschnitte"*) let' 

1) Creüe'« Journal, Bd. 87, 8. I74ff., 1847, oder auch „Gesammelte Werks", 
Bd. II, S. 40i e. 
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Doppelt berührende Kreiie eines Eegelschuitta. 181 

weisflD, wollen wir oar den Fall der Ellipse Doch kohs berOhreD. Die 
GleicbiiDg für die Mittelptmkte.'der eiozelnen Ereiee wird vB — f^ -= 0, 
oder nach (2) r(«i P, -f- ffj ü^) — («, TJ^ — «j U^) = 0, d. h. 

der Mittelpunkt des dem Parameter v entsprechenden Kreiees hat daher 
die homogenen rechtwiakliges Coordinaten v" v ' ,y ' : 0:1. Der Radius 
r ei^bt sich nach (2) in § 7 aus r* = . , — -,- Wie man mit 
Hilfe der in der Differentialrechnung gebräuchlichen Methode findet, 
wird der Radius ein Maximum für v -^^ 1 ; ein Minimum v = — 1 
konunt nicht in Betracht, da ihm kein reeller Kreis entspricht. Der 
gröBste Badias hat demnach die Länge 



T-V-. 



oder er ist gleich der halben kleinen Axe der Ellipse, denn wie ans 
(15) in §18 hervorgeht, sind — f»i9{i',i>) und — ^tf>{P)P) die re- 
ciproken Werthe —^ und -^ der Quadrate der halben Axen a und b 
der Ellipse. Für -v =3 und v == 00 erhält man Kreise vom Radius 
Null, nämlich die beiden Brennpunkte f^ and B. 

Ein zweites System von Kreisen erhält man, wenn dieselben Be- 
trachtungen wie zuvor angestellt werden mit Bezug auf das imaginäre 
Brennpunktepaar des Kegelschnitts 9)(«, u)>™0. Bevor wir hierzu 
fibergehen , m&ge die Aufgabe gelSst werden , zu dem imaginären 
Brennpunktepaare beliebig viele harmonische Polenpaare zu construiren. 

Es sei wieder 
0) ps? — «> = -B-B. = ± i< Ui* - «s* üi') = 

die Gleichung ffir die zwei reellen Brennpunkte, 

(8) ti,(p — a = v^Ut^ + v^Ui* = 

diejenige fOr die imaginären. Es mfissen dann natOrlich die beiden 
reellen Grössen Vg nnd v^ gleiches Vorzeichen haben, denn andernfalls 
wäre )', üi' -{- f g U3' in zwei reelle lineare Factoren zerlegbar. Ansser- 
dem müssen die Grössen v negativ sein, denn bei positiven v wäre 
nach (8) der Kegelschnitt ip(u, u) ~- 0, den wir als reell voraussetzen, 
gleich der Summe der drei Quadrate U* + (w, + 1) t^' + v» Ü3' = 0, 
da (D 3= Uj* + ü^*. Man kann demnach die Gleichung (8) ersetzen 
durch 

(9) ^ y - ra = - (Tj» + Ts') = 0, wo Tj' ^-v, Ü^*, T* -= - Vj Pj*, 
oder auch durch 
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(10) t^,9~ m^— (T^coat— T^aiüty—(T,siat+ Tgcoaty, 
wobei t einen Tdllig willkOrlicben Winkel bezeichnet Fflbreo wir zur 
Abkflrznng ein F= T, cos t — T» sin t, W-^ T^ ain t + T, cos (, bü 
verwandelt sich (10) in 

(11) p,y_„ = _(F'+ W";. 

Indem man diese Gleichung in Yeibiodung bringt mit (7), eigibt 
sich durch Elimination Ton ip die Relation 

(,., - rt» ^(F- + IT') - ftSB, 

oder auch 

(12) (ft-fc)o + ftF> iL,W'-e,BB,. 

Bevor wir diese Gleichung geometrisch deuten, werde bemerkt, 
dass die Punkte F=-0 and TF^-O, welchen Werth anch der Para- 
meter t haben m^, harmonisch liegen zn 

V-^-iW — O und V—iW—O 
oder, was dasselbe bedeutet, zu T, + « T, — und T^ — iTj — 0, 
also zu dem im^inären Brennpunktepaar. 

Die linke Seite von (12) stellt nun, gleich NoU gesetzt, einen 
Kreis dar mit dem Mittelpunkt V, während die rechte Seite tod (13) 
aussagt, dass auf diesem Kreis auch das reelle Brennpunktepssr li^ 
und dass die in den Brennpunkten gezogenen Tangenten sich in IV 
schneiden ^). Ist also z. B. der reelle Pnnkt V g^eben und will man 
zu ihm und zn dem imaginären Brennpunktepaar, welches bei unseFen 
obigen Annahmen zugleich mit V auf der Geraden X, — liegt, den 
vierten harmonischen Funkt W coQstruiren, so ziehe man am V ab 
Mittelpunkt den durch die reellen Brennpunkte B, B^ gehenden Erei«; 
die Tangenten desselben in B und Bi schneiden sich in dem auf 
X, — gelegenen Punkte W. 

Dass dieser Kreis reell ist, geht nicht nur aus der Realität seinei 
Mittelpunktes und der zwei Funkte B, B^ hervor, sondern kann auch 
aus seiner Gleichang (f»j — (*,)© ■¥ (H^* ~^ o*^*"" 

(£-i)«'+'"-o 

geschlossen werden. Die oben mit Vj bezeichnete Grösse muss näm- 
lich, wie wir sahen, bei unseren Annahmen negativ sein, andrerseita 
besitzt dieselbe nach (1) den Werth — — 1, mithin ist in 
(^_l)„ + F»-0 

1) Vgl hiena den SchltuB von S B. 
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die poeitire deSnite Form e> mnltiplicirt mit einer negativen Gr<5see, 
so dass diese Gleichung in der That eiue reelle Curve repräsentirt. 

Wenden wir uns unn zu dem oben erwähnten zweiten System 
von Kreisen! 

Aus der Identität (11) folgt: 

(13) F?-Q = -(^<p+ W), 

ein Ansdruck, der gleich Null gesetzt bei variabelem t ein System 
von Kreisen darstellt, deren Mittelpunkte') V aaf der Verbindungs- 
linie der imaginären Brennpunkte tiegeo; es kann also von diesem 
Kreissystem eigentlich nur bei Ellipse und Hyperbel die Bede sein, 
da bei einer Parabel das imaginäre Brennpunktepaar im Endlichen 
fehlt Indem man die Gleichung (13) in analoger Weise geometrisch 
deutet, wie es oben bei (4a) geschehen war, folgt der Satz: 

(14) Bei jeder Ellipse und Hyperbel gibt es ein System 
doppelt berfihrender Kreise, für welche der Mittelpunkt und 
der zagehSrige Pol der Berübrungssehae harmonisch liegen 
zu dem imaginären Brennpunktepaar*), 

Vermöge der Identität V^T^coat— T^ sin t ksjiD jeder auf 
der Nebenaxe Xj — gelegene Punkt als Centrum eines den Kegel- 
schnitt 9i(w, «) — doppelt berflbrenden Kreises angesehen werden. 

(15) Das System von Kreisen (14) hat noch die weitere 
interessante Eigenschaft, dass jeder solche Kreis der Ort 
der FuBspunkte der geraden Linien ist, welche von den Brenn- 
punkten des gegebenen Kegelschnitts q){u,u) -^ nach allen 
Tangenten von <p unter demselben bestimmten Winkel / ge- 
zogen werden^. 

Wir wollen hier der Kürze halber nur eingehen auf den Fall 
t = 90" und eine directe Behandlung des Problems geben. Es werde 
dabei wieder angenommen, dass das reelle Brennpunktepaar B, B^ ge- 
geben sei durch (i^qi — lo-^O. Soll eine Gerade mit den Coordinateu 
*'i)t(i,t's Tangente sein des gegebenen Kegelschnitts, so müssen die 
U( die Gleichnng. be&iedigeu <p(u,u) ^0; andrerseits befriedigt eine 
durch einen reellen Brennpunkt gehende Gerade v die Gleichung 



1) Für den Radius r findet m&Q leicht nach EioBetien dea Werthes von V 
mit RSchaicht aof (2) in a 7 die Formel r = —. — - ]/ — ^ -. , oder bei Bleicher 

BeseichnungBweiae wie S. 181 wird r ^ —, 

ä) NKheres über dieses Syetem von Eroieen bei Steiaer a. a. 0. 
3) Auch hienu vgl. Steiner a. a. 0. 
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ttiV(v, v) = ß)(v, v). 
Die Coordinaten XijX^iX^ des Schoittpunktes einer Tangente u mit 
einer durch B oder .5, gebenden Geraden v sind 

(16) aTj = «jjfs — «8*'a» ^a =Msfi — t/,«,, :i^ ^ Ujfg — "jt'i, 
und wir fragen nun nach dem geometrischen Ojet aller Punkte x Ton 
solcher Beschaffenheit, dass die von x nach der Curre ip(u,u) •=(> 
gezogenen Tangeoten normal sind zu dem einen, resp. anderen der 
zwei von x nach dem Brennpunktepaar gezogenen Strahlen. Der Ort 
der Punkte x muas alsdann der oben gewQnsehte Kreis sein. 

Um die Gleichung dieses Ortes aufsustellen, gehen wir aas tod 
einer Identität, die fOr die Gleichung 

(17) 2x(x, x) t-^ («gsios, + «sjcjj, — 2cj,ojjs)a;i» + ■ ■ 

+ ^("n^it -\- «SK^ai — «M"iä — «is'^ss)^!^!! + - ■ = 
des Directorkreises ') der Curve zweiter Classe 

ip(u,u)T^^^ auUiUi = 
besteht; diese Identität lautet^: 

1) Vgl. (29) und (31) in § 15. 

8) Zur Ableitung dieser Identität werde Folgendes bemerkt: Der Diieclor- 
kreiB ist nach g 16 der geom et rieche Ort aller Paakte x, von denen eu einander 
rechtwinklige Tangenten an den Kegelschnitt ipiu, *)•=(> gezogen werden kOnnen; 
diese Tangenten mOssen somit harmonische Polarenpaare des Ereispanktepaars 
m(w, «) = sein. Ist nnn ein beliebiger Ponkt x der Ebene der Schnittpunkt 
irgend zweier Geraden w und v, so besitst das DoppelTerhältnisa dieses Qerad^- 
paares zn dem von x an den Kegelschnitt tp{«, m) ^ gezogenen Tangenten- 

paare den Wertb -^ , wobei h, und x, die Wuneln sind der quadratischen 
Gleichung 

9>(P, «) + 2it9(e, ») 4- «'»(«,«)- 0; 

andrerseits besitzt das DoppeWerfaUtniss des Qeradenpaares «, t> sn den von x 
aas noch den imaginären Ereispnnkten gezogenen Geraden den Werth ^, wobei 
1, und 1, die Wurzeln sind der quadratischen Gleicbnng 

.(.,«) + 21.(., .) + »•»(», .) - 0. 
Ks ergibt sich dies sofort aus den dualistisch entsprechenden Betraolitiingen so 
denen von S. 30 f. Sollen nun die TOm Punkte x an 9)(u, u) = ODndanai(u, h)^» 
gezogenen Tangentenpaare zu einander harmonisch sein, so mosi, wie wir als be- 
kannt voraussetzen, die Relation erfallt sein; 

nnd wenn man hier far die Prodncte und Summen der Wurzeln der twei in ■ 



DisifadbyGoOglc 



Gleichnug des Ereiies aber der Asa als Dorcbineeeer. 1S& 

(18) 2x{x,x) ^ qi(ii,u)-o(v,v) — 2<p{u,v) ■ e)(u,v) + tp{v,v) ^(uiu), 
wobei fOr die Xi, tif und Vi (t -« 1, 2, 3) die Relationen (16) gelten. 
In uQBerem F&lle sollte die Gerade u eine Tangente dea gegebenen 
Kegelschnitts sein and mit der zagebSrigen Geraden v einen rechten 
Winkel bilden, daher ist q)(ii, «) = and <o{u, v) = 0; ausserdem er- 
fSlIen, wie oben bereits erwähnt, die Coordinaten t>,* die Relation 

Die Gleichung (18) kann man somit im TOrliegendea Falle ersetzen 

durch 

(10) 2,(^,,)_-K^)_-_('.^_0. 

Nun ist nach (13) in § 5 

o(u, u) • m{v, v) — «>*(«, v) = Q(a:, x) ^ tp^; 
da aber a{u,v) = 0, so lässt sich jetst bereite an Stelle von 
(o(u,u) • a}(v,v) Bubstitniren TpJ, wodurch sich (19) verwandelt in 

(20) 2^2(1, x) - z(p,x, + p,x, +p,x,f = 0. 

Dies ist die gewQnschte Gleichong des Kreises; dass dieselbe 
wirklich einen Kreis darstellt, geht daraus hervor, dass sie sich von 
der Gleichung des Directorkreises xi-^f x) =^0 nur um das Glied tp^' 
unterscheidet. Ausserdem ist der Kreis (20) mit x{x, a:) ■=• concen- 
trisch, daher nach § 15 auch mit dem gegebenen Kegelschnitt 9>(u,u)=0. 

Rein geometrisch folgt auch, dass die Fusspunkte der Normalen, 
welche von den Brennpunkten auf die Scheiteltangenten der die Brenn- 
punkte verbindenden Aze gefallt werden, mit den Scheiteln dieser Axe 
zusammenfallen; letztere ist daher ein Durchmesser des Kreises (20). 
Die Gleichung von (20) in Liniencoordinaten ergibt sich also ans 
(13), wenn man in V setzt t =" 90"; man erhält alsdann Tg* — id, 
oder nach (9) 

(21) -v,U,^^iü^+U,') = 0, 

wofOr mit Rficksicht auf (8) in diesem und (20) im vorhergehenden 
Paragraphen gesetzt werden kann 

und 1 quadiatiecben Gteichangen die Coefficienten dieser Gleichnng einfuhrt, folgt 
nach Wegbiingen dea Nenne» 

9>(«, «) . a,(v, V) - 2<p(w, «) ■ <b(u, e) + <p(D, c) ■ <p(u, ») = 0. 
Dieser Ausdruck kann sieb alBO von SjCx, x) in (17) nnr um einen Zahleuf^ctoi 
nnterscheiden; man findet denselben leiobt gleich 1. Wäre a)(u, w) ^ eine 
beliebige Cnrve zweiter Clasae, so würde übrigens dieselbe Identit&t stattfinden; 
nnr würde dann %{x, x) = den bei (SS) in g 1& als harmonische Cnrre zweiter 
Ordnung bezeichneten Kegelschnitt darstellen. 
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(2U) ü,' + D,« + ^ . q>{p,p)U,' « 0. 

Ausserdem zeigt die Gleichung (15) in § 18, das» ^i9>CP,j>) 
gleich — -j ist, wenn wir mit a die halbe Länge derjenigen Axe des 
Kegelschnitts qi(u,u)-=0 bezeichnen, welche die reellen Brennpankti^ 
Terbindet'). Der Kreis (21a) oder (20) hat also (auch in Ueber- 
einatimmung mit der Fassnote so S. 183) den Kadins a, falls der 
gegebene Kegelschnitt eine Ellipse oder Hyperbel ist. 

Sollte (p{u, tt)*^0 eine Parabel daratellenj so würde j;(a;, a;)c=0 
zufolge der Bemerkungen am Schlüsse von § 15 aus der Directrix 
und der unendlich fernen Geraden bestehen; die Curre (20) wOrde 
daher in eine Parallele zur Directrix und in die unendlich ferne 
Gerade zerfallen. Wie man geometrisch sofort einsieht und aach 
algebraisch leicht gezeigt werden kann, ist diese Parallele die Scbeitel- 
tangente. Auf Grand des Vorhergehenden kann man die zwei Sätze 
aussprechen : 

(32) Die Fusspunkte der Normalen, welche von einem 
Brennpunkte einer Ellipse oder Hyperbel auf die Tangenten 
dieser Gurre gefällt werden, liegen auf einem mit dem ge- 
gebenen Kegelschnitt concentrischen Kreis, der diejenige 
Hauptaze des Kegelschnitts zum Durchmesser hat, welche 
die reellen Brennpunkte verbindet. 

(23) Die Fusspnnkte der Normalen, welche vom Brenn- 
punkte einer Parabel auf die Tangenten dieser Curve gefällt 
werden, liegen auf der Scheitettangente der Parabel. 

Man kann auch zeigen, dass die zwei Systeme (6) und (14) die 
einzigen Systeme von Kreisen sind, welche den Kegelschnitt <p(UfU)'=*0 
doppelt berClfaren. Die Gleichung irgend eines Kreises in Linieneoor- 
dioaten ist nämlich nach § 7 von der Form as — aC* = 0, wo o 
eine bestimmte Constante, G = die Gleichung des Mittelpunktes be- 
deutet Soll dieser Kreis den Kegelschnitt 9>(u, ii) =« doppelt 
berühren, so mnss es einen Parameterwerth ft geben, für welcben 
fiip — (o) — aC*) ein vollständiges Quadrat P* wird, wobei P^-0 
den Pol der Berührungssebne darstellt. Aus (iip — (m — aC*) «" P' 
folgt aber iiq> — to ^= F' — aC, und hier ist die rechte Seite dieser 
Gleichung in zwei lineare Factoren zerlegbar; lassen wir den Wertb 
f» — = 0, dem das jetzt nicht in Betracht kommende imaginäre Kreis- 
punktepaar entspricht, uuberflcksichtigt, so gibt es, wie wir in § 18 
sahen, nur noch zwei Werthe des Parameters ft, für welche (itp — « 

1) Tgl. bieTXD auch die Bemeikuiig|en za (16) in % II. 
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zerföllt, und diese Werthe lieferten im allgeineinen Falle das reelle 
und imaginäre Brennpnnktepaar. Beide Punktepaare wurden aber bei 
Ableitung der Sätze (6), resp. (14) zu Grunde gelegt. 

Zur Ableitung weiterer wichtiger Sätze werde ausgegangen von 
der Gleichung (7): 

ft,9 — a>^ BBj — 0, 
die wieder das reelle Brennpanktepaar darstellen möge. Andrerseits 
wurde am Schlüsse von § 9 gezeigt, daas die Gleichung einer be- 
liebigen nicht ausartenden Cnrve zweiter Clasge ip(u, u) •-• in die 
Form gebracht werden kann: 

(24) ?)(«, m) = o F; Vg — i Fj* = 0. 

Hierbei sind Vi ^0, Kg >^ die Gleichungen irgend zweier 
Punkte P und Q der Curve, Fg —■ repräsentirt den Pol der Ver- 
bindoDgssehne PQ, während a und b Coefficieoten bezeichnen, auf 
deren nähere Bedeutung es jetzt nicht ankommt. 

Ana (7) und (24) folgt 

p,(anF,-6n')-«.-BJ^, 
oder auch: 

(25) ^^a F, F, - BBi — p,6 V^*-\-o,. 

Die rechte Seite dieser Gleichung liefert nun, gleich Null gesetzt, 
einen Kreis mit dem Mittelpunkte Fj <« 0; andrerseits zeigt die linke 
Seite von (25), dass die Verbindungslinien der Punkte F^ -= und 
B — 0, F, — und 5,-0, F, — und B = 0, F, — und Bj = 
Tangenten dieses Kreises sind. Es folgt also der Satz: 

(26) Die zwei Strahlenpaare, welche irgend zwei Punkte 
(P und Q) einer Curve zweiter Classa K mit deren Brenn- 
punkten verbinden, sind Tangenten eines Kreises, dessen 
Mittelpunkt der Pol der Terbinduugslinie PQ in Bezug 
auf K ist 

Bei der Lage der Sehne PQ sind drei verschiedene Fälle zu 
unterscheiden: 1) sie geht weder durch den Mittelpunkt noch durch 
einen Brennpunkt des gegebeneu Kegelschnitts tp(u,u) =-0; 2) die 
Sehne geht durch einen der beiden Brennpunkte; 3) sie ist ein Durch- 
messer der Curve ^ = 0. 

Die wichtigste Anwendung des Satzes (36) im Falle 1) besteht 
in der Ableitung der Thatsache, dass bei einer Ellipse die Summe 
der Brennstrahlen eines Curvenpuuktes , bei einer Hyperbel die Diffe- 
renz der Brennstrahlen constant ist. Damit ist alsdann dieses fUr die 
mechanische Erzeugung der genannten Curven so wichtige Theorem 
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Ton den BreoDStrahlen hergeleitet ganz anabhäcgig von der Gleichung 
der Carve in Punktcoordinaten, sondern nur unter AnwenduDg der 
Liniencoordioaten. 

Im ersten Falle ist nämlich das Tierseit, welches durch die von 
P und Q nach den Brennpunkten B und £, des Eegelschoitts ge- 
sehenen Tangenten gebildet wird, einem Kreise umschrieben und daher 
nach einem elemeutaren Satze der Geometrie entweder die Summe oder 
die Differenz zweier Seiten dieses Vierseits resp. gleich der Summe 
oder Differenz der beiden anderen Seiten^). 

Hat der Punkt f ron den beiden Brennpunkten die Eintfernungen 
r resp. r^, Q die Entfernungen p resp. ^i, so ist hiernach entweder 

r + r, -= p -(- ß, oder 
(27) r — fi = p — p, oder 

r — r, = pi — p. 

Es sei nun 2a der absolute Werth dieser drei Ansdrdcke, 2e die 
Entfernung der beiden Brennpunkte von einander; alsdann kann die 
Gleichung r -]- r, °= 2a nur stattfinden, wenn a > c, denn in jedem 
Dreieck ist die Summe zweier Seiten grösser als die dritte Seite; 
andrerseits kann die Gleichong r — r, = 2a nur bestehen, wenn a<c, 
da in jedem Dreieck die Differenz zweier Seiten kleiner als die dritte 
Seite ist 

Für alle Punkte eines Kegelschnitts ist demnach entweder die 
Summe oder die Differenz der Brennstnihlen coustant. So lange die 
zwei Brennpunkte im Endlichen liegen und die Summe der Brenn- 
strahlen keinen unendlich grossen constanteo Werth besitzt, schneidet 
die Verbindutigslinie der Brennpunkte £,B, die Gurre jedenfalla in 
zwei Punkten A nnd A^, welche auf den Verlängerungen der Strecke 
B£i Ober die zwei Brennpunkte hinaus gelegen sind, denn es moss 
2a > 2c sein, die Brennpunkte liegen daher zwischen den Scheiteln 
iot Aie AA^, der Kegelschnitt ist eine Ellipse. Wenn die Differenz 
der Brennstrahlen constant ist, trifft die Gerade BB^ die Cnrve in 
zwei zwischen B und £, gelegenen Punkten A und Aj^, denn es muss 

1) Der ÄDsdnick „Tierseit" ist hier im allgemeinaten Sinne aaftn&ssen 
<]&• Tierseit kann conves, concav and tiberBcb lagen Bein. Die LehrbOcher der 
elementaren Geometrie enthalten den Säte vom „TangenteDTierseit" meirt bdi 
mit BeEUg auf convexe FigQren mid beschränken aicb auf die Angabe, daM in 
den TangentenTieraeiten die Summe je zweier gegenflb erliegenden Seiten die- 
selbe BeL Es WM wohl Steiner, der Eueret auf dieien Mangel hinwies in aeiner 
Note: „Ueber daa dem Kreise nmachriebene Viereclc", Orelle's Jonmal, Bd. SS, 
S. 80&-310, 1846, oder auch „Oesammelte Werke" Bd. II, S. »81— S88. 
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2a<3c sein, die Brennpunkte liegen daher auf den Verlängerimgen 
der Strecke AAi, der Kegelschnitt ist eine Hyperbel'). Der Fall 
a=^e = oo, in welchem also einer der beiden Brennpunkte im Un- 
endlichen liegt, liefert die Parabel. 

In untenstehender Figur 8, welche den Fall erläutern soll, dass 
die gegebene Curve eine Ellipse ist, sind Cr and H die Berühmi^B- 
punkte der Brennstrahlen PB, bezw. PS, mit dem durch (26) defi- 
nirten Kreis, M der Mittelpunkt dieses Kreises, / und K sind die 
BerQbrungspunkte der Brennstrahlen QB, bezw. QB^. Da nun die 
Tangenten, welche von irgend einem Punkte der Ebene nach der 
Peripherie eines KreiseB gezogen werden, bekanntlieh gleiche lÄnge 
haben, so ist GB^IB und HB^ == KBi, daher 
GB + SB^'='IB-j-KS^; 
hierfOr kann aber gesetzt werden 

PB-\-PS+ EB, — JB + e J + QB. , 
d. h. 

PB + PB, = QB + OB, oder r + f, = ^ + p,. 

Dass diese constante Summe gleich der grossen Aze der Ellipse ist, 
folgt sofort, wenn mau den beliebig gewählten Punkt P in einen 




Scheitel dieser Axe legt. In Fig. 9, welche den Fall der Hyperbel 

erlilatem soll, ist die Bezeichnung der in Betracht kommenden Funkte 

die entsprechende wie bei Fig. 8. Man bat alsdann die Gleichungen 

PH = PB + IB, QB, + HB, — QI, 

1) Tgl. hienn die andere Ableittmg dieser Sätie am ScUnwe tod § lt. 
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woraus durch Addition folgt 

PH+ HR-\- QS, =. PB + iS + §/ 
d. h. 

PjB, + QS^ —PB + QS oder r, + p, — r + p, 

also r — f*! <= Pi — f- Hieraus geht auch hervor, dass die coostaut« 
Differenz r — r^ für Pnnkte des einen Zweiges der Hyperbel 2a ist, 
fQr Punkte des anderen Zweiges wird hingegen p — Qi^ — 2.a. 

Da der Mittelpunkt M des in (36) definirten Kreises der Pol der 
Sehne PQ, daher Schnittpunkt der in P nod Q an den gegebenen 
Kegelschnitt gezogenen Tangenten ist, und da die Gerade PM nach 
einem Satze der elementaren Geometrie die Halbirangslinie des Winkels 
ist, den die zwei von P an den Kreis gezogenen Tangenten mit ein- 
ander bilden, eo folgt (vgl. auch (27) in g 15): 
(28) Die Tangente in einem beliebigen Punkte P eines 
Kegelschnitts bildet gleiche Winkel mit den von P nach 
den Brennpunkten gezogenen Strahlen. Speciell im Falle 
einer Parabel bildet also die Tangente in P gleiche Winkel 
mit zwei Strahlen, deren einer den Punkt Pmit dem im End- 
lichen gelegenen Brennpunkt verbindet, während der andere 
durch P parallel zur Axe der Parabel gezogen ist 

Will man nKher untersuchen, welchen Winkel der zwei von P 
nach den Brennpunkten gezogenen Strahlen die Taugente halbirt, so 
sind die drei Kegelschnitte Ellipse, Hyperbel und Parabel fQr sich zu 
betrachten. 

Es sei zunächst die Curve eine Ellipse, jedoch seien nur der 
CuTvenpuukt P und die zwei Brennpunkte B, J?, gegeben. Wir be- 
haupten, dass in diesem Falle die Tangente den Nebenwinkel von 
^„ ^BFS, halbirt (Fig. 10). 

Q Es lädst sich nSmlich nach- 

?l!_^^ ^^^''^ \ weisen, dass für jeden von 

^^^^^-^C^^^ \ P verschiedenen Pnnkt P' 

C'-^''^ \ ^"^T^^^T^^l-^ ~ "ier Halbimngslinie PT die 

.'■^. - \ .'■ Summe der Brennstrahlen 

'\^ grösser ist als r + »"i . Um 

dies zu zeigen , verlängere 

man den einen Brennstrahl, z.B. r, um die Länge des anderen r,; es 

sei Q der Endpunkt dieser Verläugerung, also BQ = r-\-T^. Settt 

man noch P'B — (>, P'P, — > (»,, so ist alsdann 

« + (.,- fli + P'B, - P'B + P'fli 
in Folge der Ungleichnng P'JS + P'Ö>PÖ »st *ber p + <ii>r + r,, 
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d. h. der auf PT willkürlich geirSlilte Punkt F' kann nicht auf der 
Ellipse liegen; in ganz analoger Weiee zeigt man, dass auch auf der 
Verlängemiig der Geraden TP in der Richtung nach T" kein Fnokt 
der Ellipse liegen kann; die Gerade TP hat folglich mit der Ellipse 
nor den Ponkt P gemeinsam, sie ist eine Tangente der Curve. 

Aehnlich zeigt man, dass im Falle einer Hyperbel die Tangente 
des Punktes P denjenigen Winkelraum halbirt, welchen die Halb- 
strahlen PB und PB^ bilden (Fig. 11). Um dies zu zeigen, trage 
man den einen Brennstrabi, z. B. r,, p^ ^^ 

auf den anderen r von F ans ab, so 
dass PQ <^ r,, daher 

PB-PQ = r — r,. 
Fßr jeden von F Terschiedeuen Punkt 
P' der Geraden FT ist alsdann die 
Differenz der Brennstrahlen ff — f/^ gleich 
F'B-P'B,—P'B~P'Q. In Folge 
der fOr das Dreieck BQF' bestehenden • 

Ungleichung P'B — P' Q< QB ist aber (f — ffi <r — r^ d. h. der auf 
FT willkürlich gewählte Punkt P' kann nicht auf der Hyperbel liegen; 
die Gerade PT hat also nur den Punkt F mit der Curve gemeinsam, 
sie ist eine Tangente der Carve. 

Aus diesen für die Constructiou der Tangente bei Ellipse und 
Hyperbel gegebenen BeweisfQhrungen folgt die Tbatsache, dass es zu 
zwei gegebenen Punkten B, B, und za einer festen Geraden g stets 
einen Kegelschnitt gibt, welcher B nnd Bj zu Brennpunkten, g zur 
Tangente hat, und zwar ist derselbe eine Ellipse oder Hyperbel, je 
nachdem die Gerade die Verbindungslinie BBi ausserhalb der Strecke 
BB, oder zwischen den Punkten B und £, trifft Im ersten Falle 
hat der BerQhrungspunki F der Tangente die Eigenschaft, dass für 
ihn die Summe der Entfernungen von B und £^ kleiner ist, als ftlr 
jeden anderen Punkt von g; im zweiten Falle ist fQr P die Differenz 
der Entfernungen von B und Bi grösser als fOr jeden anderen 
Punkt von g. 

Im Falle der Parabel sei B der im Endlichen gelegene, B^ der 
unendlich ferne Brennpunkt; die Tangente PT des Punktes P halbirt 
alsdaun den Nebenwinkel von -^ BFB^ (Fig. 12), also den Winkel 
BPQ, welchen der Brennstrahl PB mit dem auf die Directrix geßllten 
Lothe PQ bildet. Es geht dies wieder daraus hervor, dass die Hai- 
birongslinie FT nur den Punkt F mit der Parabel gemeinsam hat; 
fQr jeden von P verschiedenen Punkt P' auf FT ist nämlich 
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P' Q-^ P'B, und diese Strecke P'B mOsste auch gleich dem von P' auf 
die Directrix gefeilten Lothe P' Q' sein, es wäre mithin P' Q =^P' if', 
was uomöglich ist. 

Aua dem Satze (26) lassen sich leicht noch weitere Folgerosgen 
ziehen. Da der Pol der Sehne PQ mit dem Mittelpunkte Jlf des in 
^g ^j. (26) definirten Kreises zusammen- 

fällt und in Folge dessen der Winkel 
y GBQ durch BM, -^ PB^K durch 
..'f^-^ -ßi^ (^'8- 8 »ad 9) balbirt wird, 

-y'.' ergibt sich: 

,/ jf (29) Die Verbindongslinie 

eines Brennpunktes mit dem 
Pol einer Sehne balbirt den 
Winkel des Geradenpaares, das 
den Brennpunkt mit den End- 
punkten der Sehne verbindet']. 
Wir hatten oben (S. 187) für 
die Lage des durch (26) definirten 
Kreises drei verschiedene Fälle angenommen; nachdem wir bisher den 
ersten Fall betrachtet, m5ge nun untersucht werden, was eintritt, wenn 
die Sehne PQ durch einen der Brennpunkte hindurchgeht (eine Focal- 
sehne ist). Es wird sich das Resultat ergeben: 
(30) Jede durch einen einzigen Brennpunkt B des Kegel- 
schnitts gezogene Sehne PQ berfihrt in B einen Kreis, 
dessen Mittelpunkt M der Pol der Sehne PQ ist; dieser 
Kreis hat auch die beiden Geraden zu Tangenten, welche 
die Endpunkte P, Q der Sehne mit dem anderen Brennpunkte 
5i verbinden (Fig. 13). 

Zum Beweis dieses Satzes gehen wir wieder aus von^ der Be- 
lation (25) ftor,7j — 55, = ft,6F,* + m, wobei F, = 0, Fj—O 
Gleichungen waren för die Punkte P, Q, während F, = den Pol 
der Sehne PQ darstellte. Da im jetzigen Falle P, Q und B in einer 
Geraden liegen sollen, muss zwischen den Ausdrücken F,, F, und B 
eine lineare Identität stattfinden, d. h. mit Fj = und F, =■ wird 
auch B =- erfüllt; wie (25) zeigt, ist also die Gerade PQ jedenfalls 
Tangente des Kreises mit dem Mittelpunkte F, -= 0. Der Berührungs- 
punkt ist Fol der Tangente in Bezug auf den Kreis. Es seien odd 
Wi, Ws, B, B, die Ausdrücke, in welche sich F^, F„ B, Si verwandeln 



1) Weitere FolgernngeD finden sich in dem eh Torliegcndem Paragraphen 
gehangen Theil des Anbaagee. 
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bei Sabetitatioii der Coordinaten der Geraden PQ aa Stelle der varift- 
belen Liniencoordinaten. Die Gleichnog des Pols von PQ in Bezog 
auf den Ereis iat alsdann: 

da aber Tf', .=> 0, TF, = and B =■ durch die Cktordinaten der Ge- 
raden PQ erfallt werden, bleibt lediglich B^^ =« oder S = als 
Gleichang des BerOhrangspirnktes, und hiermit ist (30) bewiesen. 

Der Mittelpnnkt M „^ ,^ 

des Kreises liegt als Pol 
einer Foc&lsehne natQr- 
lieh auf der Polare des 
Brennpunktes B, d. h. 
auf der Directrix von B\ 
da ferner beim Ereie der 
nach dem Berührungs- 
punkt einer Tangente ge- 
zogene Radios zur Tan- 
gente rechtwinklig ist, 
folgt sofort: 

(31) Die Polare eines 
auf der Directrix ge- 
legenen Punktes M 
steht in dem der Di- 
rectrix zugehörigen Brennpunkte B senkrecht auf der Ver- 
bindungslinie MB, oder auch: 

(32) Die Terbindnngslinie des Pols einer Focalsehne mit 
dem zugehQrigen Brennpunkt ist zur Focalsehne rechtwinklig. 

Schneidet die Focalsehne PQ die Directrix in B (Fig. 13), so ist 
B.BM ein Poldreiseit des Kegelschnitte, denn die Gerade RQ uA. Po- 
lare Ton M, die Directrix RM Polare des Brennpunktes B, daher 
auch MB Polare von R. In Folge dessen sind BM und BR conju- 
girte Polaren in Bezug auf den Kegelschnitt und mit Rttcksicht auf 

(32) erhält man den Satz ; 

(33) Zwei conjugirte Polaren eines Kegelschnitts, die 
sich in einem Brennpunkte der Curre schneiden, sind zu ein- 
ander normaP). 

Umgekehrt gilt auch der Satz: 




1) Eid anderer Beweii dieaea Sattea fiodet «ich i 
Puragraphea gehörigen Theil dei Anhuigei. 

OandaKliigai, ToiUnugea. 



I dem sn vorliegendem 
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(34) Zwei in einem Brennpunkt eich rechtwinklig schnei- 
dende Greraden sind harmonische Polaren des Kegelschnitts. 

Der leichte Beweis dieses Satzes m&ge dem Leeer überlauen 
werden. 

Da MP die Cnrre zweiter Claase in P berQbrt, folgt: 

(35) Das zwischen dem Berührungspunkt and einer Direc- 
triz gelegene StSek einer Tangente wird vom zugehörigen 
Brennpunkt: aus anter rechtem Winkel gesehen. 

Eigenartig ist der dritte Fall, welcher fOr die Lage der Sehne 
PQ bei (26) in Betracht kommt, nämlich der Fall, dass PQ ein 
Durchmesser der Curre 9)(«, u) = ist. Hier rückt der Uittelpnnkt 
Fj =<3 des in (26) definirten Kreises als Pol der Geraden PQ ins 
Unendliche, und der Kreia geht über in ein auf der anendlich fernen 
Geraden gelegenes Punktepaar. Setzt man nämlich den Ausdruck in 
(25) ft6 V' + "("> ") gleich ^(«, «), so vetachwindet, wenn F, — = 
einen unendlich fernen Pnnkt darstellt, nicht nur i>{p,p}, sondern es 
verechwinden auch die drei Ausdrücke i>'{pi) (i ^ 1, 2, 3), wobei 
PiiPitPt ^i^ Coordinaten der unendlich fernen Geraden bedeuten; nach 
den in § 6 aufgestellten Kriterien der Cur?en zweiter Classe ist dann 
in der That ;[•(«, «) = die Gleichung eines im Unendlichen gelegenen 
Punktepaares. 

Die zwei von den Endponkten des Durchmessers PQ nach dem 
einen Brennpunkte gezogenen Strahlen sind infolge der symmetriseben 
Gestalt des Kegelschnitts zu den nach dem anderen Brennpunkte ge- 
sogenen parallel; diese zwei Paare paralleler Strahlen bestimmen daher 
die zwei ßicbtangen, welche nach den Punkten des oben erwähnten 
anendlich fernen Ponktepaares verlaufen. 

Wir hatten den wichtigen Satz (26) abgeleitet mit Hilfe der Re- 
lationen fi,9i -^ .5^^ -|- a und q> ^~ aV^Vg — b V^*; ersetzt man den 
letzteren Aosdruck von q}(u,u) durch UiUf — Utü^, wobei D, -= 
und Pj i— 0, t^ ■" und 0^ ■= die Gleichungen zweier Paare 
Gegenecken ii^end eines dem Kegelachaitt <f>(u,u)^=0 nmachriebenen 
Vierseits sind*), so erhält man die Relation: 

(36) ft(£7, ü^ —UtU;) = BB^ + o, 
woraus folgt 

(37) fh^iUt- BS, — ^ fr, o; + «.. 

Die rechte äeite dieser Gleichung repräsentirt gleich Null gesetzt 
einen Kegelschnitt, der die Punkte Vg und U^ zu Brennpunkten ha^ 

1) Vgl (7) in s 12. 
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während die linke Seite sofort ein diesem Kegelschnitt umscbriebeneB 
Vierseit erkennen läeet. Man hat daher den Satz: 

(38) Wird einem Kegelschnitt ip(u,u) =0 ein beliebiges 
Tierseit umecbrieben, so gibt es stets einen zweiten Kegel- 
schnitt, der irgend ein Paar von Gegenecken des Vierseits 
als Brennpunktepaar besitzt and gleichzeitig die beiden 
Strahlenpaate berührt, welche die Brennpunkte der Original- 
cnrve q> mit einem zweiten Paar von Gegenecken verbinden. 

In dem speciellen Falle, dass das nrnschriebene Tierseit ein Par 
ralleltrapez wird, rückt ein Pnnkt des Paares U„ C^ ins unendliche; 
die Gleichung fi^ütU^ + io^O reprieentirt alsdann eine Parabel, nnd 
man kann daher im Anschluss an (37) und (38) den Satz aussprechen: 

(39) Wird einem Kegelschnitt ^(ti, u) « ein beliebiges 
Paralleltrapez nmschrieben, so gibt es stets eine Parabel, 
die den Schnittpunkt der nicht parallelen Seiten des Tra- 
pezes zum Brennpunkt hat und gleichzeitig die beiden 
Strahlenpaare berührt, welche die Brennpunkte des gege- 
benen Kegelschnitts mit einem der beiden übrigen Paare 
von Gegenecken verbinden. 

§ 20. 

TTeber einige Onrven, welche in invarianter Bexiehnng stehen m 

einem EegelBOhnittbüaohel, resp. etaer Eegelsohnittschaar. 



f{x,x) = ^ ^anX(Xt~0 und g{x,x)^^ ^bitXiXi==0 

die Gleichungen zjreier Gurren zweiter Ordnung, yi,y„yt die Coordi- 
naten eines festen Punktes; alsdann gilt der Satz: 
(1) Die Polaren eines festen Punktes y in Bezug auf alle 
Kegelschnitte des Büschels ig{x,x) — f(x,x)^0 schneiden 
sich in einem zweiten festen Punkte. 

Die Polare des Punktes y in Bezug auf irgend einen K^elschnitt 
des Büschels hat nämlich die^Gleichung: 

pa - /l)y. + (Aft ~ Qy, + (Aä - fs)ifi - O oder 
U9{x,y)-f(x,y)=X(g^y^+gtyt-^gtyt) — (fly,+ftyt-i-fiya)^0, 
wobei 

gt^-^g'ixii-^-buXi-^buXi-^-bsiX;,, 



(2) 



fi = -wf'ixi) = auXi 4- atiXi + &»iXt, 
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und hier stellt (3) fßr alle beliebige Wertbe des Parameters X gende 
Linien dar, die sieb in einem und demselben Punkte schneiden. Be- 
zeichnen wir diesen Funkt, der &ls Schnittpunkt von g(x, y) ■= und 
f(x, t/)^0 leicht zu ermitteln wäre, durch x, denken wir ans hin- 
gegen nun y variabel, so siebt man sofort, dass Huch umgekehrt die 
in Bezug auf alle Kegelschnitte des Büschels genommenen Polaren 
von X durch den Punkt y gehen. Infolge dieses gegenseitigen Ent- 
sprechens nennt man die beiden Funkte x und y conjugirt hinsicht- 
lich der Kegelschnitte des Bflschels. 

An den Satz (1) reiht sich unmittelbar die Frage nach dem geo- 
metrischen Ort derjenigen zu Punkten y in Bezug auf das Büschel 
Xg — f^ conjugirten Punkte x, welche man erhält, wenn die jr 
auf einer und derselben Geraden mit den Coordinaten u„Ug,Ug liegen. 
Dem Satze (1) zufolge genügt es, irgend zwei Kegelschnitte des 
Büschels, etwa /" — ' und g ^0, der Betrachtang zu Grunde zu legen. 
Es müssen dann zusammen besteben die drei Gleicbangen: 

I ^iVi + /;?. + f,y, - 
(3) ffi?! + Ay» + 9tif» = 

aus denen man durch Elimination von yi,yi,yt erhält: 

f. u u 



(4) J^^ Ä 



— 0. 



Diese Gleichung stellt, da sie in den x vom zweiten Grade ist, 
einen Kegelschnitt dar, und zu demselben Kegelschnitt gelangt man 
auch bei der Frage nach dem geometrischen Ort der in Bezag anf 
alle Kegelschnitte eines Büschels genommenen Pole einer und der- 
selben Geraden mit den Coordinaten u^,!«,,«,. Zwischen den U( nod 
den Coordinaten Xt des zugehörigen Pols bestehen nämlich, wenn eine 
bestimmte Cnrve Xg — /'^O des Büschels zu Grande gelegt wird, 
die Relationen ' 

(5) pttj^A*;, -/i, pw, — A?s-/i, P«i = A?. -/i. 

wo (( einen Proportionalitätsfactor bedeutet. Durch Elimination von 
ff und X erhält man hieraus die Gleichung ftlr den Ort der Pole jener 
Geraden « in Bezi^ auf alle Gurren des Büschels in Gestalt einer 
Determinante, die sich von (4) nur durch Vertauschung der Horixontal- 
ond Verticalreihen anterscheidet, somit dieselbe Oorve liefert wie (4). 
Wir können daher sogen: 
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(6) Die in Bezog »nf sämmt liehe Kegelschnitte einea 
BascheU genommenen Pole einer gegebenen Geraden liegen 
auf einem und demselben Kegelschnitt N. Dieser ist zu- 
gleich der Ort aller derjenigen Punkte, welche den Punkten 
der Geraden im Sinne des Satzes (1) conjngirt sind. 

Wir wollen den Kegelschnitt N den Polkegelschnitt der ge- 
gebenen Geraden « nennen. Es lassen sieh leicht mehrere Punkte 
angeben, die ihm angeboren. Solche Punkte sind z. B. die Spitzen 
der drei in dem KegelHchnittbOschel enthaltenen Geradenpaare, also 
die Ecken das dem Viereck der Grundpunkte zugehörigen Diagonal- 
dreiecka oder (nach (17) in § 14) die Ecken des gemeinsamen Pol- 
dreiecbs aller Curven des Büschels. Man erhält nämlich, vie wir 
sahen, die Gleichung eines solchen Greradenpaares, wenn man in 

für .1 eine Wurzel X' einer gewissen kubischen Gleichung einsetzt; 
die Goordinaten der Spitze findet man hierauf aus den drei Gleichangen 

A'j,,-/;™0 (»—1,2,3). 

Zufolge dieser Gleichungen werden aber die Ausdrücke (/< den ent- 
sprechenden fi proportional, wenn man in diese Ausdrücke die Goor- 
dinaten der Spitze einföhrt; in (4) werden demnach zwei Reihen ein- 
ander proportional, die Determinante (4) verschwindet, d. h. die Spitzen 
jener drei Geradenpaare liegen in der That auf dem Polkegelschnitt 
N der Geraden u. 

Sechs weitere Punkte von (4) sind die vierten harmoniBchen Punkte 
zu dem Schnittpunkte der Geraden u mit irgend einer von den sechs 
Geraden des Büschels und zu den zwei auf der betreffenden Geraden 
liegenden Gnmdpunkten. Dies ergibt sich in folgender Weise. 

Es seien A, B, 0, D die vier Gmndpuukte des Büschels und E 
der Schnittpunkt der Geraden it mit der einem ausartenden Kegel- 
schnitt des Büschels angehSrigen Geraden AD. Die Polare des Punktes 
E in Bezug auf das Geradenpaar AB, DC, das sich in L schneiden 
möge, ist alsdann die Verbindungslinie von L mit dem vierten har- 
monischen Punkte E' zu E und zu dem Punktepaare A, D. Dnrch 
E' geht aber auch die Polare von E in Bezug auf das Geradenpaar 
AC, BD, dessen Schnittpunkt M sei. Daher ist E' überhaupt der 
Schnittpunkt aller Polaren des Punktes E der Geraden u in Bezug 
auf alle Kegelschnitte des Büschels, und zufolge (6) ist somit E' ein 
Punkt des Kegelschnitts N. 

Analog ist es bei den übr^en Punkten, die zu den jeweiligen 



Digilizodby Google 



198 IL Abachnitt. S 20. 

SchDitt^nnkten von u mit den Creradenpaaren des Büschels in der an- 
gegebenen Weise hanuoniscli zugeordnet sind. 

Da man znfolge dea Vorausgehenden neun Punkte des Kegelschnitts 
N leicht sofort conatruiren kann, bezeichnet man ihn bisweilen als 
j^egelschnitt der neun Punkte", 

TTebrigens lassen sich noch swei weitere Punkte desselben an- 
geben: die Doppelpunkte der luvolution, welche nach (12) in g 15 auf 
der Geraden u von ihren Schnittpunkten mit den Curven des BOachela 
gebildet wird. Diese Doppelpunkte sind, wie wir in § 15 sahen, die 
Berflhmngepunkte deijenigeu zwei CuFTen des Büschels, welche die 
Gerade u zur Tangente haben; sie sind also die Pole von u in Bwng 
auf diese zwei berührenden Curreo. 

Ueberhaupt lassen sich Belbstrerständlich unendlich viele Punkte 
des E^elschnitts A^ dadurch finden, dass man zu einem beliebigen 
Punkte P der gegebenen Geraden u den im Sinne des Satzes (1) con- 
jngirten Punkt Q sucht. Da Q Schnittpunkt der Polaren von P in 
Bezug auf die E^elachnitte des Büschels Xg — /*=— ist, wird man 
Q am einfachsten dadurch erhalten, dass man die Polaren von P in 
Bezug auf zwei dem Büschel angehSrige Geradenpaare construirL Man 
braucht daim nur P mit den Spitzen dieser Geradenpaare zu verbinden 
und zu diesen Verbindungalinieo und dem zugehörigen Geradenpaare 
jedesmal die vierte harmoulBche Gerade zu construiren; der Schnitt- 
punkt dieser beiden vierten Harmonischen ist Q. 

Eine andere Art der Construction von Punkten der Cnrve N wäre 
endlich die, dass man in den Schnittpunkten der gegebenen Gerad«i 
mit irgend einem Kegelschnitt des Büschels die Tangenten zieht; die- 
selben schneiden sich in dem Pol der Geraden in Bezug auf den be- 
treffenden Kegelschnitt, und dieser Pol ist nach (6) ein Punkt dei 
Curve iV. 

Nach dieser allgemeinen Betrachtung des Kegelschnitts N wollen 
wir als Gerade u insbesondere die unendlich ferne Gerade wählen; die 
ihr zugeh5rigen Pole sind alsdann die Mittelpunkte der Kegelschnitte 
des Büschels, and so erbSlt man den Satz: 

(7) Die Mittelpunkte der Curven zweiter Ordnong des 
Bflscbele 3ig(x,x) — f(x,x) ^0 liegen auf einem Kegelschnitt 
M] die Gleichung desselben ist: 

I f, f, f. 

Ift A ft 
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wobei Pi, Pi, pg die Coordinaten der aaendlich fernen Geraden 
bedeuten. 

Dieser „Mittelpunktskegelschnitt" geht, wie aus den vorher- 
gehenden allgemeinen Betrachtungen folgt, durch die Spitzen der in 
dem BOBchel enthaltenen Geradenpaare, sowie durch die Mitten der 
sechs Seiten des durch die Grundpunkte des Bflschela gebildeten rolt- 
ständigen Vierecks. Da nun irgend vier Punkte der Ebene als Schnitt- 
punkte zweier Kegelschnitte, daher als Grundpunkte eines Bfischels 
betrachtet werden können, kann man den Satz aussprechen: 
(S) Die Mittelpunkte der sechs Seiten eines vollständigen 
Vierecks liegen zugleich mit den Ecken des zugehörigen 
Diagonaldreiecke auf einem und demselben Kegelschnitt. 

Da ferner nach (5) in § 15 jede Gerade der Ebene, somit auch 
die onendlich ferne Gerade, von zwei Kegelschnitten des Bfischels be- 
rDhrt wird, befinden sich in demselben zwei Parabeln, die beilich 
auch in eine einzige zusammenfallen oder imaginär werden können. 
Mit RQcksicht darauf, dass der Mittelpunktskegelschnitt M durch die 
Berührungspunkte dieser beiden Parabeln mit der unendlich fernen 
Geraden geht, erhält man den Sats: 

(9) Die Asymptoten des Mittelpunktskegelschnitts sind 
parallel zu den Äzen der zwei in dem BOachel vorhandenen 
Parabeln. 

' Von der Realit&t dieser Parabeln hängt somit die Realität der 
Asymptoten des Kegelschnitts M ab, es folgt also weiter: 

(10) Der Mittelpunktskegelschnitt ist eine Hyperbel, Pa- 
rabel oder Ellipse, je nachdem sich durch die Grundpnnkte 
des Bfischels zwei verschiedene reelle Parabeln legen lassen, 
oder diese Parabeln in eine einzige zusammenfallen, oder 
imaginär sind. 

Zu den Schnittpunkten des Kegelschnitts M mit der unendlich 
fernen Geraden Hegen nun nach (34) in g 5 nicht nur die unendlich 
fernen Punkte irgend zweier conjngirten Durchmesser von M harmo- 
nisch, sondern nach (11) in § 16 auch alle Punktepaare, in denen 
die unendlich ferne Gerade von Kegelschnitten des Büschels getroffen 
wird. Hieraus folgt: 

(11) Die Asymptoten eines jeden dem Büschel angehörigen 
Kegelschnitts sind parallel zu einem Paare conjugirter 
Durchmesser des Mittelpunktskegelschnitts, sowie mit Berück- 
sichtigung von (9); 

(12) Bei einem jeden Kegelschnitt des Büschels ist ein 
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bestimintes Paar conjugirter Durchmesser parallel zu den 
Asymptoten des MittelpunktskegalBcliiiittB. 

Wir wollen nnn diejenigen Sätze aufstellen, die sich ei^beD, 
wenn man die dualistisch entsprechenden Betrachtongen zu denen am 
Anfang d«s vorliegenden Paragraphen anstellt bei einer Eegelaclmitt' 
schaar Xi>(u, u) — q>{u, u) — 0. Es sind alsdann Punkte zu ersetzen 
durch gerade Linien, n. b. w. 

Dem Satze (1) entspricht der folgende; 
(13) Die Pole einer festen Geraden ti in Bezug anf die 
Kegelschnitte einer Schaar liegen auf einer zweiten Geraden 
H, and umgekehrt liegen die Pole von u auf der Geraden r. 

Zwei sich in solcher Weise entsprechende Geraden bezeichnet 
man als conjugirt hinsichtlich der Eegelschnittschaar. Man sieht 
auch, daas tüx q>(u,ti) = und ^(u,u) -=0 als Gleichungen zweier 
Gurren der Schaar die Gerade u, welche den Ort der Pole der Geraden 
V darstellt, die Gleichung hat 



(14) 



YV'W yV'(«i) Y^'^^'i) 
Xi ar, Xg , 



Wählt man als Gerade v die unendlich ferne Gerade mit den 
Coordinaten p^ , p^, pf, so sind die zugehörigen Pole die Mittelpunkte 
der Kegelschnitte der Schaar; man hat somit den Sais: 

(15) Die Mittelpunkte aller Kegelschnitte der Schaar 

Ai(-(w,u) — vC«,«) — 
liegen anf einer Geraden; die Gleichung derselben ist 

2±(j'P'(.P,) T*'(ft) '')-°- 

Dem Satte (6) entspricht: 

(16) Die in Bezug auf sämmtliche Kegelschnitte einer 
Schaar genommenen Polaren eines gegebenen Punktes y nm- 
hnllen einen und denselben Kegelschnitt N. Dieser ist in- 
gleich die Enveloppe aller derjenigen Geraden, welche m 
den durch den gegebenen Punkt gehenden Geraden iip Sinne 
des Satzes (13) conjugirt sind. 

Die Gleichung des Kegelschnitts N ist 
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Stein er'ache Parabel. 



ii<p'{«i) yv'C«») yv'K) 



Aehnlich vie oben bei dem dnaliatiBch eutaprechendeD Kegel- 
schnitte N lassen sich auch hier sofort mehrere Tangenten von N^O 
angeben. Es sind dies z. B. 1) die Tt^er der drei in der Kegel- 
schnittschaar enthaltenen Pnnhtepaare (oder die Seiten des dem Vier- 
seit der gemeinsamen Tangenten aller Gurren der Schaar zugehörigen 
Diagonaldreiaeits); 2) sechs andere Tangenten erhält man folgender- 
massen: man verbindet den gegebenen Punkt y mit den drei Punkte- 
paaren der Kegel sc hnittsch aar, also mit den sechs Ecken des der 
Schaar zn Gmnde gelegten vollständigen Yierseits and zieht die vierte 
harmonische Gerade zu einer jeden dieser Verbindungslinien und zu 
den zwei Seiten des Yierseits, die sich in der betreffenden Ecke 
schneiden. Diese sechs vierten harmonischen Geraden sind alsdann 
Taugenten von N. 3) Die durch den gegebenen Punkt gezogenen 
Tangenten derjenigen zwei Kegelschnitte der Schaar, welche sich nach 
(31) in § 15 in diesem Punkte schneiden, gehören gleichfalls der Cunre 
zweiter Classe N au. 

unendlich viele Tangenten von N kann man natflrlich durch die 
dualistische Gonstmction zn jener erhalten, welche oben fOr beliebig 
viele Punkte des Kegelschnitts N angegeben wurde. Es dQrfbe jedoch 
unnöthig sein, dies noch weiter auszuführen. 

Wir wollen nun den Fall besonders betrachten, in welchem die 
zn Grunde liegende Eegelschnittschaar eine confocale Schaar 

A9i(h, «) — m(M, tt) ■= 
ist. Alsdann ist der Kegelschnitt N eine Parabel; denn er herflhrt 
die Träger der in der Schaar enthalteneu Fnuktepaaie, und zn diesen 
Trägem gehört auch die unendlich ferne Gerade. Auch aas der 
Gleichung 



(18) 






geht hervor, dose dieee Curve voD der unendlich feinen Geraden be- 
rflhrt wird; denn fllr «( = i>, (i =. 1, 2 3) wird (18) erfüllt Weitere 
Tangenten der Parabel (18) sind die Äsen des confocalen Systems 
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(als TerbindnngBlinien der reellen, reep. imagiDären Brennponkt«], 
sowie die in dem gegebenen Punkte y gezogenen Tangenten derjenigen 
zwei Kegelschnitte der Schaar, welche sich in y schneiden. Da diesei 
Durchschnitt nach (26) in § 15 unter rechtem Winkel stattfindet, kus 
man auch sagen, dass jene Parabel die in y gezogenen zu einandtr 
senkrechten Normalen ') der beiden Kegelschnitte berObrt , welche 
sich in y schneiden. Wir wollen die Curve (18) als Steiner'Bche 
Parabel des Punktes y in Bezug auf den Kegelschnitt tp(u,u) = () 
bezeichnen, da Steiner zuerst ihre Bedeutung für die Theorie dei 
Kegelschnitte, insbesondere für die Construction des sogenannten 
KrDmmungsradins, erkannte^). Bevor wir hierauf eingehen, sei noch 
erwähnt, dass die Qleichnng (18) ungeändert bleibt, wenn man in ihr 
y'(t*() (»=1,2,3) ersetzt durch kip'{Ui) — to'(Ui), wobei it ein b^ 
liebiger Parameter ist; es gibt demnach zu einem gegebenen Punkte 
y in Bezug auf alle Kegelschnitte einer confocalen Schaar nnr eine 
einzige Steiner'Bche ParabeL 

Aus dem Umstand, dass irgend eine Tangente u der Steiner'schen 
Parabel das Normalencentram m'(Ui) (i >= 1, 2, 3) hat, folgt sofort 
mit Backsicht auf (18) das Theorem: 

(tSa) Die rou einem Punkte y auf irgend eine Tangente 
der Steiner'schen Parabel gefällte Normale geht durch den 
Pol dieser Tangente in Bezug auf den Kegelschnitt tp(u,u)~0. 

Insbesondere folgt hieraus; 
(I8b) Die Steiner'sche Parabel berflbrt auch die beiden 
Normalen in den Berührungspunkten der von y an den Kegel- 
schnitt 9)(u, u)^0 gelegten Tangenten. 

Ffir eine gemeinsame Tangente von >p(u, u) «= and (18) hit 
man daher den Satz: 

(18c) Die vier gemeinsamen Tangenten der Steiner'scheu 
Parabel und des gegebenen Kegelschnitts g>{u, u) a be- 
rühren letzteren in den Pusspunkten der vier Normalen, die 
vom Punkte y nach tp{u,u)-=0 gezogen werden binnen. 

Bückt speciell der Punkt y auf den Kegelschnitt v(u,a)^0, 
ao fallen die in (18b) erwähnten beiden Normalen zusammen, und es 
ergibt sich der Satz: 

(18d) Die Steiner'sche Parabel berührt die Normale des 
Punktes y in dem zu y gehörigen „Erümmnngemittelpnnkte", 

1) Alt Normale dei Paaktes y einer Curre beteichnet man die Oeiade. 
welche in y die Tangente dieaee Punktei rechtwinklig eohneidet. 

S) Tgl. Steiner: „Üeber algebraische Curven und Fl&chen", Crelle'a JoanwI. 
Bd. 49, S. 3S9, 18M, oder anch „Geaammelte Werke", Bd. II, 8. esft. 
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d. h. iin Mittelpunkte desjenigea Kreises, der in y drei auf- 
einander folgende Pnnkte mit dem Eegelschnitte q)(tt,ti}'~0 
gemeinsam hat 

Dieser Mittelpunkt kann nämUcli anfgefaest werden als der Schnitt- 
punkt zweier jener auf einander folgenden Normalen. 

Wir wollen nun annehmen, es sei jP(u, u)~0 die Gleichang in 
Liniencoordinaten des Kegelschnitts f(x, x) = 0; alsdann erhält man 
die Coordinaten des Pols x irgend einer Tangente u der Steiner'echen 
Parabel in Bezug auf f(x, x) ^=0 durch Auflösung der Gleichungen 
aui == -ä fi^iY) (» ■" 1, 2, 3) nach x,, a;,, z^. Die Pole x sämmt- 
licher Tangenten der Steiuer'schen Parabel 

(19) i2 + iPi.<h) "''.',) y,)-o 

genügen daher einer Gleichung, die man erhält, wenn in (19) die Uj 
ersetzt werden durch -r^'C*')"/*! hierdurch verwandelt sich F'(Ui) 
in Axi, m'(Ui) in o>'(fi), und es ergibt sich daher, so lange man A 
als von Null verschieden voraussetzt, als Ort der Pole die Carve 
zweiter Ordnung 

(20) 2' ± ("'<''■"=■ »■'-"' 

welche der Steiuer'schen Parabel reciprok entspricht und eine gleich- 
seitige Hyperbel darstellt. Da der Punkt y ganz willkürlich an- 
genommen ist, folgt nämlich aus (20) die Proportion 

und unter Anwendung des Proportionalitätsfactors i. hat man 

Ain-i^X« (•■-!, 2, 8), 
oder wenn (ganz ebenso wie bei der L&snug des Haaptaxenprohlems 
in § 10) gesetzt wird an =- anan -|- mtiOn + maati, so folgt 

(21) kxt = «nXi + ßf ja:» -|- a^Xt (i — 1, 2, 3). 

Diese drei Gleichungen ftlbren nach Elimination der Xj zu derjenigen 
Gleichung dritten Grades in A, welche bereits in § 10 auftrat und 
nur reelle Wurzeln besitzt, darunter eine gleich Null. Der Wurzel 
X'" BB '«ntspricbt ein Punkt mit den Coordinaten 

wofOr zufolge der Fnssnote 8. 86 auch gesetzt werden kann 
1) a bedeotet eioen ProportionaUtätafoctor. 
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und dies sind die Coordinaten des Mittelpunktes der Cnrve f(x,x)^0. 
Ebenso folgt aus den Betrachtungen zu Anfang von § 10, dass den 
zwei im allgemeinen von Nnll Terschiedenen Wurzeln jener kubischen 
Gleichung die nnendlicb fernen Punkte der beiden Hauptaxen des 
Eegelschnitts f(x,x)='0 entsprechen; durch diese zwei Punkte geht 
daher die Gurre (20) hindurch, d. h. ihre Asymptoten sind parallel 
zn den Hanptazen tod f(x, ir) =» , sind somit zu einander normal, 
oder die Gurre (20) ist eine gleichseitige Hyperbel. Dieselbe hat die 
wichtige Eigenschaft, dass sie durch die Fusspunkte der Normalen 
hindurchgeht, welche man von einem beliebigen Punkte y der Ebene 
nach dem Kegelschnitt f{x, x) = ziehen bann, um dies zu beweisen, 
wollen wir allgemeiner zeigen, dass ron einem beliebigen Punkte y 
in der Ebene n* Normalen nach einer Gnrre »** Ordnung gezogen 
werden kSnnen und dass die n* Fusspunkte derselben zugleich mit y 
auf einer Gurre n*" Ordnung li^en. Beim Beweis dieses Satzes 
läset sich wieder in sehr einfacher Weise der Begriff des NomialeD- 
centmms einer Geraden rerwerthen. Sind nämlich y,, y,, y, die Co- 
ordinaten des gegebenen Punktes, x,, x,, x^ diejenigen des Fusspunhtes 
irgend einer ron y aus gezogenen Normalen, so ist dieser Fusspankt 
X zugleich Berührungspunkt einer Tangente mit den Coordinaten 
fi = ~f'{Xi), (» •— 1, 2, 3). Das Normalencentrum dieser Tangente, ihr 
BerShmngspnnkt x und der gegebene Punkt y liegen nun in einet 
Geraden, es ist also 





4-»'(/-,) {"'(f.) T'o'C.) 




(22) 


«I «. % 

»1 y> 9. 


— 0, 


denn die Grössen 


»■(/l) (i - 1, 2, 8) sind Duell 





des genannten Normslencentrums. Die Gleichung (22) ist in den Xi 
rom n*" Grade; in Verbindung mit der Gurre h*" Ordnung /"«"O 
ergibt sie n' Werthsysteme x, :j;, :3^ fQr die Coordinaten von Fnss- 
pnnkten der durch den Funkt y gezogenen Normalen. Man erkennt 
anch sofort, dass y auf der Gurre (22) gelegen isL Wir können das 
Resultat dieser Betrachtungen iüi den Fall, dass ein Kegelschnitt 
f(x,x)'=0 zu Grunde gelegt ist, zusammenfassen in dem Satze: 
(23) Von einem beliebigen Punkte y der Ebene kann man 
nach einem Kegelschnitte f(x,x)*=0 im allgemeinen vier 
Normalen ziehen. Die Fusspunkte derselben liegen anf der 
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gleichseitigen Hyperbel (22), welche durch den Punkt y und 
d«n Mittelpankt des gegebenen Kegelschnitts hindurchgeht, 
und deren Asymptoten zu den Hauptaxen dieses Kegelschnitts 
parallel sind. 

Allgemeiner folgt nnmittelbar aus (23) fflr irgend einen Punkt x 
der gleichseitigen Hyperbel die Definition: 

(23a) Die gleichseitige Hyperbel (22) ist der geometrische 
Ort aller Punkte x, deren (gerade) Polare in Bezug auf die 
Cnrve f(x,x)^0 normal ist zar Verbindungslinie von x mit 
dem gegebenen Funkte y. 

Wenn man in dem Ausdruck für den Polkegelachnitt N in (4) 
die Gurven f(x,x)=-0 und g(x,x)^0 ersetzt durch irgend zwei 
andere Gurren x,/"+ i^g = 0, resp. 3c,^+ l^g -=■ des BOscheLs 
^■g(x, x) — f(x, x) — 0, 80 reproducirt sich N, indem nur der Factor 
XiAj — XjA, vortritt; Analoges gilt nattlrlicb von N in (17). Gebilde 
von dieser Beschaffenheit bezeichnet man allgemein als Combinanten. 
Es ist zu erwarten, dass zu ihnen auch derjenige Ausdruck gehört, 
welcher gleich Null gesetzt die vier Schnittpunkte der Kegelschnitte 
des Bflschels i,g{x,x) — /"(ic, fl;) — darstellt, denn es muss gleich- 
giltig sein, welche zwei Gurren des Büschels man fQr die Bestimmung 
der Schnittpunkte auswählt. Zum Zweck der Ableitung des betreffenden 
Ausdrucks denken wir uns den Kegelschnitt 

Jf - 7 2 ± *'"""' "'"•' "•' " " 

in die Form gebracht 

JVi.a:,» + 2N,tX^Xa + N^x,^ + ^N^^x^x^ + 2 J/„*.*a + ^m V = 0, 
wobei die Goefficienten Nu in den Ou, bu und UjVom ersten Grad 
sind. Wir sahen S. 198, dass der Polkegelschnitt N die Gerade w in 
den Doppelpunkten der Involution trifft, welche auf u von den Schnitt- 
ponkten mit den Gurven des Büschels gebildet wird. Wenn diese 
zwei Doppelpunkte in einen zusammeordcken , berührt die Gerade » 
ihren eigenen Polkegelschnitt; ans den Betrachtungen S. 144 folgt, dass 
dieses Zusammenrücken der Doppelpunkte nur dann eintreten kann, 
wenn die Gerade u durch einen der vier Schnittpunkte gehi Die 
Bedingung dafDr, dass die Gerade u den ihr zugehör^en Kegelschnitt 
berührt, ist aber identisch mit der Gleichung der Cnrve 

j NuXiXk = 

in Liniencoordinaten; dieselbe ist in den Nu vom zweiten, also in 
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den Ui vom vierten Grad und moss daher gleichbedeutend sein mit dem 
Prodnct der Ausdrücke fOr die vier Schnittpunkte der Eegelsdinitte 
dee Büschels. 

Dualistisch entsprechend ist zu verfahren, wenn man aas 

N = -^ 2" ± (v'(«i) *'(«») ?() — 

die Gleichung fOr die vier Tangenten herleiten will, welche den Carven 
der Scfaaar Xii{ii, u) — q)(u, u) -~ gemeinsam sind. 

Der Polk^elschnitt N ist auch von Wichtigkeit bei Ableitung 
einer Gleichung ffir die Seiteo des gemeinsamen Poldreiecks der 
Cnrven des Bfischels lLg(x, x) — f(x, x) — 0. Nach S. 197 geht näm- 
lich N durch die Ecken dieses Dreiecks hindurch', gleichgütig welche 
Werthe die Coordinaten der zugehörigen Geraden m haben mSgen; 
da aber N nach (4) von der Form ist J^,«, + JT,«, + JTj«, =- 0, 
wobei Ni=-ftgt — ft9i, -?^j-=/i?i— f.!?,, Ni—fi9i-f,ffi, so 
mQasen in Folge der Willkürlichkeit der u die drei Kegelschnitte 
Ni ^ (i ^ 1, 2, 3) gleichfalls durch die Ecken des Poldreieoks gehen. 
Fixirt man nun auf irgend einer Seite dieses Dreiecks einen Punkt x 
und construirt man den vierten harmonischen Punkt y zn x und sd 
den zwei auf der betreffenden Seite liegenden Ecken des Poldreiecks, 
so sind X und tf harmonische Pole in Bezug auf jede der drei Carven 
zweiter Ordnung ^f => 0, d. h. die Coordinaten Xi und yi dieser Punkte 
erfüllen die drei Gleichungen 

dN. BN. SN. 

aus welchen durch Elimination der y folgt: 

Diese Gleichung wird, wie aus der Art und Weise ihrer Ableitung 
hervorgeht, stets von den Coordinaten Xi solcher Punkte erfüllt^ welche 
auf den Seiten dee Poldreiecks liegen; da sie in den Xt vom dritten 
Grad, ist, muss sie daher mit dem Product der Ausdrücke fOr die 
Seiten des gemeinsamen Poldretecks der EegeUchnitte des Büschels 
Xg(x, x) — f(x, x) '^0 identisch sein. 

Es seien nun x,, x^, x, die Coordinaten irgend eines der dru 
Schnittpunkte von Ni ^0, N,^ 0, N^ = 0, also die Coordinaten 
einer Ecke des Poldreiecks; jede Gerade u, die durch einen der drei 
gemeinsamen Schnittpunkte geht, genügt alsdann einer Gleichung 
u,Xi + t^a;, + UfX^ = oder tf, °= 0, mithin auch den drei Gleichungen 
a!,u,^0, x,Ui'— 0, XjUi — • 0. Diese repräsentiren zusammen mit 
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Ni = (t = 1, 2, 3) sechs Oleichangen, welche a;,', x^', Xg', XiX^, 
ZjX,, XfXf linear enthalten. Durch Elimination dieser sechs GrÖesen 
erhält man eins Determinante sechsten Grades, welche »,, u,, u, im 
dritten Grade enthalt. Da dieselbe für jede Gerade u rerschwindet, 
welche durch irgend eine der Ecken des Poldreiecks geht, ist sie 
mit dem Product der AusdrQcke für diese Ecken identisch^). 

Dualistisch entsprechend könnte man mit Hilfe des durch (17) 
defiuirten Kegelschnitts N Gleichungen ableiten fär die Ecken und 
Seiten des gemeinsamen Poldreiecks aller Curven der Eegelschnitt- 
schaar lipiu, «) — (p(u, u) ■=■ 0. 

Wählt man insbesondere eine confocale Schaar 
il9)(u,«) — ai(H,M) = 0, 
so besteht das gemeinsame Poldreiseit nach (20) in § 15 aus den 
Hauptazen des Kegelschnitts (p(u,u) := und aus der unendlich 
fernen Geraden-, das Product der Ausdrücke für die Ecken dieses Pol- 
dreiseits (die unendlich fernen Funkte der Hauptazen und den Mittel- 
punkt Ton 9i(u, u)=>0) ist also dualistisch zu (24) gegeben durch 
^ + (-g^ j^ -gj^-) — 0, wenn wir mit TT,, TTj, ITg die Coefficienten 
von y^f t/g, 9, in der Gleichung (18) der Steiner'schen Parabel he- 
zeichnen. Das Product der Ausdrücke für die Hauptazen von 
<p(u,u)^0 und für die anendlich ferne Gerade würde dualistisch zu 
vorausgehenden Betrachtungen durch eine Determinante sechsten 
Grades gegeben sein. 

Zu derjenigen Gattung von Formen, die wir oben als Combi- 
nanten bezeichneten, gehSrt nach S. 205 auch die fönende: 

■(25) *(.,.)^»^j^^, 

wobei ^ = -T- ^ + {ä"^3 "s)' ^J^gt man insbesondere das ge- 
meinsame Foldreieck des Büschels i.g{x,x} — f(x,x) = zu Grunde, 
so müssen f(x, a;) — » und g(x, i) =- nach (50) in § 4 von der 
Form sein: 

f26) ^^*' *^ ~ **'*'* "^ '**^' "*" '^*'' " ^' 

^ («, a) = », a^* + w, V + *s V = ; 

1) Auf Grand too Ent^ckulimgen in § !S kann man aagea, daae die 
Caylej'Bclie Cnrre des dnrch N^ ^0, ^, = und ^, — beitimmten Eegel- 
achuittnetEea in das Product der AuEdracke für die Ecken des obigen PoldreieckB 
aoiutet; aaoh irird dort eine einfache Methode tat BerechnQng der Determinante 
Bechaten Qradei (ugegeben werden. 
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fQr äie CombinaDte i> findet man alsdann den Ausdruck 

(27) ^^=(fi,Vi—lHVi)(.titVi—tiiVtW+(litVt—HtVa)(fiiVi—ft,v,)x^* 

+ (fti»'i — l^i^t) (rt»'» — Ps»-.) V = 0, 
woför wir kürzer setzen wollen Äx,* + Bx,' + Cig* «=■ 0. Diese 
Qleichung seigt, dass der Kegelschnitt ^ ^ das Geradenpoar 
Ax* + B*g* — ■ oder 

Ot,v, — ft,vi) [ (ftsv, — |t,n)*i* + (.N^t — fiV^W l = 
doppelt berfihrt in dessen Schnittpunkten mit Xg -^ 0. Durch die 
Ecke Xi = Xj = des Poldreiecks geht nuD ausser den zwei Seiten 
a:, =0 und a^ •= noch ein dem Eegelschnittbflschel angehSriges 
Gieradenpaar; die drei Geradenpaare des Büschels erhält mau nämlich 
ans Xg(x, x) — f{x, x) = für die Werthe (li : Vi (» = 1, 2, 3) des 
Parameters l, nnd speciell 1-= (i^-.Vg liefert 

(.ihVi — ftiVs)«,« + (ftf, — (tji-s)«,» = 0, 
also ein Geradenpaar , das zu Axi* -{- Bx^ -= harmonisch liegt. 
Andrerseits sind auch die Seiten x, —= und x^ »■ des Foldreiecks 
harmonisch tu Aoc^ -\- Bx^ =» 0, und da dieses Dreieck zugleich 
Diagonaldreieck des darch die Grundpunkte des E^elschnittbfiachels 
bestimmten Vierecks ist, so folgt: 

(28) Durch jeden Scheitel des Diagonaldreiecks gehen 
zwei Diagonalen und ein Ger adenpaar des Kegelschnitt - 
bQschels. Diese zwei Strahlenpaare bestimmen eine Invo- 
lution, deren Doppelstrahlen den Kegelschnitt ^(^,x) = in 
dessen Schnittpunkten mit der dritten Diagonale berühren'). 

§ 21. 

KrfimmTmgBkreis nnd Erolnte. 

Bereits im vorhergehenden Paragraphen wurden wir gelegentlich 

der Untersuchung der Steiner'schen Parabel zu dem KrOmmungskreis 

ii^end eines auf dem Kegelschnitt gelegenen Punktes geführt Wir 

wollen nun zeigen, wie man die Coordinates des Mittelpunktes und 



1) Weitere Eigeniohaften des EegelKhnitts ^ ■-■ findet man in Herrn 
Qnndelfinger's Note „Zur Theorie dei EegelBchnittbflacheli", Zeitschrift fQr 
Mathematik und Physik, hngg. toh Schlömiloh, SO. Jahrgang, S. 16S— IM, 187«; 
Tgl. aach „Üeber daa SchliesBnngtproblem bei iwei Eegalschnitten", Crelle'i 
Journal, Bd. 88, a 17Sf., ISTT. Ueber die Bedentnng der Form ip(a;, x) bei Ab- 
leitung der BaaliUtakriterieo fSr die Schnittpunkte «weier Eegelachmtte gibt der 
Äohang in diesen Vorlesongen nähere Anskonft 
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die Länge des Badiiis dieses Kreises findet, und zwar möge hierbei 
ganz allgemein eine Gurre ^ Clasae 9i(u,, Ug, u,) ■= zu Grande 
gel^^ werden. Dnter der Voranssetzang, dass u,, w,, % die Goor- 
dtnaten einer Tangente dieser Curve, mithin tp'(ui), 9>'("!)) vi^h) ^i^ 
Ooordinaten des Berübrangspunttes P sind, besteht also unsere nächste 
Aufgabe darin, den Mittelpunkt des dem BerGhrangspnnkte P der 
Tangente u zugehörigen Ktfimmungskreises zxx bestimmen. Jedenfalls 
liegt dieser Mittelpunkt zugleich mit P und mit dem Normalen- 
centrum der Tangente u auf einer und derselben Grer&den; sind y,, 
y^, yg die Ooordinaten des Erümmungsmittelpunktes, so bat man dem- 
nach die drei Gleichungen 

(1) ,y,_i.y'(^.) + i„'(^) (i-l.S.S), 

WO Q einen Proportionalitätsfactor, X eine noch näher zu bestimmende 
Grösse bedeutet. 

Ftlr den BerOhrnngspunkt der zunächst benachbarten Tangente 
mit den Ooordinaten «; + dui (»' = 1, 2, 3) werden die Ooordinaten 
des Erflmmungemittelpnnktea dieselben wie in (1), also mit Anwen- 
dung des Proportioualitätsfactors fi: 

(2) Qy, =. (^{iv'iO + id.p'(u,) + ^^' («'(«i) + dm'(u,))) 

(i = 1, 2, 3), 

so dase man nach Subtractioo der Gleichungen (1) und (2) und mit 
Vernachlässigung der unendlich kleinen Grössen zweiter Ordnung 
dX ■ doi'(Ui) erhält 

(3)[|y'(«.)+i"'w](i-c)-c[;'iy'(«.)+f "■(«.)+ j-"*"»'«] 

(i-1,2,8). 

Man kann nun leicht zeigen, dass der Factor fi gleich der Ein- 
heit sein mnsB. Zu dem Zweck multipliciren wir die drei Gleichungen 

(3) resp. mit pi, wobei pt (i = 1, 2, 3) die Ooordinaten der unendlich 
fernen Geraden bedeuten, und erhalten unter Berücksichtigung von 
""'(pt) ■= die Relation 

(4) [<p'{p,)**i + v'iPi)^ + V'(ft)«3] (1 — /*) 

= ft iviPi) ■ ''«I + v'iPa) ■ ^^i + P'iPs) • **«»] > 
oder auch 

(4«) l¥(.p,) (»■ + d«,) + v'M («, + d«,) + ¥(.p,) (». + i«.)](» 
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Unter der Auiahine, dass der Berührungspankt der Tangent« « 
im Endliclien liege, ist 9>(l>,»)^0'); daher k5tmen die Glieder mit 
dik als Factor vemacblässigt werden, es ei^bt sich also in der Th&t 
^ .^ 1. In Folge dessen sind die Gleichungen (3) zu ersetzen darch 

(5) ^d¥.'(«,) + |da,'C«0 + y»'W-O (i« 1,2,3). 

Nnn ist d 9 («0 - ^^^ du, + ^^^ du^ + ^J~ du, , nnd 
wenn man die Bezeichnungs weise einführt 

erhält man 

yd^X«*) — (*— l)(9>.idut + 9Jjjd«t + tpitdv^], 

— da>'(iii) ^ toiidui -f- andut + Oisdut, 
ea geht also (5) Aber in 

(7) rC* - l)v<i + AonjdWi + [{k - l)v„ + Xa}»}dut 

+ [(* - l) V.» + AoH8]Ätta + ^o'W = 0- 
Da auch die Gerade mit den Goordinaten u^ -|- dui Tangente der 
Cnrre 9(14, u) ■— sein soll, tritt zu diesen Gleichungen noch 

(8) 9>id«j + 9^du, + ^igäuj = 0, wobei gi, ■=" i. 5-^» 

so dass man durch Elimination -von du,, du,, dtt^ und d^l ans ("1) 
und (8) erhält: 

(t— iMi + Aoi,, (Ä-l)7.„+;ira„ (Ä— 1)9)„ + A(»„ 0,1 
C*-l)9'« + i«« (Ä-l)9., + A<»« (ft-l)9>« + A<»„ ®»|_o 
(i— l}9'„ + iro„ (Ä — l}9.,i,+ /(DiB (*— 1)9'm + Ao)„ «a| 
9»! 9»i V« I 

Diese Det«rminante hat nun gleiche Gestalt wie (5) in § 17; bei 
Eniwickelnng nach Potenzen von X enthält daher der Coefficient ron 
l* die Oeterminante von a>(u, u) aJs Factor; da dieselbe jedoch ver- 
schwindet, bleibt nur 

(4 -i)>2!+ (?'u?^9») ■ »{«, >o + 2(* - i)H =■ 0, 

1) Infolge des üroitondea, dosB anob die beiden imagiD&reti Ereigpnnkte in 
ünendlicheD einem jeden Ereii angehören, ist die Beiobtftnknng anf einen im 
Endlichen gelegenen BerOhrongipaiikt geboten. 



(9) 
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wobei 2% nach (8 b) in § 17 den Werth besitzt 

(Vii^ii + 29>iäQ,j H )tp(u, m) — Q(9)„ ^, Vs). 

Da die Gerade « Tangente der gegebenen Curve ist, erfüllen ihre 
Coordinaten die Gleicfanng q[>(«, u)>»0, und 2% reducirt sich auf 

— QCVi. 9,, Vs) — - <9iPi + Vift + 9^ft)' — - ««^(P. «)- 
Demnach ist im gegenwärtigen Falle (9) glaichbedentend mit: 

(10) (i - 1)'_2' ± C»..»..?'») • °(». ")-(*- 1)» ■ '«■'(p. «) - Oi 

för die Griisse il findet man also den Werth 

(11) ' ^ -■,■(,■■) . 

80 daaa sich mit Rfickeicfat anf (1) als Gleichung des Krümmungs- 
mittelpunktes in variabelen Linieocoordinaten v,, Vj, v, ei^bt: 

(t - 1) V ± (qP„9«V„) ■ <»(«, «) 

(12) 9(M,v) + ^TT^M^Tiö »(«,.,) = 0. 

Auch ein Ausdruck fOr die Länge des Krümmungsradius lässt 
eich nun leicht ableiten. 

Die Coordinaten des BeiQhrungspuuktes der Taugente v der Curve 

f)(u, tt) ^ sind, wie bereits bemerkt wurde, Xi — irv'(Mi) (i^ ^>^}^)> 
nach (1) kann daher die Gleichung des KrOmmungsmittelpunktes auch 
g^ben werden in der Form r« -\- Xe)(u, v) = 0, wobei i, durch (11) 
definirt ist. Vermöge v = iym(u,u) kann man diese Gleichung er- 
setzen durch 

woraus v— — --- .^ '" folgt. Mit Hilfe von (12b) in § 2 wollen 
wir nun einführen den Cosinus des Winkels zwischen der Tangente w 
und der willkürlich dnrch den KrQmmungsmittelpunkt gelegten Ge- 
raden v^ alsdann ist 

V •= — , , daher — ■= — — — ^r=^= • 

Auf der rechten Seite dieser Gleichune bedeutet -. f - : ■- - nach (1) 

* P^V'^ip.v) ^ ' 

in § 2 den Abstand g des Curvenpunktes x von der Geraden v, mit- 

-a 
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Bofort, dsBS — f — r gleich dem mit positivem oder negaüvem Vor- 
zeichen Tersehenen Abatand des Gurrenpirnktee x rom KrOmmongs- 
mittelpunkte y, also absolut geuommes gleich der Länge r des Krüm- 
mui^radiaa ist In Folge dessen ist — = r'), und wenn man die 

Identität H« ^ -^ (PiV'CWi) +i's?''(«>> + ftV'CV) = 9iP< «) beachte*^ 
wird f ^ . ' -; mit Bficksicht. auf (11) ergibt sich demnach för 
die Länge des zum BerAhnngsponkt der Tangente u gehörigen ErBm- 
mungsradius der Werth*): 

(t - 1) V ± C<p„v„g.„) «^{«, u) 
(14) r ^— f, ^ 

Ist die gegebene Cnrre 9i(h, «) — • insbesondere die Cnrre 
t 1 
zweiter Glaase y (u, m)^ ^ ^«iitiiM* ■= 0, so verwandelt sich 



^ib (9>ii9'm9'u) i" ^'^ Determinante A, and man erhält: 

(15) r_*4^--">i 

die Gleichung des ErOmmungsmittelpanktes wird 

(■6) »'(".•') + ^^!«(«.<')-0- 

Wenn man die CooMJinaten des zu einem Punkte x einer Gurre 
zweiter Ordnung f{x, x) •='0 gehörigen ErflmmungsmittelpunkteB und 
die Länge des Krümmungsradius bestimmen will, denkt man sich zu 

f(x, x) ^ ^ ^ aitXiX^ ■« die Gleichung in Liniencoordinaten 

3 1 

F(u, m) = ^ 2 ^'»"*«* ~ ^ 



1] Allgemein folgt hieranB, dau filr einen PnDkt y mit den Coordinaten 

der aUo anf der TerbindniigBlinie Ton x mit dem Normalencentram einet ge- 
gebenen Oeraden m gelegen i«t, die QrOwe r die einbahe Bedentang hat 
— ^ r, wobei r die Eatfemang der beiden Paukte x nnd y beieichneL 

3) Vgl. anoh Heaae: „üeber Corven dritter Claaie nnd Coiven dritter Ord- 
nong", Crelle'B Journal, Bd. 88, S. SU, 1B47. 
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gebildet and kann nnn die biaher entwickelten Formeln anwenden. 
Es ist dabei zu beachten, dass zwischen den Goordinaten des Punktes 
X und denjenigen seiner Tangente der ZasammenhaDg besteht 

oder umgekehrt 

Axt " QiAiiHi + AtiWi + ^««j) = Y J" («■■)> 
wobei if Proportionalit&tsfactor ist In Folge dessen verwandelt sich 
die Grösse ip{p, w) oder F{p, «) nunmehr in — (piÄ, + p^x^ + P»a^)t 
an Stelle von o(h>») tritt -iO){fj,fi,f^, A wird gleich A*. Bei Sub- 
stitution dieser AusdrQcke in (15) hebt sich der ProportionalitStsfactor 
f weg und man erhält für den Radius r des zum Funkte x gehörigen 
Erümmungskreises : 

(") ' = ^}'1^^f^ 

aus (16) ei^bt sich als Gleichung des ErQmmnngsmittelpunktea: 

(18) »..,. +».«.+ »,», + ^■ /■■f. ^y^' "' - 0, 

die Goordinaten desselben sind demnach 

(19) öyi = Xi+ "^^^'ß {pnfi + m*U + 6)«/i) ('■ = 1, 2, 3) , 

wobei ff einen Proportionalitäts&c'tor bezeichnet 

Auf demselben Wege, der eingeschlagen wurde zur Bestimmung 
des einem beliebigen Punkte einer Gurve K^ Glasse zugehörigen KrOm- 
mungskreises, kann man auch vorgehen, wenn eine Corve n*" Ordnung 
f{x,x)-'0 gegeben ist. Man wQrde für die Länge des Erammnngs- 
radius finden 



(20) 



(f., f.. f.) 



{,-i)--P,--^±(f„r„f„) 



(21) f'-ie!.,- /•"- ■(.'-.) 8.%. - 

die Gleichung des dem Punkte x zogehörigen Krflmmungsmittelpüuktes 
wird 

(22) «.„, + »-,.,+x,..+ ^ ■f-f^-'f-') 0, 
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(23) 



-«,+ - 



seine Coordinaten sind daher 

{«-l)r.p,».2'±(/"n/i.W 

Constmirt man in jedem Pnnkte einer gegebenen Corve die Nor- 
male, so amhüllen alle Normalen eine neue Cuive, die sogenannte 
Evolnte der gegebenen; zvei auf einander folgende Normalen schneiden 
sich in einem Pankt der Evolute, und da dieser Schnittpunkt zugleich 
CeDtrom eines Erfimmtmgskreises iBt^ so repräsentirt die Evolute aach 
den Ort der Krfimmungsmittel punkte, welche den einzelnen Punkten 
der gegebenen Gurve zugehören. 

Wir wollen nun die Gleichung der Evolute ableiten, falls die 
gegebene Cnrre von der zweiten Glasse ist und die Gleichung hat 



(24) 



p(u,ii) ^ ^W ^janUiUk = 



Es sei ti, => eine Tangente dieses Eegelschnitts, «, >= die 
zugehörige Normale; beide schliessen einen rechten Winkel ein, und 
es ist daher nach (13) in § 2 

a(v, v) = o)'(«,)Mi + w'(f|)«j + "'("s)«» = 0- 

Femer besteht noch die Gleichung 

«■'(«l)*! + »■'(«l)«* + 9''(«3)«'b — 0, 

denn der BerQbrungspunkt der Tangente u liegt auch auf der Nor- 
male v; fibrigeus können wir im gegenwärtigen Falle auch t« und v 
vertauschen und erhalten aUdatin 9>'(i'i)u, -|- 9)'(t',)u, -j- ip'(vs)uj '= 0. 
Ans dieser Gleichung und aus to{u,v) "=0 folgt 
(25) Ui:«,:ttj = [qD'(fi)»'W— ?''K)'o'W] = [9''W'"'(i'i)— 9''(»i)«»'C%)i 

: [9'(v,)m'(v,) — v'(''»)®'(«'i)] i 
so dass man nach Einführung dieser Werthe der u in (24) für die 
Evolute nnsrer Curve zweiter ClasBe die Gleichung in Liniencoordinaten 
f erhält: 



(26) 



«11 


«„ 


«II 


|.'(.) 


T"« 


«.1 


«j. 


«.! 


T »■(«■.) 


4-»'K) 


«.1 


«!. 


«» 


T^'C".) 


V"'(i'.) 


!?>'(»,) 


!»'(•.) 


kv(.%) 








|»(»,) 


\ "■(",) 


T »'{•'.) 
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Multiplicirt man die drei ersten Horizontalreihen dieser Deter- 
mimuite resp. mit Vj, v,, Vg and sabtrahirt sie von der riertea Ileihe 
und veriahrt man in gleicher Weise mit den Yertical reihen, so sieht 
man sofort^ dass die Determinante sich zerlegen lässt in: 

(27) ^a\v,v) ~ ip(v,v){P.,,m,* + ■ ■ ■ -i- 2fi^ia^m, -\- fi^a,*) -0, 

wobei (Oj s- ^id'(V{) nnd fim die Unterdeterminante von «n in 

"»ii «IS «1» I 
«« «» «« j «t- 
«M 'ha «M I 

Die Gleichung (27) entl^H die variabelen Liniencoordinaten v im 
vierten Grade, demnach ist die Svointe eines Eegelachnitts im 
allgemeinen von der vierten Claeee. Es stimmt dies auch damit 
flberein, dass man nach (23) in § 20 von einem beliebigen Punkte 
der Ebene nach einem Kegelschnitt im allgemeinen vier Normalen 
ziehen kann; dieselben sind zufolge der Definition der Evolute Tan- 
genten dieser Corre. 

Es liegt mm die Frage nahe, welche geometrische Bedeutung der 
Factor von v(v,v) in dieser Gleichung der Evolute besitzt Zunächst 
bemerkt man, dass oij (i=:l,2,3) nach § 2 die Coordinaten eines 
unendlich fernen Punktes sind, und zwar des Normalencentrums der 
Geraden v; ausserdem liegt dieser Punkt, wenn 

auf der Cnrve 9>(u, u) = 0, denn die mi erfüllen im Falle x^™^ ^^^ 
Gleichung des gegebenen Kegelschnitts in Pnnktcoordinaten. Hieraus 
folgt, dass 2 =^ die Bedingut^ ist, dass das Normalencentrum einer 
Geraden mit den Coordinaten v ein Asymptotenpunkt des Kegelschnitts 
sei, oder mit anderen Worten, dass die Gerade v durch das Normalen* 
centrum einer der beiden Asymptoten gehe. 

Es mSge nun die Formel (27) aaf den Fall angewandt werden, 
dass rechtwinklige homogene Coordinaten zu Grunde liegen; femer sei 
der gegebene Kegelschnitt eine Ellipse oder Hyperbel, welche auf 
die Hauptaxen als Coordinatenaxen bezogen ist. Man hat alsdann 
nach § 10: 

|<d(J7, ü)=Ui'+ C5» = 
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Bo dasB an Stelle von (27) die Qleichmig tritt 

(29) <si+^_(^- + 5:+a^)(^^ + ?v)„„. 

Wenn d^egen vorgelegt ist die Parabel 

(30) 9>(u, «) = e U* + 2i' U, U^ = 0, 
ergibt sich an Stelle von (27) der Äuedrnck 

- <"i'*(f^.* + U,y - (e f7,* + 2/' U^U,) (- X'^ U,') = 0, 
oder auch: 

(31) Ü3 { e Pj» + 2p ff,» Pg - 2i' (/.» Ps } = 0; 

es scheidet sich demnach im Falle der Parabel der Factor U,'~0 
aus, welcher nach § 10 den BerOhrungspankt der Parabel mit der 
unendlich fernen Geraden repräseotirt ; der übrig bleibende Aosdrack 
ist eine Curve dritter Glasae. 

Es m5ge endlich noch gezeigt werden, wie man die Gleichnng 
in Panktcoordinaten fBr die Evolute einer gegebenen Cnrve zweiter 
Ordnung 

(32) fix, ^) = ^ 2 '^'^'^^ °" ** 
findet. 

Nach (23) in § 20 können von einem beliebigen Punkte y der 
Ebene im allgemeinen vier Normalen nach einem Kegelschnitt gezi^en 
werden, und zwar werden deren FuBspunkte aus (32) ausgeschnitteii 
durch die gleichseitige Hyperbel: 

;i»'a) |ö'(/;) «■»'(/;) 



9{x,x) = 



=.0. 



I yi Vi Vt 

Aue der oben gegebenen Definition der Evolute folgt, dass der 
Punkt y der Evolute angehört, wenn von den vier Normalen zwei 
zasammenfalten , oder mit anderen Worten: wenn die gleichseitige 
Hyperbel (33) den gegebenen E^elschnitt (32) berührt Die Be- 
dingung hierfür ist nach § 14, daas die kubische Gleichung 
(34) k'B - 3A»e 4- 3JIH - ^ = •) 



1) üeber die Bildong der Aotdrdcke 6 tmd H Tgl. (11) in ^3;. dabei i*t 
s t 
gix,x) in (88) geiebt gleich ^S ^^h^^X|X^. A and B sind die Determi- 

1 I 
nantea tod (82), reap. (3S). 
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zwei gleiche Wurzeln besitzt; in dieser Gleichung muss jedoch fOr 
den Torli^enden Fall H nach (19) in g 17 rerBchwindea , denn die 
Corre ^ = geht durch ein Poldreieck ron /* ■=> hindurch, nämlich 
wie ans (23) io § 20 hervorgeht, durch dasjenige Dreieck, welches 
den Mittelpunkt and die unendlich fernen Punkte der Hauptaxen von 
fmB zu Ecken hat. Die Bedingung aber, dass die kabische Glei- 
chung i?B — 3A'9 — j1 — zwei gleiche Wurzeln besitzt, ist be- 
kanntlich 

(36) 40" + AB'' = 0. 

Diese Gleichung ist in den CoefBcienten toh ^ <— 0, also auch 
in den j/^, y^, y^, vom sechsten Grad, die Evolute eines Kegel- 
schnitts ist daher im allgemeinen von der sechsten Ordnung. 

Wir wollen nun wieder die Formel (35) auf den Fall anwenden, dass 
rechtwinklige homogene Coordinaten zu Grunde liegen; der gegebene 
Kegelschnitt sei zunächst eine auf die Hauptaxen als Coordinatenexeo 
bezogene Ellipse oder Hyperbel. Man hat alsdann nach § 10: 

,,,, i«[u,u)-n,-+n,', 

^ ' \nx,x)->:x,' + i"x,' + .x,', 

daher nach (33): 

(37) g{x,x)= X, X, X, 

y, y, Y, 
— r,rz,z,— r,«'x,x,+ r,(i' — r)x,x, — o. 

Ferner findet man: 
(38) 

39 - - i(»'r(r r.' + j-r,-) + «(»'- r)- v), 

SO dass an Stelle von (35) die Gleichung tritt: 

(39) " 
oder kurzer; 

(S9a){rr,'+»'r,'+r7'(i'-»")'y.'r-2'«(»-»")'r,'r,'i'.'-o. 

Ist gegeben die Parabel: 

(40) f{x,x) = i'X,' + 2QX,X, — 0, 
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SO findet mao: 

(41) 9{x,x)= X, X, X, ■ 

r, i'. r. 

ferner wird: 

(42) A — j>', B — ii-vr.r.s 39 — ^i't():Y, + fr,)r„ 

Bo dasa an Stelle von (35) die Gleichung tritt: 

oder kOnet: 

(43a) 8(A' r, + p r,)' + 27/"^ 7," ?, — 0; 

SB scheidet sich demnach im Falle der Parabel der Ftictoi Y^' — 
ans, welcher dreifach Eählend die unendlich ferne Gerade repräsentirt; 
der Übrig bleibende Ausdruck ist eine Gurre dritter Ordnung. 



§ 22—25. 
Kegelschnittnetz ond KegelBehnittgewebe. 

§ 22. 
Die HeMlane eineB KegelBObnlttnettes. 

£b seien gegeben drei Gurren zweiter Ordnung: 
(1) tf,{x,x)-=G, ^{x,x) = G, j:(a:, *) —.0, 

die nicht einem und demselben BSschel angehSien mögen. ' Uan hat 
alsdann folgenden Satz: 

L') Jeder Punkt y, dessen Polaren in Bezug auf drei ge- 
gebene Cnrren zweiter Ordnung (1) sich in einem Pnakte x 
schneiden, liegt zugleich mit dieeem Punkte auf der Gurre 
dritter Ordnung 

(2)2'+(9^*«^)-0' -«^' 'P'-ill' *'-|l!,. *--Ja% 

(t = 1, 2, 3). 

1) Die SKtze dieies ond dei folgenden Paiagraphen weiden durch fort- 
laofende rOmicche Ziffern bezeichnet, am aJiduin in S ^^ die doaliatiach ent- 
Bprechondeu S&Ue mit denselben Ziffern versehen vi ItOnnen. 
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Die Polaren eines Punktes y in Bezug auf die drei Kegelschnitte 
(1) haben nämlich die Gleichungen 

(3) 9iyi + 9iy» + 'Piyi — <>, ^i^i + *»!/. + ^»y^ — o» 

in denen auch, wie wir in § 4 sahen, die Xi mit den yi vertauscht 
werden kSoneo. Die durch (3) repHisentirten Geraden schneiden sich 
aber in einem Punkte, sobald die Determinante der CoefGcienten ver- 
schwindet, and diese Determinante ist eben mit (2) identisch, stellt, 
also, da sie in den Variabein vom dritten Grade ist^ eine Gurve dritter 
Ordnung dar. Man bezeichnet dieselbe nach dem Mathematiker Otto 
Hesse') als die Hesae'sehe Curve oder Hessiane der drei ge- 
gebenen Kegelschnitte (1). 

Änch die Dmkebrni^ von I ist giltig und lautet: 

la. Jeder Funkt x der Carve dritter Ordnung (2) kann 
angesehen werden als ein Pnnkt, dessen Polaren in Bezug 
auf die drei gegebenen Kegelschnitte (1) sich in einem 
Punkte schneiden. 

Es folgt dies daraus, dass man beim Bestehen von (2) stets drei 
Grössen y,, y^, y^ finden kann, welche die Gleichungen (3) erfallen. 

Zwei auf die in I and la angegebene Art zusammengehörige 
Funkte z und y heissen conjugirte oder harmonische Pole jener 
Gorve dritter Ordnung (3). Multiplicirt man die drei Gleichungen (3) 
resp. mit den Parametern x, X, fi und addirt, so sieht man, dass die 
Punkte X und y harmonische Pole sind fOr jeden Kegelschnitt, dessen 
Gleichung von der Form ist 

(4) x^{x, x) -\- >.t{x, x) + (txix, x) — 0. 

Die Gesammtheit aller Kegelschnitte, die man erhalt, wenn in (4) 
den Parametern alle möglichen Werthe ertheilt werden, heisst ein 
Eegelschnittnetz. Dasselbe fasst unendlich viele KegelschnittbQscbel 
in sich. Sind z. B. 

"iV + ^1* + ftiZ '" »od Xs9> + ^V + l^iX = 
irgend zwei bestimmte Curven des Netzes, so repräsentirt 

(5) x,9) + k,t + PiX + «(«sV + i.* + (*.):)- 

bei verSnderlichem Parameter p ein Kegelschnittbüschel; ein zweites 
Büschel werde dai^estellt durch 

(6) x,<p + A,* + *t,z + ff(«49> + i** + f»4X) = , 



1) Tgl. Beaae: „Ueber die Weudepuakla der CaTveii dritter OrdociDg", 
Journal für die reine nnd angewandte Hathematik, Bd. 28, S. 106, 1844. 
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wobei einen Teränderlichen Parameter bedeutet Man kann nun fi 
nnd a immer so bestimmen, dase die beiden Gleichungen (5) and (6) 
einen nnd deneelben Eegelsclmitt reprSsentiren; es mnss dann sein 
,^. j «i + <"^ = ^(«3 + *",), A, + e^ — t(X, + tfAj, 

1 /*■ + Pf*» — ^0*» + «#**)• 

A.U8 diesen Gleichungen lassen sich die drei Unbekannten q, z, «t 
stets berechnen, vorausgesetzt, dass die Determinante ^S + ("■ '^ f-*) 
.TOD Null verBchieden ist, also vorausgesetzt^ daas der durch den Index 
3 charakterisirte Kegelschnitt Dicht dem Büschel angehört, das darch 
die Eegelscbnitte mit den Indices 3 und 4 in (6) bestimmt isl Bian 
hat somit den wichtigen Satz: 

IL Irgend zwei in dem Eegelschnittnetze enthaltenen 
Büschel haben stets einen Kegelschnitt gemeinsam. 

Ein weiterer Satz lautet: 

III. Die Spitzen aller in einem EegelscbnittnetKe ent- 
haltenen Geradenpaare liegen auf der Hesaiane, und umge- 
kehrt: Jeder Punkt der Hessiane ist der Schnittpunkt eines 
solchen Oeradenpaares. 

Man kann dies auch in folgender Form aussprechen: 

Illa. Die Hessiane ist der geometrische Ort der Scheitel 
aller Poldreiecke, die irgend welchen Eggelschnitten des 
Netzes gemeinsam sind. 

Die Form III dieses' Satzes ei^bt sich daraus, dass die Coordi- 
naten der Spitze irgend eines in dem Netze enthaltenen Geradenpaares 
die Gleichnngen erfüllen: 

(8) xy, -f A^, 4- ft xi — 0, Ktf, 4- i-i>s + *»Zi = 0,Kq>, + Xt» + PZi^O, 
aus denen durch Elimination Ton x,X,(i wieder (2) folgt. Auf Grund 
des Satzes (17) in g 14, demzufolge die drei Spitzen der in einem 
Kegelschnittbdechel enthaltenen Geradenpaare ein Poldreieck tOn jede 
Curre des Büschels bilden, läast sich der Satz III auch in der Form 
Illa aussprechen. 

Ffir die conjugirten Pole der Hesaiane gilt der fundamentale Satx: 

IV. Wenn zwei Ponktepaare eines Tollstäudigen Viereeits 
conjngirte Polepaare der Hesaiane sind, so sind auch die 
Punkte des dritten Paares conjngirte Pole. 

Der Beweis dieses Satzes fallt zusammen mit dem Beweis des 
Satzes von Hesse'): 

1) Heaae: „De cnrria et saperficiebna teonndi ordinia", Journal fOr die räoe 
nnd angevandte Uatbematik, Bd. 80. S. 301, IMO. Vgl. aaoh die Abhandlung 
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Wenn zwei Pusktepaare eines voUatändigen Vieraeite tarmoniache 
Pole einea K^elschnitts sind, ao sind aach die Punkte des dritten 
Paares harmoniache Pole des Kegelschnitts („Polvierseit"). 

Dieser Satz ergibt sich fo^endermaBaea: Der gegebene Eegel- 
sclmitt sei dargestellt darch 

s > 

f(x, X) = ^ ^ OiiXiXi -= , 

1 1 
die beiden Punktepaare seien 

I s 
a{n, «) = ^ ^ faUiUk — 



^(« ,«) = _2 2 '''*"'"*'" ^ ' 



wobei non die Determinanten A and B dieser beiden Fonctionen ver- 
achwinden. Die Bedingungen, daaa die Punktepaare a and jS in Bezug 
auf /'=■ conjugirt aeien, sind dann, wie dualistiach aua (22) in § 17 
folgt, aoagedrOckt durdi 

,Q, [6<'=aii«ii+2a:»o,i + aa«"»» + 2a,sO,s + 2a,»aj» + "MÖM"0 und 
Da die Gleichaug dea dritten Pnnktepaarea von der Form ist*) 

«(».») + p/IC«, »)-o, 

bat man ala Bedingang dafür, daaa aacb dieses Punktepaar zn f(x,x)-=0 
conjugirt iat, die Relation &a •}■ QQfi = 0, und dieae wird in der 
Tbat erfEIIlt, da 6» nnd 6^ einzeln verschwinden. Hiermit ist der 
obige Hease'Bcbe Sats bewiesen, daher auch Satz IV, wenn man alB 
Kegelschnitt f(x, x) •= irgend eine Curve dea Netzes (4) wählt. 

Man kann den Satz lY noch in der oft zweckmäsaigeren Form 
aossprechen: 

ITa. Yerbindet man irgend einen Punkt e der Hessiane 
mit zwei conjagirten Polen x und |, ao schneiden die Ver- 
bindaogslinien ex und el die Hesaiane noch in je einem 
weiteren conjngirteu Pole y, resp. tj, und die Geraden j/£ 
und XI] treffen sich in dem zu 8 conjagirten Pole t der 
HesaiaDe. 



„Üeber Cnrveii dritter Otdniuig mtd die E^eUchnitte, welche dieae Corren in 
drei Terachiedenen Punkten berflhren", in demselben Joumal, Bd. SS, 3. 146 f., 1847. 
1) Folgt doaliatiscb aoa den Betrachtungen 8. IST. 
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Denn dase der dritte Schnittpunkt t) der Geraden e^ mit der 
Gnrve der conjogirte Pol zu y ist, ergibt sich folgeDdermasaeu: Be- 
zeichnen wir die zu is,x,y conjugirten Pole reep. durch i',^,t}', so 
mQaBen dieselben ein Dreieck bilden, bei dem z. B. die Seite £q' durch 
B hindurchgeht, d. b. aber tj' musa auf der Geraden «| liegen, and da 
1}' auch der Corre angehört, muBg dieser Punkt mit dem dritten 
Schnittpunkte tj der Geraden s^ und der Carve zusammenfallen. Ebenra 
ergibt sich, dass ^ mit ^ identisch ist. 

Aus lYa folgt ein weiteres interessantes Theorem: 

V. Die Tangenten in zwei conjugirten Polen;) und x der 
Hessiane schneiden sich in einem Punkte dieser Carve, und 
zwar ist derselbe conjugirt zu dem dritten Schnittpunkte 
der Geraden px mit der Curve. 

Nennen wir nämlich q den dritten Schnittpunkt der Geraden px 
mit der Hessiane und x den zu q conjugirten Pol, so sind nach IVa 
die drittel Schnittpunkte, welche die beiden von x nach den zugeord- 
neten Polen q und x gezogenen Strahlen mit der Carre gemein haben, 
coujugirt. Einer dieser dritten Schnittpunkte ist p, und da dessen 
zugeordneter Pol x ist, so fallt der dritte Schnittpunkt der Geraden 
XX und der Hessiane mit n zusammen, d. h. x liegt auf der in x ge- 
zogenen Tangente; aus analogem Grunde liegt x auch auf der in p 
gezogenen Tangente, womit alsdann gezeigt iftt, dass sich diese beiden 
Tangenten in dem zu q conjugirten Currenpunkte x schneid^. 



§ 23. . 
Die Ooyley'solie Onrre eines Segelsolmitliietsea. 

Diese Carve ist definirt durch folgenden Satz: 

VL Die Geradenpaare, die sich in einem Eegelschnitt- 
netze befinden, umhülleQ eine Curve dritter Classe, die so- 
genannte Caylej'sche Curve des Netzes*). 

Zum Beweis dieses Satzes seien 



1) Man nennt diese Unrre anch vielfach die Hermite'sche Corv« de« 
Netsea mit Rflcbücht auf die von Herrn Hermite im 61. Bande von Cralle'i 
Jonnal, S. 871—876, 1860, gegebene Dantellimg. In dem apeciellen Falle, i»m 
die AnsdrCcke 7>(a;,a;), ^(x,x), z(x,x) in (1) die partiellen Diffetentialquotienten 
einer tem&iea knbüchen Form bedeuten, geht die Hetmite'ache Cnrve in die to- 
genanikte Cajlej'Bche Carve der Cnire dritter Ordnung fiber. Hit Bflckaieht 
hieraof haben wir die Bezeiohnmig Ca^Iey'Bobe Carve gewählt. 
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(1) 



Cayley'aolie CnTve unea KegelBchnittnetsae. 

s s 

q>(x, x) = ^i^ cnkXtXk = 0, 

a 1 

^(ic, x) =^'^biiXiXt = 0, 

Xix,x)=^ ^ cnx,xi = 



(3) 



drei GtirveD des Netzes, die nicht einem und demselben BQscbel an-' 
gehören; eine Curre dieses Netzes 

(2) xip{x, x) + lili{x, x) + fixi^, x) = 

zerfallt alsdann in ein Linienpaar 

(«1«1 + Ml«I + «.a^X«!«! + VjX^ + VgX,) = 0, 

wenn die Bedingungen erfQllt werden: 

xo,, + i6„ + fici, — «i«,, 

xflgj + A6j5 + ntta = MjVa, 

2(xo,i, + A6,j + jtc,j) = Mi«i, -f «aV| ■ 

Durch Elimination von x, X, fi, v,, t^,v, erhalt man hieraus die 
Gleichung der Gayley'Bchen Chirre in der Gestalt 
Ol, fcu Cj, «,0 
Ojj &}, t^j u, 
«M 6gj (^ «a 
2fl„ 2ftj, 2% K, w, 
2*,, 26„ 2«,, «, ti, 
2o„ 26„ 2c,s Mg tt, 
und diese Determinante repräsentirt in der That eine Curve dritter Classe. 
umgekehrt gilt auch der Satz: 

TU. Jede Tangente der Cayley'schen Gurre gehört einem 
Geradenpaare des zugeh5rigen Eegelschnittnetzes an. 

Dies folgt daraus, dass sich auf Qrund der Gleichong (4) stets 
sechs ärSssen x, X, (i, tr,, v,, «, bestimmen lassen, welche die Rela- 
tionen (3) erftlUen. Hierbei können die v« nicht aämmtlich ver- 
Bchwinden, da sonst xon -\- Xha -{- ftcn — wäre, die Kegelschnitte 



(4) 



■0, 
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9>, ^j X also «nein ond deniBelben Bflschel angehören würden, was 
gegen die Voraussetznng ist. 

Ein weiterer SatsE laatet: 

Vin. Jede Gerade, welche zwei conjagirte Pole x und y 
der Hessiane verbindet, ist Tangente der Cayley'schen CurTc 

Zunäcliat müssen nämlich, da x und y conjngirte Pole sind, die 
Oleichungra bestehen 

.(5) 9(x,!/) = 0, ^(«,y)-0, j;C«.y) = 0, 

wobei 

vC«, y) = («ii«i + «1»«» + <ha'^)yi + (/Hi^i + «Mi«» + thiOy» 

+ («»i^i + «Bi^i + ««a;>)ys. 
währeod ipix.y) und {(x, y) analog gebildet sind. Die Coordinaten 
Wj,«,,u, der YerbindangsliDie der beiden Pole genBgen nnn der Gleichtmg 

(6) /■(«!, ttg, «s) = («1«, + w,a;, + «jai)C«iy, + «,y, + «,ya) = 0; 
suchen wir die Enveloppe dieser Verbindut^slinie, so müssen noch 
ereilt werden die drei Gleichungen . 

(7) ^^ = «,jft + »,i,-0 (i-1,2,3), 

und die Gleichung der Enveloppe ergibt sich schliesslich durch Eli- 
mination der sechs Grössen Xi^,, x^y^, x^ytt x^y^ -{- Xi^i, x^y, 4* ^9tj 
x^y, -\- Xfyg ans den sechs Gleichungen (5) und (7) in Form einer 
Determinante, die sich Ton (4) nur dadurch unterscheidet, daas die 
Horizontal- und Veiticalreihen vertauscht sind und jede der drei ersten 
Verticalreihen mit dem Factor ^ multiplicirt erscheint. 

Das Theorem VHI lässt sich aoch in folgender Form auasprechen; 

VIU& Jede Gerade, welche die Kegelschnitte des Netzes 
in Punktepaaren einer Involution schneidet, berührt die 
Cayley'sche Curre. Die Doppelpunkte der Inrolntion aaf 
dieser Geraden sind die conjugirten Pole der Hessiane. 

Es geht dies daraus hervor, dass die Verbindungslinie zweier 
conjugirten Pole von allen Kegelschnitten des Netzes harmonisch ge- 
theilt wird und dass auf solche Weise eine Involution entsteh^ welche 
diese conjugirten Pole zu Doppelpunkten hat. 

Umgekehrt gilt auch folgender Satz: 

Vlllb. Jede Tangente der Gajley'schen Gurve trifft die 
Kegelschnitte des Netzes in Punktepaaren einer Involution. 

Sind nämlich u,, Uj, u, die Coordinaten einer Tangente der Cay- 
ley'schen Gurve, so besteht nach VII eine Identität von der Form 
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(8) (»,1, + «s«, + !(,I,)(t>,I, + V,X, + 0,1,) 

imd wenn ^ und tji (i — 1, 2, 3) die Coordinaten zweier ganz vill- 
kürlichen Punkte bezeichnen, bat man aach 

(9) «ff, + tt,Vi = 2 {xq^Cg, ,) + A*(S, ij) + |.x(l. >))} . 

Da X, X, fi nicht gleichzeitig verscliwindea kSonen, sei etwa (t 
von Null verBchieden. Sind dann inabeeondere | und ij die Punkte 
jener Tangente, welche harmoniBch li^en sowohl za den Schnittr 
paukten der Taugente mit 9 = 0, als auch zu denen mit ^ •— 0, ao 
hat man die Gleichongen: 

(10) «e-=.o, «, — 0, <p%n)~o, tihv) = 0; 

aus (9) ei^bt aich daher x(^, rj) = 0, ä. h. das Funktepaar |, ij liegt 
auch harmonisch zu den Schnittpunkten jener Tangente mit z=>0, 
man hat folglich auf der Tangente eine Involution, deren Doppel- 
punkte durch £ and tj gebildet werden. 

Der obige Satz Villa, daes die Cayley'sche Curve von allen Ge- 
raden amhüllt wird, welche die Kegelschnitte des Netzes in Funkte- 
paaren einer Involution schneiden, gestattet die Gleichung dieser Curve 
in einer Gestalt abznleiten, die fQr viele Fälle sweckmässiger ist als 
die Berechnung der Determinante (4). Einer Geraden tix <=° ent- 
spricht nämlich nach (6) in § 20 als Ort ihrer Pole in Bezug auf die 
EegeUchnittfi xqi-\-Xilj"0 des Netzes xfp -\- X^ -{■ (ix=*0 ein Kegel- 
schnitt 

(U) JVy.v. = {^ ± i<p'{x,) *'(a^) Uj) — 

und dieser trifft, wie gleich&lls in § 20 gezeigt wurde, die Gerade 
u,«0 in den Doppelpunkten p, $ der Involution, welche auf », = 
von den Kegelschnitten des BDacbels ausgeschnitten wird. Bildet mau 
nun nach (15) in § 15 die Bedingung, dass die Gerade u, => die 
Kegelschnitte N^^ und j -» in zwei harmonischen Punktepaaren 
trifft, so hat man hiermit die Gleichung der Cayley'achen Curve in 
Liniencoordinaten, denn das aof der Geraden gelegene Punktepaar p, q 
liegt alsdanu harmonisch zu den Schnittpunktepaaren der Geraden und 
der Kegelschnitte 9 =• 0, iff = 0, 2 =~ 0, d. h. die Gerade trifft die 
Kegelschnitte des Netzes in Punktepaaren einer Involution, ist somit 
Tangente der Cayiej'schen Corre. 
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§ 24. 
Du Kegelsohnittgewebe. 
Es seien gegeben drei Curven zweiter Glasae: 

(1) *(„,«) ^0, V(tt,u) = 0, X(«,m) = 0, 

die nicht einer und derselben Schaar angehören mSgen. Es lasaen 
sich alsdann Sätze aufstellen, die zu den in § 22 und § 23 bewiesenen 
dualistisch sind. 

Zunächst werde bemerkt, dass eine Gleichung von der Form 

(2) jc<t>(«, u) + lV(u, u) + |»X(«, «) = 
entsprechend den zweifach unendlich vielen Werthen der Verhältnisse 
der Parameter x, X, (i zweifach nnendlicli viele CurveD zweiter Classe 
darstellt, deren Oesammtheit man als das durch <t>«-0, ^ = 0, X = 
bestimmte Eegelschnittgewebe bezeichnet. 

Dem Satze I in § 22 entspricht dualistisch*): 

L Jede Gerade v, deren Pole in Bezug auf drei gegebene 
Gurren zweiter Clause (1) auf derselben Geraden u liegen, 
berührt zugleich mit dieser Geraden die Gurre dritter Classe 

die sogenannte Hesse'sche Curve oder Hessiane des Kegel- 
schnittgewebes (2). 

Zwei auf die soeben angegebene Art zusammengehörige Geraden 
heissen conjogirte Tangenten oder harmonische Polaren der 
Hessiane (3). 

la. umgekehrt kann anch jede Tangente der Gurve dritter 
Classe (3) angesehen werden als eine Gerade, deren Pole in 
Bezug auf die drei gegebenen Kegelschnitte (1) in einer Ge- 
raden liegen. 

IL Irgend zwei in dem Kegelschnittgewebe (2) enthaltenen 
Schaaren haben stets einen Kegelschnitt gemeinsam. 

in. Die Träger aller in einem Kegelsclinittgewebe ent- 
haltenen Punktepaare berühren die Hessiane, und umgekehrt: 
Jede Tangente der Hessiane ist der Träger eines solchen 
Punktepaares. 

1) Die BeweiBs der den SUsen I— Vlllb in % 38 nnd S SS dnalistüoh m- 
gehOrigen and darob diMetben Ziffern bezeichneten 8&tM vnrden in allen EUlen 
nnterluien, in denen lie den Mber gagebenen BeweiMu der enbprochenden 
S&txe mntatiB mntondia gleich oud beaondarB ein&ch nran. 
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Ula. Die Heasiane ist die Einhüllende der Seiten aller 
Poldreiecke, die irgend welchen Kegelschnitten des Gewebes 
gemeinsam sind. 

IV. Wenn zwei Seitenpaare eines Tollstandigen Vierecks 
conjugirte Tangenten der Heasiane sind, ao sind auch die 
Geraden des dritten Paares conjugirte Tangenten der gleichen 
CuTTe. 

lYa. Eine Tangente u der Hessiane des Gewebes (2) 
schneidet zwei conjugirte Tangenten 8 und « derselben 
Curve in zwei Punkten («, s) ') und (u, tf), yod welchen sich 
noch zwei weitere conjugirte Tangenten t und t der Heasiane 
legen laasen; die Verbindungslinie der Punkte {t, a) und 
(r, s) ist überdies die zn u conjugirte Tangente v. 

Daas n&nlich die dritte Tangente r, die man von (u, c) an die 
Gurre legen kann, in der That die zu t conjugirte Tangente ist, er- - 
gibt sich folgendermasaen: Bezeichnen wir die zu u, s, t conji^irten 
Tangenten resp. durch v', «, x', so müssen dieselben ein Dreiseit bil- 
den, bei dem z. B. die £cke (tfr') auf ti liegt, d. h. aber z' geht durch 
(u, a) hindurch, und da t' Tangente der Gurre iat, musa dieselbe mit 
der dritten von («, «) an die Gurre gelegten Tangente x zusammen- 
fallen. Ebenso ergibt sich, dasa auch v' mit v identisch ist 

Ans IVa folgt weiter: 

V. Die Gerade, welche die Berührungspunkte zweier 
conjugirten Tangenten p nnd n der Hessiane verbindet, ist 
selbst Tangente an diese Gurre, und zwar conjugirt zn der 
dritten Tangente, welche rom Punkte (ja, a) an die Hessiane 
gelegt werden kann. 

Nenil^n wir nämlich q die dritte Tangente, welche sich rom 
Punkte (ja, n) an die Heasiane legen lässt und x die zu q conjugirte 
Tangente, ao aind nach IVa auch die dritten Tangeuten, welche sich 
ron den Punkten («, q) und (n, x) an die Gurre legen lassen, con- 
jugirt Eine derselben iat p, und da ihre zugehörige x ist, so lallt 
die dritte Tangente, die man ron (», x) au die Gurre legen kann, mit 
n zusammen, d. h. aber (n, x) ist der Berührungspunkt der Tangente 
n, und aus analogem Grunde iat (ja, x) der Berührungspunkt der Tan- 
gente p, ao dasa alao in der That die Verbindungslinie x dieser beiden 
Punkte die zu jener dritten Tangente q conjugirte ist. 

Der Cayle/schen Gurre eines Kegelschnittnetzes entspricht eine 
analoge Gurre des Gewebes auf Grund des folgenden Satzes: 



1) (p, q) beieiolmet allgatnein den Scbnittpookt der Oetadeo p imd q. 
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VL Die Panktepaara, die sich in einem Eegelschnitt- 
gewebe befinden, liegen anf einer Carve dritter Ordnang, 
der sogenannten Cayley'achen Carve des Gewebes. 

Umgekehrt; 

YII. Jeder Punkt dieser Cayley'schen Curve gehSrt einem 
Pnnktepaare des zugebörigen EegeiscbnittgeTrebes an. 

Till. 0er Scbnittpankt zweier conjugirten Tangenten 
der HesBiane ist ein Punkt der Cajley'scben Cnrve. 

Vnia. Alle Punkte, von welcben an die Kegelschnitte 
des Gewebes Tangentenpaare einer Involution gelegt werden 
können, liegen auf der Gay ley 'sehen Gurre. Die Doppel- 
strahlen dieser Involution sind die conjugirten Polaren der 
Hessiane des Gewebes. 

Umgekehrt: 

Vlllb. Ton jedem Punkte der Gayley'schen Curve lassen 
sich an die Kegelschnitte des Gewebes Tangentecpaara einer 
Involution legen. 



Ueber einen merkwürdigen Dnalismiu, der swisahen der Hosse^Bohen 
und Oajrley'Bohen Onrve besteht. 
Wir sind nunmehr in der Lage, ein wichtiges Uebertragung^- 
princip aufzustellen, welches gestattet, jedem Satz fflr die Hessiane') 
sofort einen entsprechenden fKr die Cayley'sche Curve an die Seite zu 
stellen. Es ist zu diesem Zweck eine Gurre dritter Classe einzufahren: 
(1) P =Ä„»,' + Sft,,«,'«, + 3ft„».«,> + ■ . . + 6a.«,«,«. - 0, 
wobei die Goefficienten p^i^ den im allgemeinen stets erfQllbaren nenn 
Gleichongen zu genfigen haben: 

SS SS SS 

23i''"»"-<'' S^i»'"'"-"' 22f^"'^'-'>' 

t I SS 

S S 11 I 

2^ij>..ia.j-o, 2:2^-'''-'-'>' SSt^'"-'-"- 



?■?' 



1) Wir weiden in diesem Paiagrapheo ontet der Hegnane, wenn nicht du 
Gegentheil bemerkt ist, stets die Hessiane des in § S2 und g SS betnohteten 
K^CeUchnittnotui verstehen. 
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in welchen a,i, iti, c*x die CoefGcienten der Gleichungen dreier Cnrren 

zweiter Ordnung 

(3) <p(x,x) = 0, tix,x) — 0, zC«»«) = 

darstellen, die nicht einem and demselben Btlschel angehören. 

Als erste Polare einer Geraden v in Bezng aaf die Cnrre dritter 
Claaae P^— bezeichnet man nnn eine Curve, deren Gleichung lautet*) 

Diese Gleichung ordnet jeder Geraden v der Ebene eine Gurre 
»weiter Claase zu; den zweifach unendlich vielen Geraden der Ebene 
entsprechend repräflentirt daher (4) ein Kegelsclmittgewebe. Für das- 
selbe gilt' der wichtige Satz: 

IX. Die Punktepaare des Gewebes (4) sind harmonische 
Pole der Hesaiane des Netzes 

(5) H<pix,x)-^Xilr{x,x)-\-itzix,x)-0. 

Soll Dämlich eine Gurve zweiter Clasae (4) ein Punktepaar x, y 
darstellen, so müssen die Relationen bestehen 

(6) 2(vipi^i + Viptni + «jjJi.i) — x^yi + «jy, (», X = l,2, 3). 
Multiphcirt mau nnn (6) mit Oti und summirt man sowohl über 

X als über A tod 1 bia S, so folgt mit Rücksicht auf das System (2): 

s s 
0) 0-_2 2 ".»■!", 

nnd ebenso würde man analog erhalten 

SS SS 

(7a) = ^''^h.ix.yx und = ^'^CiX.yi, 

womit gezeigt ist, dass die Punkte x und y harmonische Pole der 
Hessiane des Netzes (5) sind. 

Dem soeben bewiesenen Theoreme steht reciprok das folgende 
gegenüber: 

X. Die Geradenpaare des Netzes (5) sind harmonische 
Polaren der Hessiane des Gewebes (4). 

Die Goordinaten Wj und «< eines jeden im Netze (5) enthalteneu 
Geradenpaares genügen n&mlich dem System tob Gleichungen 
(8) 2(xOp„ +A6po-f ^V)— ttpOo + HsUj (p, ff = 1,2, 3). 

1) Man vergleiche hierzu die anf die dualistisch entsprechenden Gebilde bei 
CuTTen n*" Oidnong eich beziehende Fussnote eu S. SS. 
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Maltiplicirt man (8) mit pt^a ui"! summiit man Aber q and « 
TOD 1 bis 3, so ergeben sich wegen (2) die drei Oleicbnngen 

(9) 22'''"'^''-° ('-1.2,3). 

»ua denen bervoi^eht, dasa die Geraden u und v harmonlscb« Polaren 
der Hessiane des Gewebes (4) sind. 

Da nun ferner nach m in § 22 jeder Punkt der Hessiuie einn 
Netzes zugleich der Schnittpunkt zweier dem Gurrennetze augeböngen 
Geraden ist und diese zugleich nach dem soeben bewiesenen Satze 
harmonische Polaren der Hessiane des Gewebes (4) sind, li^^ jeder 
Punkt der Hessiane des Netzes (5) nach YIII in g 24 auch auf der 
Cayley'schen Gurve des Gewebes (3). 

Und da dualistisch nach 111 in § 24 jede Tangente der Hessiue 
eines Gewebes (4) zugleich Träger eines dem Gewebe angehSrigcD 
Punktepaares ist und die Punkte eines solchen Paares nach IX har- 
monische Fol« der Hessiane des Netzes (5) sind, so ist jede Tangente 
der Hessiaue des Gewebes (4) nach VUI in § 23 zugleich auch Tan- 
gente der Cayley'schen Gurre des Netzes (5). 

Es l&Bst sich somit die Hessiane des Netzes (5) auffasBen 
als die Cayley'sche Gurre d«s Gewebes (4), und umgekehrt 
die Cayley'sche Gurre des Netaes (5) als die Hessiane des 
Gewebes {4)^). 

Die Eigenschaften dieser beiden Gurren lassen sich daher an- 
mittelbar auf einander Obertr^en. 

Die Theoreme II, IV, IVa, V, Villa und Vlllb in § 24 Uefeni 
z. B. ftlr die Hesse'ache nnd Cayle/sche Gurre des Gewebes erster 
Polaren 

(10) ''>g-l^ + ''»3«.+ ''.ä„--'>, 

d. h. fdr die Cayley'sche und Hesse'sche Gurre des Netzes 

(11) x,p{x, x) + Ä*fflf, x) + ßx(^, «) - 
sofort die folgenden Sätze XI, XII, XUa, XIH, XIV: 

XI. Die acht Seiten zweier rottständigen Vierseite, dereo 
Paare rob Gegeneeken conjugirte Pole der Hessiane de» 
Netzes (11) sind, berühren einen Kegelschnitt 

1) Der hier gegebeoe Beweii iit im Onmde auf den Falt bMofaAokt, dw> 
die drei Kegelichnitte (B) keinen Punkt gemeiniatn haben; diese BeKhiickuii 
wird in S Se dutoh den Beweis der beiden Theoreme (SS) und (39) voUittodi; 
aushoben werden. 
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Denn die Hesaiaae dieaes M^etzea lösst sich aucli snffaBBen als 
Cayle/sche Curre eines Gevebea; nach VII in § 34 gehört aber jeder 
Pankt dieser Garve einem Punktepaare des Gewebes an, so daas jedes 
der beiden Yierseite durch Beine Seiten eine in dem betreffenden Ge- 
webe enthaltene Kegelschnittachaar bestimmt. Nach II in § 24 haben 
aber die zwei so entatehenden Eegelschnittschaaren eine Curve zweiter 
Claase gemeinsam, d. h. jene acht Seiten berühren einen Kegelschnitt. 

XU. Wenn zwei Seitenpaare eines vollständigen Vierecks 
conjugirte Tangenten der Cayley'schen Carve eines Keget- 
schnittnetzea sind, so bilden auch die Geraden dea dritten 
Paares conjugirte Tangenten der gleichen Curve. 

Xlla. Eine Tangente w der Cayley'schen Cnrve eines 
Netzes schneidet zwei conjugirte Tangenten s nnd der- 
selben Curve in zwei Punkten, von welchen sich noch zwei 
weitere conjugirte Tangenten t und t der Curre legen laaaen. 
Die Yerbindongalinie der Punkte (t, «) und (s, t) iat Oberdies 
die zu u conjugirte Tangente v. 

XIII. Die Gerade, welche die Berührnngspunkte zweier 
conjugirten Tangenten h und v der Cayley'schen Cnrre ver- 
bindet, iat selbst Tangente an diese Curre, und zwar con- 
jugirt zu der dritten Tangente, welche vom Punkte (w, w) an 
die Cayley'ache Curre gelegt werden kann. 

XIV. Die Geraden, welche irgend einen Punkt j) der Hes- 
aiane des Netzea (5) mit zwei conjugirten Polen verbinden, 
bilden eine Inrolution. Die Doppelstrahlen dieser Invo- 
lution bestehen aus dem durch den Punkt gehenden Paare 
conjugirter Tangenten der Cayley'schen Curve. 

Wendet man diesen Satz XIV nach dem bekannten Principe der 
Dualität an auf die Hesaiane dea Gewebes (10), d. h. auf die Cayley'ache 
Curre des Netzea (11), so folgt: 

XV. Die Punkte, in denen irgend eine Tangente der 
Cayley'schen Curre des Netzes (11) von zwei conjugirten 
Tangenten dieser Curve getroffen wird, bilden eine Invo- 
lution. Die Doppelstrahlen derselben bestehen ans dem auf 
der Tangente liegenden Paare conjugirter Pole der Hessiane. 

Läset man die Spitze des in Satz XIV erwähnten Strahlensystems 
in einen von zwei conjugirten Polen p nnd n der Hesaiane rücken, 
so ergibt sich: 

XVI. Die Tangente eines Punktes p der Hessiane und die 
Verbindungslinie dieses Punktes mit seinem conjugirten Pole 
X liegen harmonisch zu den beiden conjugirten Tangenten 
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d«r Cayley'scbeu Gurve, welche ausser jjk noch an die Ca;- 
ley'sche Gurre gezogen werden kSnnen. 

I^st man analog den Träger dee Ptmktsystems in XV mit einer 
TOD zwei conjugirten Tangenten der Cajley'sclien Carre zuBammen- 
fallen, so folgt der Satz: 

XVIL Jede Tangente der Gayley'sclien Gurve des Netzes 
(11) trifft die Hessiane in einem Paar conjngirter Pole, das 
harmonisch liegt zum dritten Schnittpunkt mit der HessisD« 
und zum Berührungspunkt mit der Gajley'schen Gurre. 



tTeber oonjngizte, lineare Segelaolmittsysteme '). 
Der Satz, dass ein Kegelschnitt durch fünf Tangenten im allge- 
meinen vollständig und eindeutig bestimmt ist, bildet nur einen ape- 
ciellea Fall des folgenden Satzes: 

(1) Es gibt nur eine einzige Cnrre zweiter Classe, die 
conjugirt liegt^ zu den fflnf gegebenen Gurven zweiter Ord- 
nung fi(x,x) -=0 (}■= 1,2,3,4,6), Torauagesetzt, dass nicht 
zwischen den f&nf Ausdrücken f'i{x,x) eine lineare Identität 
stattfindet. 

Es ist also Torausgeaetzt, dasa keine Relation stattfindet von der 
Form 

(2) i,r,{x, iF) + XtUx, a:) + i,/,(«, x) + XJ^(x, !c)-\-lJ,(x, x) = 0, 
oder dasB nicht gleichzeitig die secha Gleichungen erfQllt werden: 

(3) A,o,» + A,6,t + A,c» + A4Ät + ifiCt = (i, Ä -= 1, 2, 3) , 

in welchen Oa, bit, ■ ■ • die Coefficienten in. den Gleichungen der fflnf 
gegebenen Cnrren zweiter Ordnung bedeuten. 
Soll nun die Gurre zweiter Classe 



(4) (p{u, u)=^ ^ a»«(M» — 



1) Die Onuidlage eo den hier behaadelten Anfgaben findet rieh der fianpt- 
aache nach ichon bei Hesse in der Abhandlnog: „De corrü et snpeificiebiu 
eecaadi ordinü", Jonmat fQr die leine and angewandte Hathenutik, Bd. SO, S.29t, 
§ 8, 1840. üeber die Deutung der simnltanen InToriante 6 iv vergleiche idib 
auch Hesie'a Abhandlung; „üüber die geometrische Bedeatang der linearen Be- 
dingnngRgleichung iwiichen den CoefScientcn einer Oloichung iweiten Gradei", 
in demselben Jonmal, Bd. ib, S. 82— SO, 18S3. 

S) Vgl. ea dieser Bexeicbnungq weise S. 162. 
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coajagitt liegen zu den fSnf Gurren fi(x,x) =^0, so mfissen neben 

(4) nacli S. 162 die fOnf Gleichungen besteben 

{ «ii«ii + 2a„a,s + «g,a„ + 2ci,a„ + Sa^a^t + a^^a^ = 0, 

(5) • 

( «.iCu + 2a|jC„ + «»^ + 2a,sei3 + 2aKC„ + «„Cj, — 0, 

d. h, es musa die Determinante verschwinden: 



(6) 



»i' 



»1. 


«» 


"l! 


«» 


".. 


K 


<^ 


K 


*» 


*.. 


',t 


•^ 


Ca 


«!! 


0» 


da 


4, 


<'.! 


^. 


d^ 


e» 


'.. 


«1! 


«„ 


^39 


»,«, 


"s" 


«.»3 


».». 


«s' 



Auch k&nnen hier die Coefficienten der Quadrate und Prodncte 
UiUi nicht Bämmtlich Null sein, weil auf Qrund der VoraoBsetxnngeQ 
Aber die AusdrOcke (3) mindestens eine der sechs Unterdeterminanten 
der in der letzten Horizontalreihe von (6) stehenden Elemente von 
Null verschieden ist; es stellt mitbin (6) die Gleichung der gesuchten 
Gurve zweiter Glasse 9>(u, u) = dar. 

Man erkennt auch sofort ans (5), dass diese Cnrve coQJugirt liegt 
zu jedem Kegelschnitt des Systems 

/»./; + fhf» + Hf> + HfA + Hh - 0. 
Es gilt nun ferner der fundamentale Satz: 
(7) Jede Gurve zweiter Ordnung f^(x,x)='0, welche con- 
jugirt liegt zn (4), hat eine Gleichung von der Form 

(8) /;= fc^, + h/; + ft/i + («./■. + c.r.-o. 

Sind nämlich fa die GoefGcienten von f^(x,x)'^0, so tritt zu 
den Relationen (5) noch hinzu 

«!./■„ + 2«..fi. + "«fa + i'afa + 2««/U + ««/■« - 0; 
es verschwindet also eine Determinante, die aus (6) dadurch hervor- 
gebt, daes man in der letzten Horizontalreibe u^ut ersetzt durch fn. 
Nach einem fundamentalen Satze der Determinantentbeorie gibt es 
also sechs Factoren A,, . . . Jl,, für welche die sechs GleichungCD be- 
stehen 

(9) ^ifl.* + A,&a + ^cn + K^di, + X^en + Aa/lt ■= Oj 

dabei muss A^ von Null verschieden sein, weil sonst gegen Voraus- 
setzung die Relatiouen (3) erfüllt würden. Ana (9) folgt daher 
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^^ M« + ^^* + h''*_± V« + h^ik 

wenn 

" /»'--^ (1 = 1,2,3,4,5) 

gesetzt wird; hiermit ist (7) bewiesen. 

Sind die ßlnf EegelBch&itte fi(z, x) ~0 Doppelgeraden, sind also 
ihre Gleichungen Ton der Form «,<" — 0, so ist die Curve zweiter 
Glaese g)(u,H) —^0 der Kegelschnitt, der die fünf Geraden xn Tan- 
genten hat Für eine sechste Tangente /^ ^ Uf<*> -^ würde aladuin 
eine ^tiliclie Relation wie (8) bestehen, man hat also den Satz: 

(10) Die Aasdrdcke fOr irgend sechs Tangenten u^OiaO 
(t ■"<> 1, 2, . . 6) eines Kegelschnitts genügen einer Gleichung 
Ton der Form 

und umgekehrt 

Wir wollen nun dieselben Betrachtungen wie bisher anstellen 
fDr den Fall, dass nur vier Gurren zweiter Ordnonf; gegeben sind. Es 
gilt hier der Satz: 

(11) Sind Tier Curven zweiter Ordnung;'((a:,a:)—0(»— 1,2,3,4) 
gegeben, zwischen deren Gleichungen keine lineare Identitit 
stattfindet, so gibt es unendlich riele, einer Schaar an- 
geh&rige Curven zweiter Classe, welche zu den Tier ge- 
gebenen Kegelschnitten conjugirt liegen. 

Hier ist Torausgesetzt, dass nicht gleichzeitig die sechs Relationen 
erfQllt werden: 

(12) X^au -f l»bu + A,c,t + Xidii — (i, * = 1, 2, 3), 

in welchen Uu, iii, dt, da die Coefficienten in den Gleichungen der 
Tier gegebenen Curven zweiter Ordnung bedeuten. 

Soll nun die Gurre zweiter Classe (4) conjugirt liegen zu den 
Tier Kegelschnitten fi{x, x) — 0, so müssen die Tier Relationen bestehen 

(«iiOii + 2a„au -f Oj,a„ + 20,3a,, +.2«„fto + «„o„ — 0, 

(13) 

I«„da + 2a„d,j -(- a^d„ + 2«„<i„ + 2a„d„ -(- B„d^ — 0. 

Auf Grund der gemachten Voraussetzungen mnss nun mindestens 
eine aus Coeflicienten a, i, c, d gebildete Determinante rierten Grades 
der Hatriz 
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Sjitem V 



[ KegelBchnitten. 



(14) 



;■ Oii «II «M Oi3 «as <ht 

■ *11 ^IJ *M *1B *S8 *M 
C,, Cii Cjj Cjj C» C|s 

I ^n ^a ^u t^B t^ <^ 

ron Nnll Terschieden sein; es sei etwa, am die Yorsteüung zu fixiren: 



(16) 



(16J 



d^ 



^0. 



«11 %» «M 
*11 fi» 6« 

«II «11 Cm 
<^i «^is (^ ''is 
Alsdann stellen wir zosammen die ftinf Gleichungeu ; 
«uflii + 2Bi,ais + tt^On + 2«„a„ = — (2a„<i„ + «„0«), 

«i.6i. + 2a„6„ +eM6w + 2a,Aa (2 a„ 6« + «„ ö„) , 

a„c„ + 2ff„c„ +aM«w + 2ai,c,g — — (2a„e,j + ß„c„), 
a,id,i + 2aada + a„d„ + 2a,g d,, — - (2a„ rf» + «„<?„), 
«ii«i'+ 2o„UiM,+ a„ V + 2a„MiW, + (2o(,«,«j + «,,«,*) = 



Mit Hilfe der vier ersten dieser Gleichungen kann man a^, a„, 
Ofi, a,B eindentig und linear dnrcb ce,, und Of, ausdrackea, welch 
letztere Grössen vollständig beliebig bleiben; die so berechneten Werthe 
TOD O]!, Rij, K,,, Oj, seizt man nun in die letzte Gleichnng (16) ein 
und mnltiplicirt dieselbe mit der alsdann links im Nenner auftretenden 
Determinante d. Es ist noch zu beachten, dass nur für a^ "^ "» "^ '^ 
in der letzten Gleichung (16) der links stehende Ausdruck fElr alle 
Werthe der u verschwinden kann. Fände das Gegentheil statt, so 
mOsst« der Coefficient von «,«, nnd derjenige von u,* gleicbfalts ver- 
schwinden. Diese beiden Coeffieienten sind aber a^d nnd a^fd, es 
mfisfiten also a^ und o,, verschwinden. 

Es gibt demnach anendlich viele Garven zweiter Classe der oben 
verlangten Art, und zwar sind ihre Gleichungen von der Form 

««*(«, «) + a«Ba:Cw.«)"0, 
wobei cr,j und a^ willkürliche Parameter bedeuten, oder, wie wir 
Allgemeiner sagen wollen, ihre Gleiebnngen sind 

(17) «*(«,«) + /izC",H)-0, 

die einzelnen Gurven gehSren somit sämmtlich derselben Schaar an. 
Auch erkennt man wieder, dass auf Grund von (16) jede Curve dieser 
Schaar conjugirt ist zu jedem Kegelschnitt des Systems 

(18) ft/; + ^f, + ft/i + i,j, - 0. 
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Umgekehrt gilt der Satz: 

(19) Wemi eine Curve zweiter Ordnung f^(x,x) =^0 con- 
jugirt liegt zn jeder Cnrve der Schaar (17), bo ist ihre Glei- 
chang TOD der Form (18). 

Eb sei 9(11, w) ^ ^ ^ ciittkvt ^ irgend ein Kegelschnitt der 

Schaar (17); alsdann tritt eq den vier Gleichungen (13) noch hinzu 
«iiCn + 2a,(eij + a„e„ + 2a,gC,g + 2«j,Cm + Ott^tt — 0> wenn wir 
mit eit die Coefficienten von fi{x,x) ^*0 bezeichnen. Werden diese 
fQnf Gleichungen resp. mit Aj, A,, l^, ^^, ^ multiplicirt und hierauf 
addirt, and setzt man zur Äbkfirznng 

(20) [.-, *j = Ä,ftt + X^bii + isct + i^dii + k^ct, 
so folgt 

(21) «„[1,1] + 2«„[1, 2] + a^[2, 2] + 2«„[1, 3] 

+ 2tt^[2, 3] + o„[3, 3] =. 0. 
Dem Umstände zufolge, dass (p(u,u) ~0 der Schaar (17) an- 
gehört, ist die Gleichung dieser Corre Ton der Form 

"'22 ya«.«* -hß-^ 2 *<»»(«* — , 

wenn wir mit yn und da die Ooefficienten von i> und x in (17) be- 
zeichnen. Hier ist mindestens eine aus diesen Goefficienten gebildete 

Determinante der Gestalt ' *" von Null rerschiedeu; nehmen 

wir, um die Vorstellung ea fixiren, etwa an, es sei 

(22) )•«»„- )'»*.^0. 

Wir denken uns dann X^, A,, i^, 3L^, i^ so bestimmt, dass alle 
Grössen [i, Jc\ Terschwinden mit Aosnahme von [2, 3] nnd [3, 3]; hier- 
durch reducirt sich (21) auf 

(23) 2cr„[2,3] + c„[3,3]-0, 

wobei nochmals daranf hingewiesen werden m9ge, dass aiii = ttyii,-\- ßJSa 
und a, ß ganz willkflrlich sind. Setzt man nau a = 1, ß ^ 0, bezw. 
a «= 0, ß ^ l, so treten an Stelle von (23) die zwei Gleichni^en 

(24) 2y^[2,3] + >'„[3,3j-0, 2ff„[2, 3] + *„[3, 3] - 0, 

aus welchen auf Grund von (22) folgt [2, 3] = 0, [3, 3] — 0. Hier- 
mit ist aber nun gezeigt, dass alle Grössen [i, k] (i, i ^ 1, 2, 3) ver- 
schwinden, dass also in der That e*» =• -— ,- - * " ; auch 
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miiBs itg in den Belatiooen [i, A:] 1= von Null verschieden sein, sonst 
wfirden gegen die Voraussetzung die Oleichnugen (12) bestehen. 

Wenn man specieil als Cimre f^(x,x)—'0 irgend eine doppelt 
EU zählende gemeinaune Tangente uJ^^-^O der Kegelschnitte ^(u,it)=0 
nnd xi^, u) ^ wählt, erhält man, da es im allgemeinen vier ver- 
schiedene solcher Taugenten gibt, den Satz: 

(25) Sind /;(a;,a!)-0 (t — 1,2, 3, 4) die Gleichungen von 
vier Cnrven zweiter Ordnung, so lassen sich im allgemeinen 
auf vier verschiedene Arten Factoren Jl„ Aj, i,, 3L^ so be- 
stimmen, dasB Xifi + Aj/i + Ä,/", -f A^/i das Quadrat eines 
linearen Anadrncks darstellt. 

üebrigens folgt hieraus auch umgekehrt, daas jede von vier ge- 
gebenen, linear unabhängigen, tertiären quadratischen Formen als 
lineare homogene Function derselben vier Quadrate (u,"^) dargestellt 
werden kann, so lange die Carren der Schaar ii:^(H,u)-f ßxiUjUJ'^O 
vier verschiedene gemeinsame Tangenten haben. 

Wenn nur drei Kegelschnitte gegeben sind, tritt au Stelle von 
(11) der folgende Satz: 

(26) Sind drei Curven zweiter Ordnung /'i(a:,x)—0 (t— 1,2,3) 
gegeben, zwischen deren Qleiehnngen keine lineare Iden- 
tität stattfindet, so gibt es unendlich viele, ein Gewebe 
bildende Curven zweiter Classe, welche zu den drei ge- 
gebenen Kegelschnitten conjugirt liegen. 

t » 
Jede Curve ip(u,u)^ ^7 ^^ oitUfU^t <» des Gewebes muss sich 

also durch drei solcher Curven ausdrücken lassen in der Form: 

(27) v(«, «) = ri>(M, «) + 'zC«- «) + «iC«. '«)• 

Nach Toraassetzong kennen nämlich nicht gleichzeitig die sechs 
Relationen er^lt werden 

(28) A,fl,, + A,6a + A,C* - (i, Ä - 1, 2, 3), 

in welchen Oit, bn, Cn die Coefficienten in den Gleichungen der drei 
gegebenen Curven zweiter Ordnung bedeuten; ea mnss also mindestens 
eine Determinante dritten Grades der Matrix 

|i Ot, öl, on o„ a„ a„ j 

(29) 6„ &„ 6« &u 6» 6m I 

l| I 

il *ii fis '^« 'la •« <w li 

von Null verschieden sein; es sei etwa, am die Vorstellung zu Sxiren: 
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(30) 



(81) 



II. AbBCbnitt S 8S. 

«I* o» I 
b„ h„\^0. 
'ä» ^» I 

AledtuiD müssen analog zu (13), bezw. (16) die Gleichungen 
bestehen: 

ua„ + 2a„a„ + «„a,, (2a„<ht + 2o„a„ + a„o^) , 

iiftii + 2a„i„ ' + «»»618 = - (2a„6tj + 2ai,6«, + «a6„), 
«II Cii + 2tt„ c„ + «„ (^, = - (2a,( c„ + 2 «a «iia + «ss c») » 
«ii«i' + 2(i:,jW,ti,+ «uV + (2ai3«iM3 + 2a,a«»«8 + «««■') =- •>■ 
Mit Hilfe der drei ersten dieser Gleichungen kann man nnji 
wieder o^,, a,,, a„ eindeutig und linear ausdrucken durch a^^, o,,, o:„, 
welch letztere Grossen ganz beliebig bleiben. Durch Substitution der 
Werthe von «j^, a,,, 0;^ in die letzte Gleichung (31) erhält man 
einen Ausdruck zweiten Grades in « mit a^, 14,, a,j als willkOrlichen 
Parametern. Dabei sind die AusdrQcke zweiten Grades der u«, die mit 
«191 «ui «u multiplicirt sind, linear unabhängig, d, h. nur fDr a„ —^ a„ 
— Og, — kann der in der letzten Gleichung (31) links stehende 
Ausdruck fSr alle Werthe der u Terschwinden. Fände das Gegentheil 
statt, so mQssten die Coefficieuten von Ui«,, UtHi "s* verschwinden j 
diese sind aber ttud, a„d, a^d, es müssten also a^, «j, und «„ Ter- 
schwinden. 

Es gibt demnach zweifach uoendlicfa viele Caryen der oben ver- 
langten Art, nnd zwar sind ihre Gleichungen, wie wir nun allgemeiner 
sagen können, von der Form (27), sie gehören somit sämmtlich dem- 
selben Gewebe an. 

Aach erkennt man wieder, dass anf Grund von (31) jede Curve 
des Gewebes (27) conjugirt ist zu jedem E^elschnitt des Netzes 
(32) IHf, + l',f, + lhf,-0. 

Umgekehrt gilt der Satz: 
(32a) Wenn eine Curve zweiter Ordnung f^(x,x)=^0 con- 
jugirt liegt to jeder Gurve des Gewebes (27), so ist ihre 
Gleichung von der Form (32). 

S B 

Zum Beweis dieses Sattes sei ^(u, tt) ^ ^ ^ ccf tt<<Ut ^ 

irgend ein Kegelschnitt des Gewebes (27); alsdann tritt zu den drei 
ersten Gleichungen von (31) noch hinzu 

aii<^i + 2«,id„ + a„d„ + 2a,tdu + 2«^^« + ««(^ — 0, 
wenn wir mit dii die Coe^ienten von /'^(a:, x) ^ bezeichnen. Dorch 
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wenn wir mit yn, d,-t, c» die Coefficienten von ifi, x u&d ij in (37) 
bezeichnen. Es ist nnn mindesteoB eine aus diesen Coefficienten 
gebildete Determinante von Null verschieden; nehmen wir etwa an, 
es sei 

na Yu Yu I 
(35) 
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Mnltiplication dieser vier Gleichungen mit X,, ^l,, X^, 3L^ und Addition 

erlUlIt man 

(33) «„(1, 1) + 2a„(l, 2) + »„(2, 2) + 2«„(1, 3) 

+ 2<t„(2, 3) + «„(3, 3) - 0, 
wobei znr Abkürzung gesetzt ist 
(94) (i, k) = Jl.aa + Aj6« + AjC*t + i«d.*. 

Dem Umstände zufolge, dass 9(w, u) — dem Gewebe (27) an- 
gehört, ist die Gleichung dieser Curve von der Form 



% «M I 

Wir denken uns alsdann die Verhältnisse ili : ^, : X, : A^ so be- 
stimmt, daas die drei (^rSssen (1, 1), (1,2) und (2,2) verschwinden, 
wodurch sich (33) reducirt auf 

(36) 2a„(l, 3) + 2a„(2, 3) + «„(3, 3) = 0, 

und hier sind in a« = y ■ ya + * ■ 5« + « ■ Cfj die Parameter y, d, e 
ganz wiUkflrlich. Setzt man nun einmal y = l, ^ ^ « « 0, femer 
d ■■ 1, y ~ £ ™ 0, endlich s "=■ 1, y ^ S = 0, so treten an Stelle 
von (36) die drei Gleichungen 

2y.,(l, 3) + 2y„(2, 3) + j.„(3, 3) - 0, 

(37) 2*„(1, 3) + 2d«,(2, 3) + (J„(3, 3) « 0, 
2«„(1, 3) + 2«„(2, 3) + .„(3, 3) - 0, 

aus welchen auf Grund von (35) folgt (1, 3) -= (2, 3) = (3, 3) = 0. 
Hithin verschwinden sommtliche Grössen (i,k), nach (34) ist also in 

der That d,t — — ^''''* "*" Y" I lM*; auch moss X^ von Null ver- 
schieden sein, sonst würden gegen die Vorauesetznog die Gleichungen 
(28) bestehen. 

Das Theorem (32a) ist, wenn man von einem directen Beweis 
absehen vrill, im Grunde schon durch (26) erwiesen. Denn alle ter- 
näre quadratische Formen, die zu drei gegebenen, linear unabhängigen 
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quadratischen Formen von contn^predienten YeränderUcben conjngirt 
sind, lassen sich nach (36) als lineare Functionen dreier linear unab- 
hängigen quadratischen Formen ausdrucken. Da nun in (32a) die 
drei gegebenen (linear unabhängigen) Formen f^, /*,, f^ conjugirt sind 
zu den drei Formen ^, %, jj in (27), so muss jeder EegelschmU /*(, 
der zu jeder Curve des Gewebes (27) conjugirt sein soll, eine Olei- 
chung haben von der Form 

Mittels der bisherigen Betrachtungen lassen sich sofort die zwei 
fundamentalen Theoreme beweisen: 

(38) Die Cayley'sche Curve des Gewebes (27) ist identisch 
mit der Hessiane des Netzes (32), und: 

(39) Die Heasiane des Gewebes (27) ist identisch mit der 
Cayley'schen Curve des Netzes (32). 

Nach VI und VII in § 24 besteht nämlich die Cayley'sche Cmre 
des Gewebes aus den Punktepaaren des Gewebes; diese sind aber cod- 
jugirte Polenpaare des Netzes. Umgekehrt wird nach I in § 24 die 
Eesse'acbe Gurre des Gewebes eingehüllt von den harmoniBchen Po- 
larenpaaren des Gewebes; diese sind aber identisch mit den Geradeo- 
paaren des Netzes. 

Der Vollständigkeit halber sei noch darauf aufmerksam gemacht, 
dasB selbstverständlich die zu vorstehenden Sätzen dualistisch ent- 
sprechenden in analoger Art zu beweisen sind. Auch gilt das Bewei»- 
verfahren noch bei beliebig vielen Formen mit einer willkflrlichen 
Anzahl von Veränderlichen. 

Ein eleganter Beweis der in vorliegendem Paragraphen abgeleiteten 
Sätze kann allgemein auch mit Hilfe eines von Herrn Brill ge- 
fundenen fundamentalen Theorems') gegeben werden. 

1) Brilt: „Deber Evei Berühmngaprobteme" , Math. Annalen Bd. 4, a &S0. 
1871; vgL auch Paioh: ,^Dr Theorie der linearen Compleze", Joomal ßr die 
reine und angewandte Hatfaematik, Bd. 76, S. 108, 1878. 
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iLnhang. 

ErgSnzangen zur Toransteliendeii Theorie and Lfisnng von Aofgaben. 

Anwendung von 8 1 — &• 

1. Das Prodact hih^h^ hat positiven Werth, wenn der Einheits- 
punkt trigonal gelegen ist, negativen Werth bei tetragonaler Lage'). 

Liegt der Einheitapunkt E im Inneren des Dreiecks, so ist h^lt^h^ 
sicher positiv; beim Uebergang von JS in ein tetra^onales Feld ändert 
eine der Grössen hi das Vorzeichen, das Product wird also negativ; 
beim Uebergang ans dem Inneren des Dreiecks in ein trigonales Feld 
ändern zwei der Grössen hi das Vorzeichen, das Product bleibt also 
positiv. 

2. Bei beliebiger Lage des Einheitspunktes ist das Product 
^hif~ P^^^^^-^i wenn der zugehörige Punkt P trigonal gelegen ist, 
negativ bei tetragonaler Lage. 

Aus (1)') und aus einer Bemerkung S. 2, Zeile 13 — 9 v. u. geht 
hervor, dass bei trigonater L^e des Punktes P das Prodnct der gj 
stets gleiches Vorzeichen hat mit dem Product der h( (positives oder 
negatives Vorzeichen, je nachdem E trigonal oder tetr^onal gelegen 
istj. Ebenso folgt, dasa bei tetragonaler Lage des Panktes P das 
Product der qi stets das dem Product der Ä,- entgegengesetzte Vor- 
zeichen hat, und zwar ist das Prodact der qi positiv oder negativ, je 
nachdem der Einheitapunkt tetragonal oder trigonal gelegen ist. Bei 
tetragonaler La^e des Punktes P ist also der Quotient ^^V- in der 
That n^ativ. 



1} Wir tagen im Folgenden ein Pnnkt liege tiigonal, wenn er im Inneren 
oder in einem der drei trigonalen Felder des Coordinatendreiecks gelegen iat; 
hingegen liegt er tetragonaJ, wenn er sieb in einem der drei tetragonolen Felder 
befindet. 

2) Die in Klammern eingeachloHenen Zahlen, denen Iceine Seiten- oder 
Paragraphenzabl beigefügt ist, beieichuen die Nammem der Aufgaben äe» Anhangea. 

ÜuuilelfiiigaT, Voilaiimgtn. 16 
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3. Ein Punkt mit den Coordioaten x,:««:^^ liegt trigo&al 
oder tetragonal, je nachdem der Ausdruck 

positiv oder negativ ist; die Lage des Einheitspunktes ist 
dabei ganz willkQrHch. 

Fahrt man in das Prodnct J' J^ für die g, aus (6), S. 3 die 
Werthe ein, so verwandelt sich dasselbe in -'- -. - ' ■ ■'.'.' oder in 
— PiPiPs^ 1 8 — ^, Nach MultipHcatioQ mit dem positiven Factor 
Pt* erhält man den Ausdruck Xia^x^PiP^p^ (Pi^i +A3^ +ft*»)< der mit 
-^-'-° (v,x, 4-PiXi 4- PmX.) nnd mit %t^ gleiches Vorzeichen hat 
und bei Anwendung von (2) obigen Satz liefert Das Yorzeichen 
des Ausdrucks ändert sich übrigens nicht, wenn man die j>i 
und flJi (i ^ 1, 2, 3) durch Werthe ersetzt, die ihnen propor- 
tional sind. 

4, Gegeben sind drei Geraden ii, ^0, v^ = 0, tc, -=> nnd die 
unendlich ferne Gerade p^'^ 0, bezogen auf ein Coordiuatendreieck 
mit den Seiten Xj = 0, Xf-=0,Xg=^ 0. Wann liegt ein Punkt mit 
den Coordinateu yi-Jft'-yt trigonal in Bezog auf das durch t4x-=0, 
Vx = 0, Wi = gebildete Dreieck, wann liegt er tetragonal? 

Dm dies zu untersuchen, setze man ^u, =* X,, (tv, — > S^, 
ifWg •— X,, wobei (f einen Proportion alitatsfactor bedeutet In Folge 
der KelatioQ 



\P, Pt P3 P^ 

oder 

(uvw)pi =- (pvui)Ut + (|)töM)v, + (pi*!j)w,'J 
hat man 

q{uvw)px '" (pvtt>)Xi + (pwu)X^ + (puv)X3, 

so dass also die Gleichung der unendlich fernen Geraden im Coordi- 
natensystem der X, die Gestalt erhält 

(l)vw)X, + (jawu)X, + (fiuv)Xt = P,X,-{- P,X, + P,Z, — 0. 

1) luvte) wt cor ÄbkOranng geietzt fflr 2<' + (u,ti,u>s). analoge« gilt tob 
(pvw) U. B. w. 
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Die Coordioaten des Panktea y im Coordinatenaj8t«m der X, seien 
Ti : r, : Yj ; nach (3) liegt aUdann der Punkt !F trigonal oder tetragonal 
in Bezug auf das durch «, = 0, «« = 0, Wj = gebildete Dreieck, je 
nachdem 

-p^^ (P, 1, + ]>,y, + P, y.) > oder < 0, 
d. h. je nachdem 

[p»tt>)(j)WM)(pi«e) ^ (poi 

Der jedenfalls positive Factor fi* wurde hierbei ausser Acht ( 



5. Die Gleichung einer Geraden, die durch den Schnitt- 
punkt der Geraden u, — » und Vj,=^0, sowie durch einen 
Pnnkt y hindnrchgeht, ist v^u^ — UyVg -^ 0. 

In Ux — Xvz >B ist X so zu bestimmen, dass diese Gleichung 
durch y erfallt wird. Ersetzt man v, = durch px -=- 0, so folgt: 

6. Die Gleichung einer durch den Punkt y parallel zu Ux °= 
gezogenen Geraden ist jj^u, — «,p, — 0, 

7. Die „Sehwerlime", welche die Ecke ä, = a^g =i des Coordi- 
natendreiecks mit der Mitte der Gegenseite verbindet, hat die Gleichung 
p^Xf —PiX^ — 0. 

Die genannte Verbindungslinie ist die vierte Harmonische zu 
X, = 0, a^ = und zu der durch «j ™ Xj = gezogenen Parallelen 
der Gegenseite; letztere ist aber nach (6) gegeben durch pj*j + p^x^ =* 0. 

8. Die Gleichung der Ualbirungalinie des von den beiden Geraden 

« K 
a. '^0 und J, ™ gebildeten Winkels ist —,.^' , ^ = 0, 

}/«(«, o) Vo>{b,b) 
Jeder Punkt der Halbimngslinie hat von beiden Geraden gleichen 
Abstand; mit Anwendung von (1) in § 2 findet man die Gleichung. 
Aus den Bemerkungen zu (21) in § 1 folgt, dass die Gleichung die 
Halbirungslinie desjenigen Winkels der beiden Geraden darstellt, in 
welchem der Einheitspunkt liegt, wenn man das Vorzeichen- von 
Ym (o, a) und Y'^'i.^?^) ^^ demjenigen von «i + Oj + Oj, bezw. 
^t 4~ ^j + h Übereinstimmen lässt. Gibt man nur einer dieser Wurzeln 
ein anderes Vorzeichen, so erhält man die Halbirungslinie des Winkels, 
in welchem der Einheitspunkt nicht liegt. 

Beide HalbimngsHnien zusammen sind dargestellt durch 
fl>Cfc, 6) ■ 0," — m(a, a) ■ 6^* = 0. 
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Insbesondere folgt: 

9. Die Gleichong -^= ^ ^ repräsentirt die Halbiraoga- 

linie desjenigen WinfaeU der beiden Seiten x^^O, a^ -= des Cooi- 
dinsteodreiecks, in welchem der Einheitspnnkt liegtj --?^ + — ^ = Ö 
die Halbirangalinie des Nebenwinkels. 

10. Die Gerade, welche durch den Paukt y normal zu «.-»O 
gezogen wird, hat die Gleichung 

fl-i x^ X, 

to'(iij) (o'(m,) ra'C"«) = *^- 

2/i 9» Vi 

Denn sie geht darch y and das Normal encentrum von «, ~= 0. 
Insbesondere folgt: 

11. Die Gleichungen der Höhen des Coordinatendreiecks sind: 

12. Die Coordinaten der Mitte der Verbindungslinie zweier Punkte 
y und B sind ytp, + Bip,, {i = 1, 2, 3). 

Irgend ein Punkt der Verbindungslinie hat Coordinaten 
y, + iBi, (i = 1, 2, 3); 
der unendlich ferne mnaa erfQllen p, -\- Ip, ■= 0, für ihn wird 

k'^—p^'.p,; 
dem Mittelpunkt der Strecke (yü) entspricht als viertem harmoniscbein 
Punkte zu y, e und zu dem unendlich fernen Punkte der Wertfa 

Die Gleichnis des Mittelponktes ist p,Ug -\- p^u, = 0. 

13. Die Gleichung des Mittellothes der Verbindungslinie zweier 

Sind 
"i —Si't — !/!»!. »1 —yt't— »i».. ". — Ji «1 — üt't 
die Coordinaten der VerbinduDgBlime (ye), so ist die Gleichung des 
Mittellothes nach (10) und (12): 

; »'(k.) S'P- + 'tPi '^ 

o>'(k,) JiP. + «,1), x,]—0, 
' "'W »tf' + 'tPr *j 
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die nach EinfSbrnog äet «< in die Gestalt gebracht werden kann 
: %i "i» «1! yiP- + 'tPv «1 ! 
m„ (o„ Ojj ytp, + Zjpf x^ 
■■ "m ®m »m ?»?• + ^'Pt a:» I -= oder JJ, (|J *)_^ — IV (' y)„ = ^■ 

I y. y. y« o o 

''1*^*1 Ol 

Insbesondere folgt: 

14. Die Mitteliotbe der Seiten Xi ■= 0, a:, = 0, r, = dea Coor- 
dinatendreieckB haben bezw. die Gleichungen 

KsPs — "»iPOa^ — "siiCPiiarB - Pi'^t) -= 0. 
(oj„j), - w„ft)«, - «»(ftÄ, — P^a:,) -= 0. 

Zum Beweis, daas aieb diese drei Geraden in einem und dem- 
selben Punkte schneiden, multiplicire man ihre Gleichungen resp. mit 
p^\ p^*f p^* und eliminire die Grössen mapi vermittelst der Relationen 
wie iBiiPi — ' — (o'iiJ's + '°i3Ps)f ^- B- w. Werden hierauf die drei 
Gleichungen addirt, so ergibt sich eine identisch verBch windende Summe. 

Die obigen Gleichungen der Mitteliotbe können noch in eine andere 
Gestalt gebracht werden, welche zeigt, dass diese Geraden durch die 
Ecken des dem Coordinatendreieck parallel eingeschriebenen Dreiecks 
hindurchgehen. Multiplicirt man nämlich z. B. die Gleichung des 
Mittellothes ron x, = mit ;>, und ersetzt o,, p^ wieder durch 
— (.""liP» + "'laPa)/ B<* erhält man: 

»iiftCPi«! +ft*» — fta;.) - a>„p,(j),«, -p,x^-\- p^Xg) — 0. 

Die Mitteliotbe tob % ^ und 3^8 ==,0 werden: 
OnPsi- Pi^i +Pi!^ +Pt^) - '»«i'i(Pi«i +1»»*^ — IJb^)" 0, 
«»»■J^CPiai — Pi3^ -\- pgXt) -~ iOs)Ps(— Pi«, +Pi,x, +P»ari) = 0- 

Dass die in den Xi linearen Klammerfactoren die Seiten des dem 
Goordinatendreieck parallel eingeschriebenen Dreiecks darstellen, wird 
in (22) gezeigt 

16. Der Schwerpunkt des Coordinatendreiecks bat die 
Coordinaten 

1 i 1 
ir, ; a;, : a^ ^ — : — : — - 

Folgt sofort aus (7). 
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linie 
dir 



■"'^''^*"" ,,t»^'° jeia Coordioateodreieck ein- 

9. h/"' .atreBcbriebfloeD EreiBfl haben 

JH'-'" " 'i '''" ^ ± >^' ' ± >^ ' 

*"'7''"' A-'*'^' Act ^^^ Wurzeln dem eingeschriebenen Kreise 
por*^'' gjBbeitspaBkt innerbalb des Dreiecks gelegen 
,,y'^'t ßl'^ lin^üoaeTi der Vorzeichen liefern die Mittelpunkte 
^W^i*«: ?i«. Kreise. 

5Slien Schnittpunkt des Coordinatendreiecks 

to Der Mittelpunkt des dem Coordinatendreieck um- 
. Lpnen Ereisea bat die Coordinaten 

f^olfft so'^'^^ durch Berechnung des Schnittpunktes der Mittetlothe, 
deren Gleichungen in (14) gegeben sind. 

19. Man bestimme für das Coordinatendreieck die Coordinaten 
^ea Mittelpunktes N des eingeschriebenen Kreises, des Mittelpunktes M 
des umschriebenen Kreises, des Schwerpunktes S, des Höhenschnitt- 
punktes H, wenn der Einheitspunkt E in einem dieser vier Pnnkie 
gelegen ist. 

Das mit Hilfe von (15)-(18) durch Einfahrung der Stocke des 
Coordinatendreiecks leicht abzuleitende Elesultat möge folgender Tabelle 
entnommen werden, in welcher a, ß, y die Winkel des Dreiecks be- 
zeichnen. 







Coord.vonJf 1;1:1 1 ~'-l^ß-zk^ «'«« ^ "Q P = •«? 


co.«:CO.p.^: 


Coord.TonJB CO8a!CO8p:C0By | 1:1:1 IuhSk: linSpiNnSr 


co.'«:CO.V = '* 



in!f.iD2,| 
1 1 [ 
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30. Man bilde die Gleichung der unendlich fernen Geraden, wenn 
der Einheitspunkt eine der vier eben genannten Li^en hat. 
Die Gleicbang der unendlich fernen Geraden ist allgemein 

man findet leicht uachatehendes Keenltat: 

Einheitspnnkt in N: x, sin a -\- x^sin ß -\- x^ainy = 0, 
Einbeitspunkt in M: x, ain2tt -\- x^ sin 2ß -\- x, sin 2y => 0, 
Einheitspunkt in 8: a:, + ar^ + ar, ^ 0, 
Einheitspunkt in ^: x,iga + x^tgß + Xgtgy = 0. 

21. Welche geometrische Bedeutung haben die drei Geraden 

— V^X^ + V^Xt + V,X3 — 0, ViX, — VfX, + VfX^ = 0, 

"1*1 + v^x^ — v^x^ = 0, 
wenn 

ViXi + VgXi + VjaJj ■" 
irgend eine fest gegebene Gerade darstellt? 

Wir brauchen nur eine Gerade zu untersuchen, etwa 

die Bedeutung der anderen ist dann analog. Diese Gerade ist offen- 
bar die vierte Harmonische zu Vz »« und zu dem Geradenpaare 
X, — 0, VgXg -|~ ^9^^! = 0} vobei letztere Gleichung die Verbindungs- 
linie des Schnittpunktes von f , -= und a::, ^ mit der Ecke 
x,'=' x^^O des Coordinatendreiecks darstellt. Man kann also sagen: 
Verbindet mau den Schnittpunkt Q der Seite Ä^Ag oder x, ^ des 
Coordinatendreiecks A^AfA^ und einer Geraden v, ■= mit der Gegen- 
ecke Aj des Dreiecks, so repräsentirt — «,a^ -j- v,3^ -\- v^x^ ^ die 
vierte harmonische Gerade za dem darch Q gebenden Geradenpaare 
A^Ag, QAi^ und za «, — 0. 

Die drei obigen Geraden schneiden also bezw. die Seiten x, •= 0, 
Xf'—O, Xg = des Coordinatendreiecks in Punkten, die auf 

(ij^i + v^x^ + VgXg = 
liegen. 

Wenn man als Gerade v^ ^ die unendlich ferne wählt (V(=j>,), 
ergibt sich: 

22. Die Seiten des dem Coordinatendreieck parallel ein- 
geschriebenen Dreiecks haben die Gleichangen: 

PiXi -[■ PfX, — Pt^ = 0. 
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23. Mao bestimme die Länge l der Normalen, welche rom 
Paukte y auf diejenige Seite des dem Goordiuatendreieck parallel ein- 
geschriebenen Dreiecks gefUllt ist, welche zn fc, = parallel Terlänft. 

Die Gleichung dieser Parallelen ist nach (23): 

&it die Coordinaten Ui dieser Geraden wird 

o(«, «) ^ — ^PiitOnPi + oi,tPt) — ^^uPi', 
daher findet man nach (1) in § 2 

l^ ^. —PiVi +i' tyt +Psy> 
"pi /"xiCp.yi +Ptyt +p,Vt) 
Analoge Werthe ergeben sich fdr die AbstiiDde des Punktes y toh 
den beiden anderen Seiten des parallel eingeschriebenen Dreiecks. 

2i. Die Geraden, welche die auf den Seiten a:, '-^ 0, Xf •= 0, 

2, ^ des Coordinatendreiecks gelegenen Fnsspnnkte A', B", C der 

H5hea dieses Dreiecks verbinden, haben die Gleichungen: 

B'C) — "iaiCi + 1*81«» + »ijs;, = 0, 

CA') Wjja;, — «öji^s + "is^s "= 0, 

A'B') «»„a:, + a)„a:, — ©„a;, -= 0. 

Die Coordinaten der Fussponkte A',B',C' sind nach (11): 

türA') »1 =0, a;, ra^ = ra„:o„, fttr B') «, — 0, a:, : a^ —=<»,, : ci.,, 

fflr C) aCj ■= 0, «1 : a;, — o),! : o)„. 
Hieraus folgen leicht die obigen Gleichungen. 



36. Der Inhalt J eines Dreiecks, dessen Ecken Pi,P^,P^ die 
Coordinaten haben Xi,Xf,Xi; 91,^1,9^; £,,i^, «g, ist gegeben durch 
die Formel 

Pi P. P» ■ A -^ ± («1 Vi '.) 
— ~ PtPpP. ' 

wobei das positive oder negative Vorzeichen zu stehen hat, je nach- 
dem das Dreieck P,PjPg mit dem Coordinatendreieck 1 — 2—3 (-= A) 
gleichstimmig liegt oder nicht, d. h. je nachdem man beim Umlauf 
des Dreiecks PtP^P^ im Sinne P^ — P^~P^ die Fläche des Dreiecki« 
auf derselben Seite hat wie beim Umlauf von A im Sinne 1 — 2 — 3, 
oder nicht. 

Bezogen auf irgend ein rechtwinkliges HilfscoordinatensjrateD 
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seien «', y'; x",y"; 3f",y"' die Coordinateo der Ecken des Dreiecks 
PjPjPg; man hat alsdann fdr den Inhalt J die Gleichung 
lf 1 

y" 1 . 
3^" y" 1 

wobei das positiTe oder negative Yorzeiclien zu setzen ist, je nachdem 
die Seite P^P, zur Seite FiF^ so liegt wie die positife x-Axe zur 
positiven y-Axi, oder umgekehrt'). Zufolge (9) in § 3 bestehen nun 
zwischen den rechtwinkligen und Dreieckscoordinaten der Ecken 
P,,Pa, Pg Beziehungen von der Form: 

a'x' = Ai^i + Pi^j + C,», ß"x" = A,yj + B,y, + Ciy, 

a'y' -= A^Xi + B,xt + C^x^ e"f =■ A^y^ + B,y, + C^y, 

ff' = -liga;! + Bga:, + C^x^ ff" = .^gy, + P,yj -{- Cjyg 

«'"z"' = A^i^ + BiÄj + C,^3 

ff"'y"' tE= j^jÄi + Bj^j + Cj^, 

ff'" = ^^i + .Bg«, + Cjüg, 

wobei die GroBsen jjg, £,, C^ jedenfalls den Coordinaten j^ijPgiPg der 

unendlich fernen Geraden proportional sind. Durch EinfQhmng der 

Dreieckscoordinaten in den Ausdruck fQr J erhält man zufolge des 

Maltiplicationstheorems der Determinanten 

J= ± \^±{ÄJi^C;) -^ ± (a:,t,,^j) : ff'ff"ö"' 

nun sind aber 

:4l ^ ?L ?L ^ ^> 

die rechtwinkligen Coordinaten der Ecken des Coordinatendreiecks A, 
daher A =» + - ^, + (-i^iBjCä): jlgßgCj, wo wieder das positive 
oder negative Vorzeichen gilt, je nachdem die Seiten 12 und 13 des 



1) Wir Betzen die (flbrigeni leicht abioleitende) Formel für J bei reohtwiak- 
ligen Coordinsiten als bekaDnt vorans und bemerken nur noch, dasa eine ähnliche 
VorEeicbenregel wie die obige zaerat, allerdiiigs bei anderer Oelegenbeit, von 
GauBa gegeben sein dürfte in eeiuen „Diaquisitiones generale« circa auperficiee 
vDrvaa", CommentationeB aoc. reg. scient. Ootting. rec, Dd. 6, S. 106, IS27, oder 
OauBb' Werke, hragg. von der kg! Ges. d. Wissensch. zu Göttingen, Bd. 4, S.a26, 
oder in der deutschen, von Heim Wangerin besorgten Ausgabe S. 10 (ÜBtwald'B 
ClasaikcT der ezucten Wisse nsohaften, Nr. G). 
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Dreiecks A so zu einander liegen wie die positive x-Axe zur positiTen 
y-Aze, oder umgekehrt. Es wird folglich 



^■^±ls,y,z,)Ä,B,0, 



und wir können nun sagen, daas hier das positive oder negative Vor- 
zeichen zu stehen hai^ je nachdem die Dreiecke FiP^P^ und A gleich- 
stimmig liegen oder nicht. Mit Hilfe von Ai'.B^iC^ "^Pi'-Pi'Ps er- 
gibt sich sofort die zu beweisende Formel. Man k&nnte an Stelle von 



r^2±l 



und zwar wäre hier rechts yr dasselbe 



Vorzeichen zn ertbeilen, welches PiP^Pg besitzt 



AnwendTing von 8 4 — 6> 

36. Die Gleicbnng einer dem Coordinatendreieck um- 
schriebenen Curve zweiter Ordnung ist von der Form 

OiXiXs + OiXgXi + OgXiXf = 0. 

Die quadratischen Glieder mllesen fehlen, weil die Gleichung er- 
fallt werden mnss sowohl durch ir, -™ a:, = 0, als durch a^ ■- ar^ — 0, 
als durch a:, ^ a^ ■= 0. 

Dualistisch folgt: 

37. Die Gleichung einer dem Coordinatendreiseit eiu- 
gescbriebeneu Corve zweiter Classe ist von der Form 

38. Wie lautet die Gleichung einer dem Coordinatendreieck um- 
scbriebenen Carve zweiter Ordnung, deren Mittelpunkt die Coordinaten 
l/irUtjya beflitzt? 

In f{x, x) ^ 3(a,a^a;, -{- a^x^x, -\- a^XiT^) =- sind die a aus- 
zudrücken durch die y; unter BerQcksichtigung tod 

folgt 
fVt -» 0|(— «iR + <hP, + <hP>), tS, — "j(»iÄ — »ift +^>r>): 

ty, — «.(«1?! + ».p. - «.?.), 
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woraus man erhält 

"Cs ■==' ysiPiVi +ftffj -PiVs), 
mit 9 and ff ala Proportionalitätafactoren. 

29. Wie lautet die Gleichung einer dem Coordinatendreiaeit ein- 
geschriebenen Curre zweiter Clasae, deren Uittelpunkt die Coordinaten 
ViiVitVi besitzt? 

In 9>(w, m) ^ 2(«,«,Wj + OjWgUi -f- «"b"!***) = ^^^^ ^^^ <* *"*■ 
zudrücken dnrch die y; unter Berücksichtigung tou 

folgt 

QVx ■= «»Ps + «sPs, e!/s -= «sP. + «iPs, P^s =■ «iPi + «iPi. 
woraus man erhält 

««i=PiC— PiJi +Pay!. + fty«). ffa«"=p»(Piyi— Ptys+fty»). 

(f«3 •=Ps(Piyi +Pay!i — Psys). 

mit p und tf als Proportionalitätafactoren. 

30. Die Gleichung dei;jenigen Curve zweiter Ordnung, welche 
das Coordinaten drei eck zum Poldreieck hat und deren Mittelpunkt die 
Coordinaten !fi,yg,yg besitzt^ lautet 

Piysys*i' + Pi^sJ/iV +p»yii'a*3* — o. 

Die Gleichung ist nach (50), 8. 33 von der Form 
Oi.a^* + O.S V + flssV = 0; 
andrerseits findet man nach (23), S. 25 fllr die Coordinaten des Mittel- 
punktes j»,:pj:j^ = Oi^y, jrtjjyjio^yä, daher 

<hi-<ht-o»^~piytyt -Piyty^ -Piyiya- 

31. Die Gleichung derjenigen Gurre zweiter Classe, welche das 
Coordinatendreiaeit zum Poldreiseit hat und deren Mittelpunkt die 
Coordinaten ^i, 1/1,^3 besitzt, lautet 

PiPay.Wi' +PsP.!'»V +Pil>»J'««s* — 0. 
Die Gleichung ist von der Form a^u,' + a,Mg* + «jWg* =■ 0; 
andrerseits findet man nach (20), S. 43 yi'-yt'-ys ^ «iPi-fiPi-faPa, 
daher «i :«,:«, = p,p^y^ : p^p^y, : piPiP^. 

32. In welcher Weise wird die Gestalt aller durch drei Punkte 
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A, S, C der Ebene gebenden Curveo zweiter Ordnung durch die La^e 
ibres Mittelpunktes bedingt?^) 

Die Gleicbnng des dem Goordinatendreieck nmecbriebenen Kegel- 
Bcbnitts mit dem Mittelpunkte y ist nach (28) 

oder 

wenn zur AbkQrzang gesetzt wird 

f, = — p,y, +l>,yj + Piy, 
s»= PiVi — PiVi + PiVs 

iy~ PiVi +Pty»—p9ys- 

Man findet nun fOr die Determinante A den Werth 

femer wird 
Fip,p) = 

~(Pt*y,*+pi*yi*+Pi%*—^PiWyi''yt*—^Pi*PsWyi'—^pi'Pa'yt'yi^) 

= P,ryS,t,. 

Die Gurre zerjfällt also, wenn eine der Goordinaten y; gleich Null 
iet, d. h. wenn der Mittelpunkt y auf einer Seite des Dreiecks ASC 
* liegt; man Gieht leicht, dass alsdann der Eegelscbnitt aus dieser Seite 
und der Terbindungslinie von y mit der gegenüberHegeoden Ecke be- 
steht. Kdckt y in eine der Ecken A, B, C, so zerfällt der E^elschnitt 
in die zwei, in der betr. Ecke sich schneidenden Seiten von ASC. 
Die Discriminante verschwindet auch noch, wenn r, oder s^ oder ^ 
gleich Null ist, d. h. (zufolge (22)) wenn y auf einer Seite des dem 
Dreieck ABC parallel eingeschriebetien Dreiecks A'B'C liegt; da 
alsdann auch F(p,p)'=(i, so zerfällt der Kegelschnitt in ein Paral- 
lelenpaar, und zwar besteht dasselbe, falls z. B. y auf B'C Megt, aus 
der zu B'C parallelen Seite BC des Dreiecke und einer durch di« 
gegenüberliegende Ecke A gezogenen Parallelen. 

Im Falle J>iyi +l>iy, +Pjyj — ist F(p,p) — 0, A^O, die 
Gurre also eine Parabel. 

Aus dem Vorhergehenden erkennt man, dass bei Aufstellung der 

1) Vgl. Steiner: „Tcoremi relatiTi alle coniohe iüBcriUe e oircoecritte", 
Journal für die reine nud angewandte Mathematik, Bd. SO, S. 08, IBIS, oder Gior- 
nale arcadico di Roma, Bd. 99, S. 147— ISI, oder „GeBammelte Werke", Bd.!, 
S. 839 f. 
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£riterien das parallel emgeschriebene Dreieck Ä'B'C eine wesent- 
liche Rolle spielt 

Setzt man »*,=jPiri, Sy^p^Y^, f^=;'s^3i ^o ^"^ 

nnd 

Jfep) -P,P,P.T,Y,Y,(f,Y, +p,Y,+p,Y.). 
Dieser Ausdruck ist nach (3) positiv oder negativ, je nachdem der 
Punkt Y in Bezug auf das durch die Geraden 7, = (i = 1, 2, 3) 
gebildete, dem gegebenen Dreieck ABC parallel eingeschriebene Drei- 
eck A'B'C trigonal oder tetragonal gelten isL Mit Rücksicht auf 
die in § 6 gegebenen Kriterien der Kegelschnitte folgt also: 

Der umschriebene Kegelschnitt ist eine Ellipse, wenn der Mittel- 
punkt in Bezug auf das dem gegebenen Dreieck parallel eingeschriebene 
Dreieck trigonal und im Endlichen liegt; bei tetragonaler Lage im 
Endlichen ist der Kegelschnitt eine Hyperbel. 

33. Man behandele dieselbe Fri^e wie in (32) für CiuTen zweiter 
Classe, die einem Dreieck ABC eingeBcbriebeD sind^). 

Die Gleichung dieser Gurren wird nach (29) folgende: 

2 qB(u, u) =ft(— Piffi +i>,y»+i'sys)«i«i + j^iCp.yt- ftj/a H-ftyjM»"! 
+ft(piyi + PiVi — i'»ys)«i»^ = 0- 

Bei analoger Behandlung dieser Gleichung wie zuvor gelangt man 
im wesentlichen zxx denselben Kriterien wie bei (32), nur treten an 
Stelle der Farallelenpaare natürlich Puuktepaare, und [ein weiterer 
Unterschied ist dadurch veranlasst, dass bei dem Werthe der Discri- 
minante der Factor y^y^y^ fehlt, so dass statt der früheren sich im 
Endlichen sclmeideuden Geradenpaare niiumehr Hyperbeln auftreten, 
welche diejenige Seite des gegebenen Dreiecks ABC zur Asymptote 
haben, äuf der der Mittelpunkt y liegt. 

34. Man behandele dieselbe Frage wie in (32) und (33) für 
Curven zweiter Ordnung, die das Dreieck ABC (Coordinatendreieck) 
zum Poldreieck haben. ' 

Die Gleichung dieser Cnrveu ist nach (30): 

hier ist 

-^ = piPii>»yi*yiW> Fi^>p) '= PiP%Psyiy%yi{Piyx +Pty% -^-PiV^, 

also folgt wieder mit Rücksicht auf (3); Sobald der Mittelpunkt y in 

1) Steiner a. a. 0., im Jotumal fttr die reine und angewandte Mathematik 
Bd. 80, S. 97, in den „QeBammelten Werken" Bd. 2, 8. 3S9. 
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eine Seite des CoordinatendreieckB rOckt, reprasentirt die Gleichung 
der CuFve diese Seite doppelt zählend ; der Kegelschnitt ist eine EUipae 
oder Hyperbel, je nachdem y in Bezug auf das Dreieck ABC trigonal 
oder tetragonal liegt. Hierbei ist jedoch zu bemerken, dass einem im 
Inneren des Dreiecks gelegenen Mittelpunkte Oberhaupt kein reeller 
Kegelschnitt zugehört. Denn nimmt man an, dass der Einheitspunkt 
z. B. im Inneren des Dreiecks liege, so sind die yt und pi, mithin 
die Coefäcienten von Xi', a^' und Xf* positiv, die Samme dreier 
Quadrate müaste also verschwinden. Die Gurve ist eine Parabel, 
wenn y im Unendlichen li^t, jedoch nicht im unendlich fernen ] 
einer Seite des Dreiecks ABC. 



35. Die Verbindungslinien der Ecken eines Dreiecks mit den auf 
den gegenüberliegenden Seiten gelegenen BerOfarungspunkten eines 
eingeschriebeoen Kegelsphnitta Bchn^iden sich in einem und demselben 
Punkte. 

Das Dreieck wird als Coordinateudreieck gewählt; die Gleichung 
des Kegelschnitts ist dann von der Form 

9)(«, m) = a,M,«, + ajttg«, + ai,M,M» = 0. 
Aus 

«,ip(u, h) = (a,u, + «i«|)(a,tti + «,«,) - o,«,«,', 

geht hervor, dasa ^ -j- ^ = und ^ + !it- = o die Berfihrungs- 
punkte des Kegelschnitts mit den Seiten x, ■= 0, resp. x^^O dar- 
stellen; analog ist — + — =0 der Berabmngspankt mit ar, ^ 0. 
£b repi^entirt nun !^ -|- !^ -f- ^ .^ einen Punkt, welcher auf der 
Verbindungslinie irgend eines der drei eben genannten BerOhnings- 
punkte mit der gegen Oberliegenden Ecke li^, also gehen diese drei 
Geraden durch jenen Punkt 
Dualistisch folgt: 

36. Die Schnittpunkte der Seiten eines Dreiecks mit den duich 
die gegenOberliegende Ecke gezogenen Tangenteu eines umscbriebeneD 
Kegelschnitts liegen in einer und derselben Geraden. 

Auch die Umkehrung von (36) ist giltig, nämlich: 

87. Die Verbindungslinien irgend eines Punktes mit den Ecken 
eines Dreiecks schneiden die gegenGberliegenden Seiten in drei Punkten, 
welche die Berflhrungspunkte eines dem Dreieck eingeschriebenen 
Kegelachnitts bilden. 
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Sind f/i (] = 1, 2, 3) die Coordinaten des gegebenen Punktes, so 
haben die auf den Seiten x^^O, x^^^O, x, >- gelegenen eben er- 
wähnten Sclinittptmkte hezw. die Gleichungen 

andrerseits berQhrt der dem Dreieck eingescfariebene Kegelschnitt 
"ifi^s + c'ii's"! + «gUiU, <=> z. B. die Seite x, — im Punkte 
— + ■= 0, welcher mit y,«j + yfUg = identisch wird, sobald man 

mit Xi'^O and a^ °= 0. Der betreffende eingeschriebene Kegelschnitt 
hat daher die Gleichung ?^^ + !^i^ + !^l^ = 0. 
Ebenso gilt die Umkehrung von (36): 

38. Die Verbindungslinien der Ecken eines Dreiecks mit den auf 
den gegenäberliegenden Seiten gelegenen Schnittpunkten irgend einer 
Geraden sind Tangenten eines dem Dreieck umschriebenen Kegelschnitts. 

Aus (37) folgt mit Rficksicht auf (15) sofort: 

39. Die Gleichung desjenigen Kegelschnitts, der die Seiten eines 
Dreiecks in ihren Mittelpunkten ber&hrt^ ist 

eine reelle Ellipse. 

40. Verbindet man einen Punkt P mit den Ekken eines Dreiecks 
and construirt man in jeder Ecke zn den zwei anliegenden Seiten and 
zu der eben genannten Verbindangslinie den vierten harmonischen 
Strahl, so schneiden diese Strahlen die Gegenseiten des Dreiecks in 
drei Funkten, die auf einer und derselben Geraden, der sogenannten 
Harmonieale des Punktes P in Bezug auf das gegebene Dreieck, 
liegen. 

Für j/( als Coordinaten des gegebenen Punktes P sind die Glei- 
changen der vierten harmonischen Strahlen 

%«! + y»«! — 0» y»*i + yi^^a = O, y,T, + y, a:, = 0, 

und diese schneiden die Gegenseiten in den Punkten y^u^ — y^u, = 0, 

y,«, — ygM, "" 0, y,«] — y,H, = 0, welche, wie leicht ersichtlich, auf 

der Geraden -i + -^ -4- -i — liegen. Dieselbe heisst die lineare oder 
y. yi ^ ». ** 

gerade Polare des Punktes y in Bezug auf das als aasartende Curve 
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dritter Ordnung betrachtete Dreieck x^x^x^ = 0'). Man versteht näm- 
lich unter der geraden Polare eines Punktes y in Bezug auf eine be- 
liebige Curve »*^ Ordnung /"(a:,, x^, z^ ■= die Gerade mit der Glei- 
chung «i(g7^)+%(|^) + '^»tfi,) = *'' '^°''^' "* '^'* Differential- 
quotienten (-J-\ an Stelle von Xi die Coordinaten yi des gegebenen 

Punktes zu aubstituiren sind. Analog ist die konische Polare oder der 
Polarkegelschnitt von y in Bezug auf eine Gurre /"(a;,, %, a^) ^ ge- 

geben durch die Gleichung ^ ^ i' dx ' dx t *'** ~ ^' ^"'•^^ wieder 

in {■- — 1—\ die Xi durch die Coordinaten yt des gegebenen Punktes 

zu ersetzen sind*). In Äufg. (42) wird die konische Polare von y 
in Bezug auf x^x^x^ = auftreten. 

Es ist leicht zu sehen, wie der obigen geraden Polare 

^i- + ^ + ?ä. == 

y> Vt y. 

auch umgekehrt der Punkt P entspricht, wie also allgemein zu jeder 
Geraden », =■ ein Punkt ^ -|- ^ -|- ^- ^ construirt werden kann. 

41. Wie lautet der dem Satze (40) dualistisch zugehSrige? 

4S. Die Yerbindungslinien eines Punktes y mit den Ecken eines 
Dreiecks ABC schneiden die Seiten des Dreiecks in drei Punkten 
A^,By,Ci\ man beweise, dass die Verbindungslinien BiCitC^A^, A^B^ 
dieser Punkte die Seiten BC, CA, AB in Punkten treffen, die auf der 
in (40) behandelten geraden Polare des Punktes y liegen. Man zeige 
femer, dass die Yerbindungslinien der Ecken des Dreiecks mit dea 
auf den Gegenseiten gelegenen Schnittpunkten der geraden Polare 
Tangenten der (dem Dreieck umschriebenen) konischen Polare des 
Punktes y sind iu Bezug auf das als ausartende Curve dritter Ordnung 
betrachtete Dreieck. 

Für die Verbindungslinien B^C^, C^A^^, A,B, findet man leicht die 
Gleichungen 

_^j_^j_^=0, ^—^ + ^'==0, ^ + ?'- — *i_=0; 

»1 Vi y. tf, Vt V, Vi y> ». 

diese Geraden schneiden die Seiten BC, CA, AB des Dreiecks resp. in 

1) Vgl Cajley „Sar qaelqnea tbäorömes de la gdomdtrie de poütioD", 
Journal fSr die reine and angewandte Mathematik, Bd. 34, S. 375, 1847. 

2) Tgl. anoh die Fnaanote eu S. 2!. 
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denselben Pnnkteo y^u^ — %"> = 0, yiU^ — yj«8="0, ffi»! — yi"s"=0, 
welche schon in (40) Torkamen und auf der geraden Polare 
a^ , ^ _l_ X, __ Q 

Vi s% y» 
liegen. Die Verbindungslinien dieser Punkte mit den gegenOberliegen- 
den Ecken des Dreiecks sind noch (38) Tangenten eines dem Dreieck 
umschriebenen Kegelsdmitts ifiX^Xg -{- jf^x^Xi -\- y^XiX^^ 0, der die 
konische Polare von y in Bezug auf x^XjXg «= darstellt*). 

43. Verbindet man die Punktepaare, in denen ein beliebiger 
Eegelachnitt die Seiten eines Dreiecks schneidet, mit den gegenfiber- 
liegenden Ecken, so sind diese drei Paare Verbindungslinien Tangenten 
eines zweiten Kegelschnitts'). 

Für dasjen^e Geradenpaar, welches die aaf der Seite v, ^ des 
Coordinatendreiecks gelegenen Punkte des gegebenen Eegelschaitts 

^ y* OiiiXiXt == mit der gegenüberliegenden Ecke verbindet, ergibt 

sich unmittelbar die Gleichung On^ -{- ^f^n^t'^ -¥ «vt^t ^ ^\ ^^^ 
die zwei anderen Paare analoger Verbindungslinien erhält man 
«11«,' + 2a^^XiXf + «hs^* "=" "^^ f^u^ + ^Oija^ia:, + «m^' = 0. 
Diese drei Geradenpaare sollen Tangenten einer und derselben Gurve 

zweiter Classe ^j xr fr**"*«* = sein. Das Tom Punkte «, ^ an 

diese Curre gezogene Tangentenpaar hat nun nach (27), S. 45 und 
dualistisch zu (54), S. 34 die Gleichung h^x^ — 3^,2^Xg + ^i*s* "= 0» 
es milsaten also die Kelationen bestehen &js -° (iOki ^'='~(f'ht} 
h„ -^ IfOfSi ^ denen (f einen Proportionaliiätsfactor bedentet. Die 
zwei anderen Tangentenpaare liefern ausserdem die Beziehungen 
6jj ■»■ ffOii, 6i, ^ — *'*i!f *ii "" *%s ""Dd frii ^ *ÖMi Aa ■■ — '^"k» 
&g, •= TOn (ff und T Proportionalitätsfactoren), und es folgt nun sofort 
^:(r:r ^ ajjia,,:«!^, so dass man die Gleichung des gesuchten Kegel- 
schnitts in der Gestalt erhält 

— 2«„a„«i«j = 0. 
Ebenso gilt der dualistisch entsprechende Satz: 

1) Vgl. anch hier die oben dliirte Abhandlnog von Cayle;, S. 27fi, aowia 
SohcQter: „üeber perepectiTiach liegende Dreiecke", Math. Annalen, Bd. 8, 
8. 663, 1S70. 

S) TgL Heaae „Satz bdb der Lehre von den Kegelacbnitten", Journal fflr 
die reine and ongawandte Mathematik, Bd. 66, S. SM, 1866. 

Onudtltlllg«!, ToilHBDgaD. IT 



Digilizodby Google 



258 Aikhang EQ S 4-0- Nr. 41— 17. 

44, Legt man tob den Ecken eines Dreiecks die Tangentsn an 
einen Eegelscluiitt} so schneiden diese die Gegenseiten in drei Pnnkte- 
paaren eines zweiten Kegelschnitts. 

45. Man heweise nachstehenden von Steiner ohne Beweis mit- 
getheilten Satz'): 

„Zieht man aus den Ecken a, b, c eines gegebenen Dreiecks dnrch 
einen in seiner Ebene liegenden unbestimmten Punkt p Strahlen, 
welche die Gegenseiten beziehlich in den Punkten ai,b„Ci treffen, and 
verlangt, es soll das Prodact ap-bp-cp—pa^-phi-pci sein, so ist 
der Ort des Pmiktes p diejenige dem Dreieck ahe nmschriebene Ellipse, 
welche den Schwerpunkt desselben znm Mittelpunkt hat" 

In -^ • -~ • -^ = 1 kann der Quotient — ^ aufgefasst werden 
als das Doppelverhältniss des Punktepaares a, a, zu dem aus p und 
dem unendlich fernen Punkte P„ der Geraden aoi bestehenden Pankte- 
poar; dasselbe DoppelTerhältniss besitzen die Strahlen ba, boj, bp, hP^. 
Sind STif^itJ/s die Goordinaten des Punktes p, bezogen auf das vor- 
gelegte Dreieck als Goordinatendreieck, so ist y,x, — y,Xg ^ die 
Gleichung der Geraden aa^, daher bat &f. als Parallele zu aOf eine 
Gleichung von der Form y,a^ — Si^» + ^(Pi*i +^3^» +i'i^B) ■" 0, 
wobei man X dadurch bestimmt, dass diese Gerade durch die Ecke 6 
des Dreiecks gehen soll. Man findet A^ — Vt-Pt *^^ erhält so als 
Gleichung von &JP_ die folgende: Pit/j«! + (ftVi -hPaVt)'^ ■= 0; die 
Gleichungen .von ba, ba^ und bp sind bezw. x, » 0, ar, — ■ und 
y,«! — yi^s = 0, so dass sich fOr dos gesachte DoppelTerhältniss der 
Werth ei^bt: 

.2£. _ _ y»y» + p»y' _ _ ^^"^1^1 . 

Analoge Aasdrdcke erhält man ftlr — ^ und -~, daher unterliegen 
die Goordinaten yt der Bedingung 

0»» — PivOCp* — p»yi)ip, - PtVi) — —PiVi -ftyi -fty». 

worana bei AnsfOhrung der Multiplication der Klammem folgt 

/■(y, y) = ARysy» 4- piPiv^Vi + p^PtViVi — 0. 

Offenbar stellt diese Gleichung eine dem Dreieck umschriebene 
Gnrve zweiter Ordnung dar, und zwar eine Ellipse, «eil F(p,p) pontJT 
ist. •Für ihren Mittelpunkt i) findet man die Goordinaten 

1) „Lehrefttw". Jonnial fOr die reine nod angewandte Hatlieinatik, Bd. 46, 
S. 177, 1861, oder auch „Geaammelte Werke", Bd. I, S. 181. 
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die nach (15) auch dem Schwerpunkt des Dreiecks angehöreo. Nach 
(43) ist diese Ellipse die konische Polare des Schwerpnnktes in Bezug 
aaf XiXjX^ ^ 0. 

46, Die Berührungspunkte der beiden TangenteD, die vom Funkte y 
an den Kegelschnitt f(x, x) =• gelegt werden kdnnen, sind gegehen 
durch die Gleichung A(j/iVi -{- y^v, + y^v^)* ~ f(^, y) • F(v, v) ^ 0. 

Soll eine Gerade v, = durch irgend eiaen ron zwei Funkten 
des Kegelschnitts f{x^x) — Q gehen, deren Tangenten sich in einem 
Punkte y schneiden, so besteht zwischen den Coordinaten Vi der 
Geraden und den Coordinaten yi des Punktes nach (25), S. 45 die 
Relation Av^* — F(y, v) f(y, y) ■>= 0. Nimmt man die v« als gegeben 
au, so stellt diese Gleichung in rariabelen Pnnktcoordiuaten das Tan- 
gentenpaar dar, welches in den Schnittpunkten der Gurre f{x, is) = 
und der Geraden v, ^ gezogen werden kann. Nimmt man die y« 
als gegeben an, so stellt analog dieselbe Gleichung in variabeleii 
Liniencoordinaten Vi das Paar ron Beruh rungspunkten der beiden 
Tangenten dar, die vom Punkte y an den Kegelschnitt f(x, x) => 
gel^t werden k5nnen^). 

Folgt auch so: Die Berflhrnngspunkte sind die Schnittpunkte der 
Gurve mit der Polare f{x, y) — 0; daher hat man in der Gleichung 
( ) des Schnittpunktepaares Ton u. ^ mit f{x, x) ^ die Ui zu 
ersetzen durch y /"((/(}• Subtrahirt man in der Determinante ( l 
die mit jj, y,, y, multiplicirten ersten drei Keihen von den die -^ f'dft) 
enthaltenden Reihen, so erhält man sofort für die Determinante den 
Ausdruck jly,' + f(l/, y) • („/"O oder also jly,* —/■(y,y)'J'(tt, ij) = 0. 

Dualistisch folgt: 

47. Die beiden Tangenten, die in den Schnittpunkten einer Ge- 
raden V und eines Kegelschnitts 9>(u, u) = gezogen werden kSnnen, 
sind gegeben durch die Gleichung 

A("i^i + fi^ + "s^j)' — ?'(«'. f) ■ *(*, *) " 0- 

1) Sine analoge Oleichang tritt auch bei Carvea n*" Ordnimg auf; vgl. 
speciell fOr Cnrran drittel Ordnong die Abhandlung von Henn Qandelfiageii 
„Ueber geometriiche Dentong algebraiMlier Formen, die in der Theorie der Cnrven 
dritter Ordnong anftreten". Math. Annalen, Bd. 8, S. HS, Zeile 11, 1ST4. 

n* 



Digilizodby Google 



260 Anhang ta $ 1—6. Nr. 46—61. 

48. Es sei f(x, x) -=0 die Gleichung einer Curve zweiter Ord- 

8 S 

nung, g(x, x) ^ ^ X, cuXiXt — diejenige ii^ettd eines Tangenten- 

paares der Curve; man leite die Gleichung der beiden Berühmngs- 
punkte ab. 

Der Pankt y, von welchem aus die beiden Tangenten gezogen 
sind, hat nach S. 28 f. Coordinaten, die sich ergeben ans fft/it/t = Qk, 
wobei (> einen Praportionalitätsfactor nnd Ga die Unterdeterminant« 
des Elementes Cn in der Determinante von ii{x, x) bezeichnet. Diese 
Werthe der ytjfk sind in die in (46) abgeleitete Gleichnng des Paares 
der BerQhrungspnnkte einzusetzen, wodurch man erhält 
AG(v, v) — ia, C]F{v, v) -= 0; 

hierbei ist Gf(y, v) ^x^j xf GnViVi und 

[a, C] = o„C,i + 2a,,C„ + "nCi, + 2fl„Ci, + ^a^C^ + a^C^. 
Dualistisch folgt: 

49. Ist ip(u, m) ^ ^i ^ aitUiUi ^ die Gleichung einer Gurre 

» I 
zweiter Claese, ^(«, h) ^^ ^ }'itWiW» ■= diejenige irgend eines 

Pnnktepaares auf derselben, so ist das Paar der Tangenten, das in diesen 
Punkten gezogen werden kann, gegeben durch 

ATC«, x) — [tt, r]<t>(a;, x) =- 0. 

Die hier angewandte Bezeich nuDgs weise bedarf wohl keiner 
näheren Erläuterung. 

Ans (48) folgt leicht: 

60. Ist <p(u, «) ^^ ^J «(!«(«* — die Gleichung einer Cnrve 

zweiter Classe, g(x, x) ^ ^f ^* CuXiX^ =■ diejenige irgend eines 

Tangentenpaares deraelboo, so stellt fi^G(v, v) — [A, C] tp(v, v) <= das 
Paar der Berührungspunkte dar. 
Aus (49) folgt ebenso: 

51. Ist f{x, x) =- die Gleichung einer Curve zweiter Ordnuof^ 
♦(«, m) e^^; ^ y,-t«>M* ^ diejenige irgend eines Ponktepaares auf 
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Gerftdeupftar durch die Endpimkte einer Sehne. 261 

derselben, ho stellt ÄV(jc, x) — [.4, Tj f(x, x)-=0 das zugehörige 
TangeoteDpaar dar. 

5S. Man stelle die Bediogung auf, unter der von dem 
Schnittpunkte y zweier Geraden Uj, ■<= 0, Vi °» an den Kegel- 
schnitt /"(a;, x) <= reelle oder imaginäre Tangenten gezogen 
werden kSnneti. 

Die Tangenten aind reell oder imaginär, je nachdem in dem 
Strahl enbüschel Va -}' ^"i ''^ ^ Strahlen vorbanden aind, die der Glei- 
chung des Kegelschnitts in Liniencoordinaten genügen oder nicht. Es 
hängt also die Entscheidung ab von der Kealität der Wurzeln der 
Gleichung F(v^ -f- i«,, r^ -f lu^, Ug -f iiig) =- oder 
F{v, v) -f 2AF(v, tt) + X^F{u, m) = 0; 
dieselben sind reell oder imaginSr, je nachdem 

F(it, u)F(v, v) — F*(u, v) < oder > 0. 
Bei EinfQhrung der Coordinaten ^j des Schnittpunktes der Geraden 
«j ^ und Vi — kann man die linke Seite dieser Ungleichung 
auch ersetzen durch Af{y,y). Beide Tangenten fallen zusammen, 
wenn f(if,y) = 0, d. h. der Punkt y auf der Gurve selbst liegt, oder 
wenn .4 — > 0, d. h. der Kegelschnitt aus einem Geradenpaare besteht. 

53. Die Gleichung des Geradeopaares, das von einem beliebigen 
Punkte y nach den Schnittpunkten des Kegelschnitts ffx, x) = mit 
einer Geraden u. <= gezogen werden kann, lautet 

V • fti, x) - 2v.u,f(_x, )) + fdi, y)».' - 0. 

Han hat den Parameter i. zu eliminiren aus den beiden Glei- 
chungen f(x, x) + 2lf(x, y) -f AY(y, y) = und «^ + A«, = 0, wo- 
durch sich obige Gleichung ergibt. 

Liegt insbesondere der Punkt y auf der Curre selbst, so hat man 
einfacher %/"(«, x) — 2uxf{x, y) = 0. 

64. Der zu der Richtung der Geraden v, °* conjagirte Durch- 
messer des Kegelschnitte f{x, x) •= hat die Gleichung 



Der gesuchte Durchmesser ist die Polare des unendlich fernen 
Punktes von v, => 0, hat demnach die Gleichung 



2'+(''.!>.i'"fc))-»- 

)urcbmes8er ist die Polare 
', hat demnach die Gleichung 

t/"(»i)c».i'.-».p.)+ |r (=t,)(»,!>, -•■,ft)+,4r(«.){.,i>,-«',ft)-o. 
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55. Die Gleichung fElr den Mittelpunkt derjenigen Sehne, welebe 
durch die Schnittpunkte des Kegelschnitts f{x, x) -» mit der Qtndea 
V. >s bestimmt ist, lautet ( ) = 0. 

Der gesuchte Mittelpunkt ist der Schnittpunkt von v,=Q mit 
dem zu der Richtung von tr, ^ conjagirten Borchmeaser, der nach 
(54) gegeben ist durch ^^ i ("i Ä Y fi^j ■" 0- Denkt man aich 
diese Gleichung geordnet nach x^yX^^x^, so ist leicht bu sehen, dass 
dieser Schnittpunkt in den Tei^derlichen Liniencoordinaten % die 
Gleichung hat (" ^ =0. 

56. Die Gleichung des zu der Geraden v* ■» parallelen Tan- 
geutenpaares des Kegelschnitts f{z,x)^0 aufzustellen. 

Das Tangentenpaar ist vom unendlich fernen Punkt der Geraden 
Vi ^ an den Kegelschnitt gezogen; dieser Punkt hat die Coordinaten 
Pi- yt-Ua" iPt^a — Pa^%) ■ iPa^i — Pt%) ' (Pi^t — Pt^i)i welche nach 
S. 21 in f(x, x) • f(y, y) — f (x, y)=^0 zn substituiren sind. Man findet: 

Diese Gleichung kann noch in eine andere Gestalt gehradit 
werden dorch Anwendung der Formel (32), S. 27; 

n',')f(y,s)-r(.',y)-fi»,u), 

wenn u, •^ x^y^ — x^y^, etc. In unserem Falle wird Ui-=j)tV« — v,]!., 
80 dasa sich die Gleichung des Tsngentenpaares rerwandelt in 

Fi^,PW + ^i-^, v)P'' — 2^Cp, v)p,v, — 0. 

Aus dieser Formel erkennt man auch, dass im Falle der Parabel 

(F(jp, ji) •» 0) die eine Tangente mit der unendlich feinen Geraden 

zusammenfallt, während die andere gegeben ist dorch ^ 

F{v, v)-p,— 2 F(j?, »)■».= 0. 

67. Ist f(x, x)^0 die Gleichung eines Geradenpa&res (A » 0), 
so sind die beiden Greraden einzeln dargestellt durch 

wobei die y^ und uj völlig willkürliche Werthe besitzen, die nur nieht 
den Coordinaten eines auf dem Geradenpaare liegenden Ponkbes, betw. 
einer durch die Spitze gehenden Geraden proportional sein dQrfen. 



Digilizodby Google 



BeBtimmang der QeÄdeä reip. Pnnhte eines anuTtendeii EegelBchnitta. 263 

Es ist f(if, x) ^ die Polare einea beliebigen PunktieB y m Bezug 
auf das GeradeDpaar f{x, x) •« 0; auf dieser Polare wählen wir eineD 
willkürlichen Punkt e, der aus der Polare ausgeacbnitten werde durch 
eine Gerade u. ■*- 0. Die Verbindupgslinien der Spitze des Geraden- 
paares mit den beiden Punkten y und e sind alsdann bezw. f(e, x) = 
und /"(y, x) = 0, wobei statt f(e, x) •= auch gesetzt werden kann 

e, und 0^ haben analoge Werthe. Zu dieseu Verbind ungelinien liegen 
die Geraden f(x, x) ■= harmonisch, sie mftssen demnach einzeln 
Gleicbongeu haben Ton der Form 

+»/■(», z) + i_^ ± (/-tejrw«,) - 0, 

wobei l 80 zu bestimmen ist, dasa der Punkt mit den Coordinaten 
lyi + ^1. C' ~ li 2, S), auf f{x, a:) — liegt, d. h. man hat l zu be- 
stimmen aus X'fiy, y) + 2if(j/, e) + f{e, e) ='0. Nun ist f(j/, g) ~ 0, 
f{e,e) wird f{y,y)F{u,H) — j1m„*, also gleich f(y,y)- F(a,u), da 
A^O; man hat daher f(jf, y) 1 1' + F(tt, «) } = oder' X — y—F{u,u) . 
Dualistisch folgt: 

68. Ist ip(u,u) = die Gleichung eines Punktepaares, so sind 
die beiden Punkte einzeln dargestellt dureh 

wobei die Vi und Xi analogen Einschränkungen nnterliegeu wie die yi 
und ui in (67), Obrigens aber v&llig willkürliche Zahlen bedeuten. 

69. Das Prodnct ans den senkrechten Entfernungen eines be- 
liebigen Punktes eines Kegelschnitts ron den beiden Asymptoten ist 
conatant 

Für p,Ä, — 0, ala Gleichung der beiden Asymptoten, iat /"(a;,«) — 
nach (26), S. 45 Ton der Form g^K + j, «1 ^** '^ ^> '^**'er 
a,K J_ Ä 

Die linke Seite dieser Gleichung ist nach (1), 8. 9 das Product der 
Abstände des Ourvenpunktes x von den beiden Asymptoten, die rechte 
Seite eine Constante, — Der Satz kann auch mit Hilfe von (9) oder 
(10), S. 49 bewiesen werden, da ans xy -= const. noch , 
xsmw y sin w = const. 
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folgt, wobei w den Winkel der beiden Asymptoten bezeichnet; x änw 
und y äntv sind ftber die oben erwähnten senkrechten Entfemongen'). 



60. Zieht man durch einen beliebigen Punkt P der Ebene eine 
Parallele zu einer Asymptote der Hyperbel, ho wird das Stfick der 
Parallelen, welches zwischen ihrem Schnittpunkte Q mit der Polart 
Ton P und dem Punkte P selbst li^^ von der Hyperbel halbirt 

Die Punkte P, Q bilden ein Paar conjngirter Pole in Being auf 
die Corre; da der eine' Schnittpunkt der Geraden PQ und der Gurre 
im unendlichen li^f^ muss der andere die Strecke PQ halbiren. 

Aus gleichem Grunde gilt bei der Parabel der Satz: 

61. Zieht man durch einen beliebigen Ponkt P der Ebene eine 
Parallele zur Axe der Parabel^), so wird das StDck dieser Geraden, 
welches zwischen ihrem . Schnittpunkte mit der Polare von P und dem 
Punkte P selbst liegt, von der Parabel halbirt. 

63, Die Polare eines Punktes P in Bezug auf einen Kegelschnitt 
ist parallel zu dem coujugirten Durchmesser desjenigen DarchmeBsera D, 
auf welchem P gelegen ist 

Denn wenn P den Durchmesser D durchläuft, dreht sich die su- 
geh5rige Polare nm dessen Pol; derselbe liegt aber im ünendlicheB, 
so dass also die einralnen Polaren, zu denen auch der conjngirte 
Durchmesser gehört, einander parallel sind. 

63. Zieht man von einem Punkte P die zwei Tangenten an einen 
Kegelschnitt, so geht derjenige Durchmesser D, auf welchem P Ue^ 
durch den Halbirnngsponkt S der Berflhrungssebne MN. 

Folgt mit Hilfe von (62), denn Jlf^ gehört demjenigen Sehnen- 
syatem an, zu welchem D conjagirt ist, d. b. der Durchmesser D 
halbirt die Sehne MN. 

Ebenso leicht folgt: 



1) Ea l&sst neb leicht leigen (imter RückBicht aaf 8. 64), das* daa coiutut« 

Ptodnoi den Werth beritrt — — , wobei lin' w — - 7- ;, 

Fl.p,p)y-izF(p,p) 1+cot'K 

auf Qnmd von (S), S. lll berechnet weiden kann. Bei EinflUinuig der UogtD 
a und b der halben Azen findet man im Falle einer Hjperbel die Canatante gl^ 

, ■ -, , wobei a und b die aof S. 110 f. angegebene Bedentnog für die Bypobd 
bentun. Vgl. oacb (US). 

3) Zur Definition der Aze der Parabel vgl S. lOS. 
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64. Zieht man von eioem Punkte F die zwei Tangenten an einen 
Kegelschnitt, so geht die Verbindungelinie von JP mit dem Halbinuiga- 
pnnkte der Berahrungsaehtie durch den Mittelpunkt der Gurre. 

Denn diese Terbindungalinie ist die Polare des auf der Berfih- 
niDgssehne unendlich weit gelegenen Punktes. 

65. Bei jeder gleichseitigen H7perbel*) werden die Winkel zwischen 
zwei conjugirten DuichmeBaern durch die Aaymptoten halbiri 

Nach (24), 8. 45 liegen die einzelnen Paare conjugirter Durch- 
mesaer harmonisch zum Asymptoten paar; da das letztere bei der gleich- 
seitigen Hyperbel aus zwei zu einander normalen Geraden beateht, 
halbiren diese Geraden die Winkel zweier conjugirten Dnrchmeaaer. 

66. Es seien zwei Kegelschnitte, die das Coordinatendreieck zum 
Poldreieck haben, gegeben durch ihre Gleichungen 

f^a^Xi* 4" Ol*»' + o»3;,* — und g ^ 61*1* + h^t* + ^^x* ■= 0- 

Unter welcher Bedingung wird der erate Kegelschnitt von denjenigen 
Polaren nmhfillt, welche den Punkten des eraten in Bezug auf den 
zweiten Kegelschnitt zugeh5ren? 

Die Polare eines auf /'=0 gelegenen Punktes Xj^,x^,x^ hat mit 
Bezug auf ff ~ die Gleichung bjXiX^ + b^x^X^ + K^X^ =■ 0; sie 
hat daher die Coordinaten u« — b/Xt (1 = 1, 2, ä). Hieraus folgt 
Xit-ttiibi und durch Substitution ia f=0 erhalt man 

^' + 6.« +^r - 

Diese Gleichung stellt in Liniencoordinaten den Kegelschnitt f dar, 
falls Oi:6,* proportional ist zu liai, d. h. wenn fli*:aj':a3'=>&,*: V" V 
oder 61 : t, : 6, = + a, : 4; Os : + Oj. 
Jeder der vier Kegelschnitte 

OiX,' + Ot^i» + OjV = 
— a,»!* + OjÄj* + a^Xg' '=' 

OiXj* -\- a^Xi* — OfXi* =- 
hat daher die Eigenschaft, dass er selbst wieder entsteht, wenn man 
seine „reciproke Polare" in Bezug auf einen der drei fibrigen nimmt. 
Man erkennt leicht, dass einer der vier Kegelschnitte imaginSr sein muss. 



1) Zni Definition der gleiobMitigen Hyperbel vgl. 8. 111, 
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Anwendung von g 7 — 8. 

67. Jeder Kegelschnitt, der durch die iuiagioären Kreis- 
punkte geht, ist ein Kreis. 

Nach (43), S. 84 ist die Oleichung eines solchen Kegelschnitts in 
Liniencoordinaten jedenf&lls von der Form 

m(u, «) — A(s(,tii + y^*^ + y^u^y — 0, 
wobei a)(u, u) = die Gleichung des imaginSren Ereispunktepaares, 
yi"i + !/»"> + y*"» "" diejenige des Pols der unendlich fernen Ge- 
raden, also des Mittelpunktes der Curve darstellt, während A irgend 
einen numerischen GoefScienten bezeichnet. Nach (3), S. 57 ist aber 
ein Ausdruck von der obigen Form die Gleichung eines Kreises. 

Uebrigens kann man zum Beweise des Satzes ebenso gut aus- 
gehen von der Gleichung eines Kegelschnitts in Punktcoordinaten. 

68. Ist £"=^0 die Gleichung eines Kreises in Punktcoordinaten, 
so stellt auch K' ^ xK — f^px^x ^ ^ einen Kreis dar, wobei x und l 
willkflrliche Parameter sind, während p^^^O die Gleichung der un- 
endlich fernen, ix'^0 diejenige einer beliebigen Geraden ist. 

Denn die Schnittpunkte der unendlich fernen Geraden mit K' =0 
sind dieselben wie diejenigen mit K=aO, nämlich die imaginären 
Kreispunkte; nach (67) ist daher auch der Kegelschnitt £' — ein 
Kreis. Für x ^^ zerfällt derselbe in die Gerade q^^O und die un- 
endlich ferne Gerade, wodurch die in der Fussnote zu 8. 59 erwähnte 
Ausartung entsteht. 

Uebrigens kann jeder Kreis hei willkQrlicher Wahl Ton K in der 
Form £' ^ dargestellt werden, da das VerbÜtnias x : X und die 
Gerade q so bestimmt werden können, dass der Kreis durch drei be- 
liebig gegebene Punkte geht. 

69. Sind £, -= und f, -= die Gleichungen zweier Kreise in 
Punktcoordinaten, so stellt auch K^ ^ xK, — KKi'= 0, wobei x und i 
beliebige Parameter bedeuten, einen Kreis dar; derselbe geht offenbar 
durch die Schnittpunkte von fj — > and K^-^O, sein Mittelpunkt 
liegt daher auf der Centrale von E^ and K,. 

70. Die gemeinsame Sehne der beiden Kreise .fg eh£ — j><9a'~0 
und J^ = £ — pgft — {K=^0 Gleichung eines dritten Kreises) hat 
die Gleichung q, — *"i = 0. 

Ein Punkt, dessen Goordinaten die Ausdrücke E^ und K^ zum 
Verschwinden bringen, gehSrt beiden Kreisen au, erfOllt aber auch die 
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Gleichung K^, — jK", ^p^i^a — 9*) ~" 0; ein solcher Punkt liegt dem- 
nach auch entweder auf der unendlich fernen Geraden (imag. Kreis- 
pnnkt) oder auf r, — ?. -^ 0, d. h. diese Gleichung stellt die gemein- 
same Sehne, die sogenannte Radicalaze oder Fotenzlinie der beiden 
Kreise dar. 

71. Die Radicalazen je zweier von drei Kreisen schneiden sich 
in einem und demselben Punkte, dem sogenannten Kadicalcentrum 
oder Potenzmittelpunkt der drei Kreise. 

Es seien 
j;, = i" — JJ.2, — 0, ^ = Z — i),r, = 0, Äi^Z" — P.S, — 
die Gleichungen der drei Kreiae; alsdann sind die zugehörigen Badicat- 
aien nach (70) dargestellt durch g, — r, = 0, r , — s, ^ 0, s, — 2» =- 0, 
und diese drei Geraden haben offenbar einen gemeinsamen Schnittpunkt. 

73. Die beiden imaginären Kreispunkte sind einzeln dargestellt 
durch 

■i- V + (o)'{«i) »'(v,) x^ ± •©(«, tt)j)^l/*= 0, 

wobei die v« nnd Xi v5Uig willkQrliche Wertbe besitzen, die nur nicht 
den Gleichungen (d(v, v) ^= 0, bezw. ^^ ■=> genügen dürfen. 

Folgt aas (58), denn nun ist <D(a^ «) ^tj),'. — Man kann 
übrigens für (o'(vi), (> = 1, 2, 3), auch die Coordinaten irgend. eines 
Punktes aof der anendlich fernen Geraden einsetzen, also Zahlen- 
wertbe «,-, welche nur die Gleichung p^e, -{- PjHi +^«8^0 erfüllen 
müssen. 

73. Die Gleichung des dem Coordinatendreieck um- 
schriebenen Kreises lautet a)^iPiXfXg-\- m^p^x^Xi-^tng^p^x^x^^O. 

Jedenfalls ist die Gleichung von der Form ii,2:,x,-f'^^s^i + <^^i^i 
der Mittelpunkt des amschriebenen Kreises hat nach (18) die Coordi- 
naten OiiOji : <n,,o,, :ai,,o)„, d.iber wird a, nach (38) gleich 

wobei der Klammerfactor auf Grund der Relationen y a)'(f>,-) <= 
identisch wird mit — ^i»ai^iaPi> 'If^^^ "i proportional zu catiJ)|. 

74. Die Oleichang in Liniencoordinaten des dem Coordinaten- 
dreieck eingeschriebenen Kreises ist 

oder auch 
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Pii—Pi y«»!! +P3 V^t +Pi I^^m)«.«! 
+ P3(piy^n —PiV^a +A V"»)"»"! 
+ Ps{piV'an+PiY^t—PtV^)«iVi-'0. 
Die Gleichung muBS einerseits Ton der Form sein 
2(a,«,ttg + «sWjUi + «8«!«,) = 0, 
BndrerBeitB nach (2), 8.57 von der Form f*j)j,*ro(w, «) — Uy' ^ 0; 
hieraus folgt durch Yergleicbnng der Coefficienten 

■wie bereits in (16) erhalten wurde, femer a^ «= f*j>,*»js — yift, 
■r^Pff' = p* : ©i,, daher a, ™ "?- "V. — y^y^ und nach Einffihrung der 

den pi proportionalen YtöTt erhält man «i-^ m^ — V""»» ">»»• ^^^ ^^ 
uutzang der Gleichung fQr die dem Coordinatendreieck eingeschriebene 
Corve zweiter Classe mit dem Mittelpunkte y (29) erlült man die 
zweite oben angegebene Form; beide sind eelbstverstiuidlich in ein- 
ander Dberführbar. Gibt man den drei Gröseen Y^i, Va>^, Y^ 
nicht dieselben Yorzeichen, so gelangt man zu den Gleichungen der 
drei angeschriebenen Kreise. 

75. Die Gleichung, sowie den Mittelpunkt und Radina 
desjenigen Kreises zu finden, für welchen das Coordinaten- 
dreieck ein Foldreieck ist. 

Die Gleichung in Liniencoordinaten eines auf das Coordinaten- 
dreieck als Poldreieck bezogenen Kegelschnitts ist nach S. 33 und 44 
Ton der Form CiU,^ -|- (t,Wj* -|- r,«,* ■« 0; andrerseits muBS sie als 
Gleichung eines Kreises von der Form sein r'p,' ro (»,«) — m,* «0. 
Durch Yergleichung der Goefficienten folgt hieraus 

der Mittelpunkt fällt daher nach (17) in den HShenschnittponkt des 
Dreiecks. 

Ferner wird «i •- »^i>,*«n — ^i*, »"W — ?»!'»:«'». daher 

analoge Werthe besitzen a, und %, so dass 

oder nach (16), 8. 60 wird 

ßiiCjittj = o>3lm^^,PtPa•.m^itD^pgp^■.ei„mg^,p|. 
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Die gewfloBchte Gleichung des EreieeB in Lisiencoordiuateii vird daher 

in Ponktcoordinaten erhält man 

waa fibrigens aach direct aus (30) folgt. 

Der Radius des Kreises kann mit Hilfe von f^Py^ "^yti/a'-ton be- 
rechnet werdea Bei EiDfUhrcng der den yi proportionalen Werthe findet 
man (^(PitOjiCiij +i'»o'isß*js +l'!'"«j"'ji)* "° "^^M^isi ^^^ "* *^'' 

daher r* -= - /' .", ". , nnd wenn man die Formeln 8. 61 benutzt, wird 
r = — VaatOgiiOi^. Durch Substitution der Werthe oa uod 

wobei fg den Radius des dem Dreieck umschriebenen Kreises be- 



zeichnet^ wird f -" 2ro Y^ cos A^ • cos A^ • coa Ä^ , woraus hervorgeht, 
da« der obige Kreis nur reell ist, wenn ein stampfwinkliges Dreieck 
vorliegt. 

7tt. Die Gleichung des Kreises in Punktcoordinaten jfi, der die 
Verbindungslinie zweier gegebenen Punkte a und b zum Durchmesser 
hat, ist (° ^) = 0. 

Ee seien aj und bi, (i ■» 1, 2, 3), die Coordinaten der beiden Punkte; 
das Geradeopaar, welches einen beliebigen Funkt y der Ebene mit a 
und b verbindet, hat alsdann die Gleichung 

^ ± («, y, «.) -^ ± fe !/. *.) - 0, 

und wenn der Winkel des Geradenpaares ein Rechter ist, liegt der 
Punkt y auf der Peripherie des gesuchten Kreises. Die Bedingung 
hierfür erhält man zufolge der Formel für cos* a in (36), S. 65, indem 
man in der Gleichung des Geradenpaares die Producte XiXt ersetzt 
durch (Oft; die so entstehende Gleichung lasst sich kurz schreiben in 
der Form (f '') =0. (Vgl. auch (225).) 

Insbesondere hat der Ober der Seite x, ^ des Coordinaten- 
dreiecks als Durchmesser beschriebene Kreis die Gleichung 

a„Xi* + iOi,XfXt — ra,»»,«, — a»««!«, ■= 0. 
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77. Man bilde die Gleichung in LiniencoordinRten des EreisM, 
der die Verbindtmgslinie zweier gegebenen Punkte a und h zam Durch- 
messer hat. 

Ist ip(u,u)^ayb^ = die Gleichung des Puaktepaares, so bat 
man fOr den gesuchten Ereis nach (ß), S. 57 und (20), S. 43 eineu 
Ausdruck von der Form 

^ [x 9'(Pi)Pi + Y 'P'(j>i)Pt + y 9'(a)Pi] «(«. «) — 

wo nun der Radina r noch zu bestimmen ist. Derselbe ist gleich der 
halben Entfemong der beiden Punkte a und b, daher nach (10), 8. 59 
4 H >=> (" . j : xpa' Pi' ; es besteht nun, wie aach aus einer Bemerbang 

8. 64 hervorgeht, stets die Relation 

2 ±(«.6,«,)« 

■= — 4(AiiX,*+ 2AitXiXs + A„ V + 2Au«,a:B + 2A„ar,a;g + A„x,*), 
in der die Aj> die Unterdeterminanten in der Determinante tod (p(UfU) 
bezeichnen, und diese Relation ist nach (35), 8. 76 noch giltig, wenn 
man die Prodncte XiXt ersetzt durch an. Hierdurch verwandelt sich 

^, + ("ifcja'j)' '" (a fc) > ""'^ ™^° erhält i ,1 — — 4[A, ro]; femer 

ist papi ■= vCPjP)» mithin 4r* = iT w ""^ ^'^ Gleichung des 

Kreises erhält also die Gestalt lfii,(o]-tti(u,u) -\- Ttp*(p,u) •—0. 

78. Ein Kegelschnitt wird von einer Geraden in zwei Punkten 
geschnitten; man stelle die Gleichung des Kreises auf, der die Ver- 
bindungslinie der beiden Schnittpunkte zum Durchmesser hat 

Es sei f(x,x')''=*0 die Gleichung des Kegelschnitts, v, b die- 
jeuige der Geraden; ein Punkt y liegt aaf der Peripherie des ge- 
nannten Kreises, wenn das von y aus nach den Schnittpunkten von 
f(x, x) — und v, •=» gezogene Geradenpaar einen rechten Winkel 
einschliesst. Die Gleichung dieses Geradeupaares ist nach (53) 

Vg*f(x, x) — 2v,v^f{x, y) + f(jf, y)v,' — 0; 
die Bedingung fOr den rechten Winkel erhält man zufolge der Formel 
für cos' a in (36), 8. 65 dadurch, dass man in der Gleichung daa Ge- 
radenpaares die XiXk ersetzt durch aa. Alsdann entsteht 

[a, ffl] V — -^ {'»'(i'jrO'i) + o}'Mf'(j/i) + o'(vt)f'(yt)) »r + 
4-»(t-,r)/-(y,,)-0. 
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79. Welche geometrische Bedeutung hat diese Gleichung, wenn 
die Coordinaten f/i als fest gegeben, dag^en die Liniencoordinaten Vi 
als verändeilich betrachtet werden? 



80. Man bestimme den Winhel, den die Tangente eines Kreises 
mit einer durch den BerOhrongepunkt geeogenen Sehne u, = bildet. 

Bekanntlich ist dieser Winkel (er sei a) halb so gross wie der 
der Sehne zugehSrige Geutriwinkel ; daher wird cos a gleich dem durch 
.die Länge r des Ereisrsdius di?idirten Abstand des Ereismittelpunktes y 

Ton der Geraden m, ^ 0, d. h. es wird cos a ^ j-' — — ■ 

81, Man bestimme die IjSnge der Sehne, welche durch die 
Schnittpunkte des Kegelschnitts f{x, x) —=0 mit der Geraden u, ■= 
begrenzt ist. 

Sind jfi and gi,(i= 1,2,3), die Coordinaten der Schnittpunkte, 
80 hat mau itlr das Quadrat r* der Entfernong dieser beiden Punkte 
nach (10), S. 59 den Ausdruck H = r '] : zp^'p,'. In veränder- 
lichen Liniencoordinaten Vi ist das Schnittpmiktepaar nach (53 a), 8. 34 
gegeben durch i>(v, t>) ^ ( ] =0, man bat also Vg-v, ^( ) aod 

analog py ■ Pj ^ ( r) , wodurch der Nenner in r' bestimmt ist 
Femer besteht nach einer Bemerkung auf 8. 64 die Relation 

_2' ± (»■«)'-- ■'("'"»i' +■■•+ ^"'»»i»^ +•■•)' 

wobei die Va die ITnterdeterminanten in der Determinante von p(v, v) 
bezeichnen-, da diese Relation fflr alle Werthe der x besteht, so bleibt 
sie nach (35), S. 76 noch richtig, wenn man die Producte XtXi er- 
setzt durch (Oft, wovon sofort Gebrauch gemacht werden wird. Andrer- 
seita stellt 'V(x, x) -=0 das Quadrat des Trägers des Punktepaares y, e 
dar, musB daher ti^' als einen Factor enthalten, und da V(x, x) — 
auch er^lt wird, wenn u^ eine Tangente der Curve f(x, x) = ist, 
so wird der andere Factor bis auf einen - Zahlencoefßcienten gleich 
F(u, h); man findet in der That 

V{x, x) = «.*(A.V + • • • + 2a„«,ws + ...)- u»'-F(u, tt). 
Dorch Substitution dieses Ausdrucks in ^J i (Vi •^i '«)* ^ — 4V(a:,a:) 
und Yertanschnng der a^jXi mit den an folgt P ) = — 4oi(M,«)'JF'{tt,H). 
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272 Anhang zu § 7—9. Nr. 81—85- 

Mit Benutzung dieaea and des oben für p^p, gefondenen Werthes ver- 
wandelt aicli die Formel fflr H in 

. *».(«.U).J-(M.M) 






HierauB folgt sofort: 

83. Alle in dem Eegelachuitt f(x, x) -=• gezogenen Sehnen Ton 
deraelben Länge r umhfillen die Carre vierter Classe 



4a,(«,«).J'(»,«) + r«r(j3] =fl 



r» — - 



83. Die Länge r der Strecke, welcbe aof der Geraden u. -= 
durcli zwei andere Geraden Vx — and Wz => abgeachnitten wird, 
ist gegeben durch 

Mau bat bei der in (81) abgeleiteten Formet fix, x) za ersetzen 
durch VxWt) alsdann ist (dualiatiach zu einer Bemerkung auf S. 64} 
i^(«,H) •" — '£- ^, i (WiPjM'g)*, während sich ( 1 verwandelt in 

84. Ein Winkel von constanter Grösse, desäen Scheitel in einem 
beliebig aber fest gewählten Punkte j/ eines Kegelschnitts liegt, dreht 
aich am aeinen Scheitel. Was für eine Gurve wird von der jeweiligen 
Verbindungslinie der beiden Schnittpunkte des Kegelschnitts mit den 
Schenkeln des Winkels umhOUt? 

Die Gleichung der beiden Schenkel ist nach (53) 

g{x, x) =^ 2 ****^*t = 2«./-(a;, y) — u^f(x, x) — 0, 

wenn W|,ii|,Uj die Coordinaten der eben genannten Verbindungslinie 

bezeichnen. Auf diese Gleichung ist die Formel tg* a >= ^ibl' 

((36), S. 65) fttr den Winkel a des durch ^(a:, «) — dargeateUten Ge- 
radenpaares anzuwenden. Der Zähler G{p,p) muss proportional werden 
zu Py*, denn G(v, v)*^0 wQrde die Spitze y des Geradenpaares doppelt 
darstellen. Auch wird 6(p,i>)~-0 erfOllt, wenn u, -■ eine Tan- 
gente der Carve f(x, x) -=0 ist; daher wird der andere Factor von 
G {p, p) bis auf einen Zahlencoefficienten gleich F{u, u), und man findet 
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in der that G(p,p) — F(u,u)pfK Die örBsse \h,ta] im Nenner 
geht aas g(x, x) dadurch hervor, dasB mau die Froducte XiXk ersetzt 
durch Wh', man erhält aUdaun 

I {r(y,)-«.'c«i) +r(y.)-«'(«.) +r(y,)-»'(«,)i- [«, ">]«»- 

FSr die ümhnltangscarre folgt daher die Gleichung 
tg*«(T{rCyi)-'o'C«i) + r(!/!)-'»'(«,) + /*{?»)•«>' («,)}- [ö,o)K)*+ 

mithin eine Curve zweiter Gl aase. 

In dem besonderen Falle, dssa der rotirende Winkel ein Rechter 
ist, redacirt sich die Curve auf den doppelt zu zählenden Funkt 

T {(/"(!/i)-«''c«i)+ /"(y.>-'»'c«s) + rcj/i) ■"(«■) I — [«, «>]«, =■ 0, 

wie fibrigena anch aus (79) fttr /"(y, y) =- folgen würde. Dieaer 
Funkt liegt nothwendig auf der in y aenkrecbt zur Tangente von y 
gezogenen Geraden (Normale von y), denn wenn der eine Schenkel des 
rotirenden rechten Winkels die Lage der Tangente des Kegelschnitts 
im Funkte y einnimmt, fällt die obige variabele Verbindungslinie mit 
der Normale dieses Funktes zusammen. Mit Benutzung dieser That- 
flache läsflt aicb lediglich durch Auweadung eines rechten Winkels in 
einem beliebigen Funkte eines Eegelschnitts die Normale construiren '). 
Mao erkennt flbrigens ana der Gleichung der im allgemeinen 
Falle (bei beliebigem a) entstehenden ümhallungscurve zweiter Ctaase, 
dasa diese Curve den gegebenen Kegelschnitt doppelt berührt und daas 
der im Falle a =b 90*^ entstehende Punkt stets Pol der betreffenden 
Berührungssehne ist. 

85. Welche Bedingung müssen die Goordinaten «>,,Wj,tr, einer 
Geraden erfüllen, wenn dieselbe mit einer Geraden des Paarea 

E;Y(a:, x) = «,tJ, — 
einen Winkel a bilden aoll, fUr den tg a — ^ gegeben ist? 

Für den Winkel, den die beiden Geraden u und w mit einander 

bilden, hat man nach S. 64 die Formel to a — ■ / = — «=t^ — ^ ,_ 

' »(«,») ' 

1) Dieaei Theorem waide luertt von Fr^giei bewieaen and auch anf den 
Boom fOi Flftcbea 3. Oidonng erweitert in seiner Abhandlung „Thäorämea noa- 
veans aar lea lignea et torfaces du lecond ordre", Annales de Math^matiqaes, 
berauBgegeben von Qergonne, Bd. 6, S. 229 ff., 1816 ; zuvor war du Theorem von 
Yi6ff»i aogehandigt worden in der CorreBpondance bdi l'dcole pol;technique, 
bregg. von Hacbette, Bd. S, S. 391, 1816. 

GnndBiriiiBaT, VorKnmgaD. 13 
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daher <a(ti,ui)-l — Vi ^ + (PiMiWa) ■■ 0. Da in der Aufgabe nn- 
entschieden ist, ob die Gerade w mit «« = odpr mit «« — den 
Winkel a bilden soll, so ist auch a(v,tc)t — yV ^ + (Pi*** «■»)■' "^ 
zu berücksichtigen; die Lösung der Aufgabe wird folglich durch 
MultipUcation der beiden in t linearen Gleichungen erhalten in der 
Gestalt 

OfFeubar ist der Coefficient von l* in dieser Gleichung 

/(ira'(«j,), ~(o'(u>t), io'Cws)); 

der Coefficient von f^ ist mit RQcksicbt auf 2f{x, y) = ti,p, + ti^t., 
identisch mit 

wobei yi = K'8i'8^M'sj)j, !/s "«'»l'i — »ift» ?» — »ift — •^iPi- 
Das absolute Glied wird t ( j^ . Uebrigens stellt die Gleichung für 

variabele Liniencoordinaten Wi ein Punktepaar im Unendlichen dar, 
das för ^ ^ CO mit den Normalencentra der zwei gegebenen Geraden 
zusammentut. 

86, Der Winkel a der Tangenten, welche vom Pnnktf y 
3 i 
an die CurTe zweiter Classe y(w,«) ^ ^j ^, af^Uiiit ==i ge- 
zogen werden können, ist gegeben durch die Formel 

wobei 

'^liV, y) ~^ («K»M + Omö,j — 2B„«„)yi» H 

+ 2(ffa,fl»„ + «äs^si — "»"is — ««'i'sOyil'i! H ■ 

Die Gleichung des Tangentenpaares ist nach (27), S. 45 

,(.,s)EE:Ji3'«"'^(;;3.„-'>. 

und nun hat man eine der Formeln (36), S. 65 f&r den Winkel eines durch 
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f(x,x)-"0 dargeeteUteu Oeradeapaares anzuwendea auf ^(x, a:) — > 0; 

es folgt alsdann tg*«— ^r — t^- Es ist 

[6, ai] = «„(i/j'iom + i/,*fflji — 2y,yj(0ss) + ■ 

+ 2ais(ysy,ö)is + SttfafOn ~ »s'»« — yi^sfOss) + - • == 
— C«siß>M + «M»« — 2a„K.«)yi» + ■ ■ + 

vofttr 2x(tn,y) gesetzt werden mSge^). Die Grösse G{u, u) muss 
(ähnlich wie in (84)) proportional werden zu u,*; denn G(i*,u) = 
wQrde die Spitze y des Tangentenpaares doppelt zählend darstellen. 
Ferner wird G(m, tt)«='0 erfallt, wenn y auf der Carve liegt, daher 
wird der andere Factor von G(p,p) bis auf einen Zahlencoefficienteu 
gleich <t>(y, y), und man findet in der That G^(u, «) ^ Uy* • 4>(y, y), 
mithin G(p,p) ^= pg^ . <b(j/,y). Durch Substitatiou der fOr [b,a] und 
G(p,p) gefundenen Werthe in die Formel fOr tg* « folgt d^s oben 
angegebene Resultat. 

Diese Formel kiaa auch noch abgeleitet werden mit Benutzung 
der zu (13), § 15 dualistischen Relation 

(« - m'di, ))-(.'+ i)"»^ ») ■ ffc y)-o 

fßi das DoppelTerbältniss, welches die vom Punkte y nach zwei Curven 
zweiter Classe ^{u, u) — ■ und V(h, h) ■— gezogenen Tangenten- 
paare mit einander bilden. Man hat nur an Stelle von ^(u, u) ~> 
das imaginäre Kreispunktepaar zu setzen und den in (35), S. 64 aus- 
gesprochenen Satz anzuwenden, wonach der Winkel der von y an 
9>(ti, u) >=> gezogenen Tangenten aus dem eben genannten Doppel- 
verhältniss m durch Division mit 2i hervorgeht. Bei Debergang zu 
den trigonometrischen Functionen wäre dann Gebrauch zu machen 
von der Belation Inm •— 2t ■ arc cos ■■■ "v- ■ 

Denkt man sich tg a fest gegeben, dagegen den Punkt y variabel, 
so folgt sofort: 

87. Der geometrische Ort aller Punkte y, von denen betrachtet 
eine Curve zweiter Classe qi(u,u) — unter einem gegebenen Winkel a 
oder dessen Nebenwinkel erscheint, ist die Curve vierter Ordnung 

tg* a • x'(j/, y) + T*fft y) • p/ — 0. 

1) flinaiohtlich dieser Bezeidmmigaveise vergleiche man auch (89), S. 148. 
FQr a — W erhUt man den Satz (Sl), S. 148. 
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376 Anhimg ed S T— 9. Nr. 67-91. 

Besteht inabeBondere die gegebene Carve zweiter Claaae 9) (u, «) — > 
aus einem Ponktepaar (^(u, u)^ Oh&u «■ 0), so wird 4>(yfy) pro- 
portional dem Quadrat dea Trägers, nnd zwar ist nach einer Be- 
merkung auf 8. 64 <I)(y, y) — — -j- ^ + (Oi&ja:,)*; femer verwandelt 
eicli 2x(jf,y) in ( . ^) , and man erhält das Resaltat: 

88. Der geometrische Ort aller Punkte y, von denen betrachtet 
die Strecke zwischen zwei Punkten a, i anter einem gegebenen Winkel a 
oder deBsen Nebenwinkel erscheint, besteht aus den zwei Kreisen 

Dasa der betreffende Ort in der That aua zwei Kreisen besteht, 
ist nicht nnr ans der elementaren Geometrie bekannt, sondern folgt 
auch ans (76) mit ROckaicht auf (68); denn weil (^'j) =0 den 

über der Strecke ab als Durchmesser errichteten Kreis darstellt, ist 
nach (68) auch jede der beiden sich im Vorzeichen von Yv onter- 
acheidenden Gnrven ein Kreia. 

89. Der Winkel a der Tangenten, welche vom Punkte y an die 

I s 
Curve zweiter Ordnung f(x, x) ^^', ^, itiXi^jt ^ gezogen werden 

k&nnen, iat gegeben dureh die Formel tg et ^ + - 
2if=(^o)„ -\- A^ai„ — '2A^m^t)y*-\- ■ ■ • 

+ 2(^1 Q„ + ^,05, - J„COi, — As»«)»!»» -\ ■ 

Folgt anmittelbar aua (86), wenn man eich zu f(x,x)^0 die 
Gleichung in Liniencoordinaten hergestellt denkt. — FOr a ^W 
erhält man den in (31), S. 148 ausgeaprochenen Satz. 

90. Han bestimme den Winkel zwisohen dem Durchmesser 11, = 
des Kegelachnitts f{x, x) ^ und dem zugehörigen coqjagirten Durch- 
messer. 

Die Gleichimg des letzteren ist nach (54) 

<'-=^±(«.ftTn«.))-o, 
n-d -»ih 12b, S.13 wird "»*(",.) -T'-^^'^i.^f.f.":;;!;;-*''', 

wo nnn noch die v,- eliminirt werden sollen. Es ist 
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Y(t',0)'(M,) +P,ffl'(Wg) + «jm'(«ä)) = lB(«, v)=^ + (g^«iJPi), 
wobei ¥, -wie in (45), S. 96, zur Abkürzung gesetzt ist fUr 

ferner wird nach S, 63 m(u,u) ■ ai(v,v) = ia'(«, v) + '^/^i iPi^^ift 
und wenn man hier an Stelle der Vj ihre eigentlichen Wertbe einsetzt, 
erhält man m{u,u)<a(y,v) = ^+ (g^' '*» P«) +'(«0) » folglich wird 



ain*(«, v) = ■ 



.g(.,.)-(:P.„V^:2±(S».ft). 



91. Durch die Tier Punkte, in denen irgend ein Tangenten- 
paar eines Kegelschnitts Ton einem beliebigen zweiten Tan- 
gentenpaare getroffen vrird, lässt sich ein Geradenpaar legen, 
das durch den Schnittpunkt der den beiden Tangentenpaaren 
zugehSrigen zwei Berflhrungssehnen geht und ausserdem zu 
den letzteren harmonisch liegt'). 

Nach (42), 8. 84 hann die Gleichung eines Kegelschnitts in die 
Form gebracht werden X^X^ — X,* = 0, "wo Xj = 0, ^=0 irgend 
zwei Tangenten darstellen, während Xg = die Gleichung der zuge- 
hörigen BerQhrungssehne ist; mit Hilfe zweier anderen Tangenten 
desselben Kegelschnitts sei dessen Gleichung in die Form gebracht 

1) Die TeronlasHnngi, daai Plflcker („Sjatem der analjtisctien Geometrie", 
Berlin ies6, S. 117) diesen Satz als von Newton herrOhrend bsKeichaet, darfte 
wohl eine ünteTBacliiing in deaBen „Philoeophiaa nataralie prinoipia matheniatica" 
gegeben haben. Vgl. i. B. die von Ootea besorgte und im Jahre 1714 in 
Amsterdam erschienene Ausgabe, S. 86f., sowie S. 81, CoroL 8, oder auch die 
deutsche von Wolfers besorgte Uebersettong „Sir Isaao Newton'i Mathema- 
tische Frinojpien der Natarlehre", Berlin 1S78, S. 109, sowie S. 107, Ziuati Q. 
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AulaDg za % 7-9. Nr. 91—96. 



«1 «j — Äj* "■ 0, 80 dass X, Xj — Xg* = a:, a;, — «,'. Hieraus folgt 
Xi X, — «la^ •= (X, + a^) (X^ — «,). Die geometrische Deutung dieser 
Gleicfanog liefert obigen Satz, der aucli in folgender Form aasgesprochen 
werden tann: 

91a. Die Geraden, welche die Berührungspunkte je zweier 
Gegenseiten eines dem Eegelschnitt umschriebenen Vierseits 
verbinden, gehen durch den Schnittpunkt der beiden Diago- 
nalen desselben, und zwar liegen sie harmonisch zu den twei 
Diagonalen. 

92. Die BerUhrongssehne irgend zweier Tangenten einer Hyperbel 
ist parallel zu den VerbindungsUnien der Schnittpunkte des Tangenten- 
paares mit dem Asymptotenpaare und liegt in der Mitte zwischen 
diesen YeTbindungslinien '). 

Folgt BUB (91), wenn man als eines der beiden Tangentenpaare 
das Asymptoten paar wählt und beachtet, dass die vierte harmonische 
Gerade zu zwei Parallelen und zur unendlich fernen Geraden mit der 
Mittellinie der beiden Parallelen zusammenfällt. 

Aus (92) folgt nnmittelbar: 

93. Der Berfibrongspunkt einer Tangente der Hyperbel liegt in 
der Mitte zwischen den Scfaniitpunkten dieser Tangente mit den zwei 
Asymptoten. 

94. Alle Dreiecke, welche die beiden Asymptoten und eine beliebige 
Tangente einer und derselben Hyperbel zu Seiten haben, sind inhaltsgleich. 

^•s- >*■ Nach (92) ist AB parallel 

CDyäakerACDA-r^ACDB, 
woraus ä.AMC — ABMD 
folgt (Fig. 14). 

95. Jede Tangente einer 
Parabel halbirt im BcrOh- 
mngspankte B die Verbin- 
dungslinie des Mittelponktes 
M einer zur Tangente paral- 
lelen Sehne ü S mit dem 
Pol P dieser Sehne. 

Man fixire ein vom Punkte 
P an die Curve gezogenes 




1) Er bedarf wohl kaum der ErwUmnng, 
Verbind nngtlinien gemeint aitid, -welche weder mi 
der zwei anderen Tangenten iiisammenfallen. 



dats 



natürlich diejenigen iwei 
' AiTinptote noch mit einer 
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Tangentenpaar mit den BerQhrnngspunkten B, S, sowie die zur Sehne 
JiS parallel gezogene Tangente mit dem BerSbrungapankte B, welche 
zusammen mit der unendlich fernen Geraden ein zweites Tangenten- 
paar der Parabel bildei Die Bertihnmgssehne desselben ist eine durch 
S parallel zur Axe') gezogene Gerade, welche die Sehne RS in deren 
HalbiruDgspnnkte M trifft Ton den vier Schnittpunkten der beiden 
Tangenteupaare liegen nun zwei {C aud D) im Endlichen, die beiden 
anderen unendlich weit; das durch die vier Punkte ausserdem noch 
mögliche Geradenpaar besteht daher hier aus zwei durch C resp. D 
gezogenen Parallelen zn den von P an die Gurve gelegten Tangenten. 
Da femer nach (91) der Schnittpunkt dieses Geradenpaares mit dem 
Schnittpunkt M der zwei Berübrungssehnen zusammenfallt, so entsteht 
ein Parallelogramm PGMD, dessen Diagonalen Pif und CD sich im 
Punkte B halbiren. 

96. Die Diagonalen irgend eines dem Kegelschnitt nm- 
schriebenen Parallelogramms ABGD bilden ein Paar con- 
jogirter Durchmesser. 

Die Verbindungslinien EG nnd FS der BerBhrnngspnnkte je 
zweier gegenüberliegenden Seiten des Parallelogramms (Fig. 15) sind, 
als Polaren unendlich weit 
liegender Punkte jeden- 
falls Durchmesser. Durch 
den Schnittpunkt M der- 
selben geben nach (91a) 
anch die Diagonalen des 
umschriebenen Parallelo- 
gramms, sie sind daher 
gleichfalls Durchmesser 
nnd liegen nach (91 a) 
harmonisch zu den Diago- 
nalen des durch die Berübrungasebnen gebildeten Vierecks EFGH, 
das gteicbfalls ein Parallelogramm ist, denn je zwei seiner gegenQber- 
tiegenden Seiten, z. B. EH nnd FQ, sind als Polaren von Punkten B 
und D eines und desselben Durchmessers einander parallel. Da MA 
und MB harmonisch liegen zu ME und MH, und da ferner nach 
(63) MB die Sehne EH halbirt, so ist der Durchmesser AG zur 
Sehne EH parallel, gehört somit demjenigen Sehnensystem an, das 
von BB halbirt wird. 

1) Ueber die Definition der Aie der Parabel vgl. S. 103. 
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Zugleich folgt: 

97. Die Seiten irgend eines dem Kegelschnitt eingeschriebenen 
Parallelogramms sind zwei coujngirten Darchmessem parallel, oder in 
etwas anderer Form: 

98. Die beiden Sehnen, welche die Endpunkte eines Darctunessers 
mit einem beliebigen Punkte des Kegelschnitts rerbinden, sind parallel 
zu zwei coDJngirten Durchmessern. Man nennt solche Sehnen Sup- 
plementär sehnen. 

umgekehrt gilt auch der Satz: 

99. Zieht man durch die Endpunkte F, H eines Durchmessers 
gerade Linien FE und BE parallel zu zwei conjugirten Darchmesaem 
MD und MA, so schneiden sich jene Geraden in einem Punkte des 
Kegelschnitts. 

WQrde nämlich die Gerade H.E den Eegelechuitt nicht in ihrem 
Schnittpunkte mit FE treffen, sondern in einem anderen Punkte E, 
so eiod FE' und SE' nach (98) zwei conjugirten Durchmessern 
parallel; nun ist RE' parallel MA, daher FE' parallel MB, d. h. 
FE' i&llt mit FE und E' mit E zusammen. 

100. Zieht man durch einen beliebigen Fun&t P eines Kegel- 
schnitts zwei Sehnen (mit den Gleichungen ;?| ■=- nnd £^^0) und 
in dem weiteren Schnittpunkt dieser Sehnen und der Cnrve die Tan- 
genten (mit den Gleichungen T^ =~ 0, bezw. T, >- 0), so liegt die Ter- 
bindungslinie des Punktes P mit dem Schnittpunkte dieser beiden 
Tangenten harmonisch zur Tangente in P und zu dem Sehnenpaare. 

Ist Ti B» die Gleichung der Tangente in P, so bann der K^l- 
schnitt nach (42), 8. 84 dai^estellt werden sowohl durch TiT^ — S^ — O 
als durch T^ T, — Sj* — 0. Hieraus folgt 

d, h. der eine der beiden Factoren iS^ -f- S, = und 8^ — JS^ ^ re- 
präsentirt gleich Null gesetzt die Tangente Tj — > des Punktes P, der 
andere die oben genannte Verbindungslinie. Die OleichuDgen £^—0, 
Sj^O, Sg + S^'^Q und Sg — iS, ■= gehören aber Tier harmonischen 
Strahlen eines Büschels an. 
Duslistisch folgt: 

101. Fixirt man auf irgend einer Tangente T eines Kegelacbnitts 
Kwei beliebige Punkte P„ P, und zieht man die zwei von P,, P, noch 
möglichen Tangenten an die Curre, sowie die zugehörige BerOhrangs- 
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sehne, so liegt; das Ponktepaar P^, P, harmoniBcIi zu dem Berührangs- 
pnnkte der Tangente T und zn dem Schnittpuakte dieser Tangente 
mit der eben genannten Berührangssehne. 

Dieser Satz ist Übrigens gleichbedeutend mit dem folgenden: 

102. Die Verbind nngelinie der Berührungspunkte zweier Seiten 
eines dem Kegelschnitt umschriebenen Dreiecks schneidet die dritte 
Seite in einem Punkte, welcher harmoniacb liegt zum Berübrungapunkte 
dieser Seite und zu den auf ihr gelegenen Ecken des Dreiecks. 

103. Fixirt man bei einem Kegelschnitt irgend ein Tangentenpaar 
und die zugehörige BerQhrungsaehne, so steht das Froduct ans den 
Abständen eines beliebigen Punktes der Gurve von den beiden Tan- 
genten in constantem Verh&Itnisa zu dem Quadrat des Abstandes dieses 
Punktes ron der Berühnmgasehne. 

Die Gleichung der Curve ist von der Form X,X, — Z,' ■=• 0, und 
hier werden durch Xi =■ 0, X, -■ die beiden Tangenten dargestellt, 
durch ^ iB die Berflhrungssehne. Fflbrt man in X, ^ — X,' ^ 
an Stelle von ^, Xj, X, nach (1), S. 9 die Abstände eines Punktes 
von diesen Geraden ein, wobei die Coordinaten des Punktes der Glei- 
chung des Kegelschnitte genügen mQssen, so folgt tut diese Abstände 
9ir 9if 9i ^i°^ Belation Ton der Form 9i?i — c . ;,'— 0, wo e eine 
CoDstante bedeutet^ deren Werth natürlich auch von den Coordinaten 
der Geraden X,, X^, X, abhängt. 

lOi. Man beweise, dass für den Fall eines Kreises die Constante c 
gleich der Einheit ist 

Dualistisch ergibt sich ans (103): 

105. Fizirt man auf einem Kegelschnitt irgend ein Fnnktepaar 
P, Q and den Schnittpunkt S der beiden in diesen Punkten gezogenen 
Tangenten, so steht das Product aas den Abständen einer beliebigen 
Tangente der Curve von den beiden Funkten P und Q in constantem 
Yerl^ItnisB zu dem Quadrat des Abstandes dieser Tangente von dem 
Punkte S. 



Anrnndnng Ttm f 10—12. 

106. Alle Parallelogramme, welche dadurch entstehen, dass man 

in den Endpunkten zweier conjogirten Durchmesser die Tangenten an 

eine Ellipse zieht, haben denselben Flächeninhalt wie das Rechteck, 

dessen Seiten durch die vier Scheiteltangenten der Curve gebildet werden. 
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Bezogen auf zwei coojagirte Durcfamesaer als Azen eines Systems 
bomogeoer schiefwinkliger Parallelcoordinaten lautet die Gleichung 
des Kegelschnitts a„a^'+ 0243-,*+ xig* — 0. Die halben Längen r, 
und fj der zwei conjngirten Darchmesser folgen ans r^ "= ■" , 

r,* ^ ~X daher wird r, f« sin w — T/ * '" *^ , wobei «; den Coordi- 

natenwinkel bedeutet. Die quadratische Gleichung (51), S. 98, auf 
unseren Fall angewandt, liefert -.'^^^ °~ A'Jl"; andererseits ist aber 
nach (2), S. 110 j?jb = 0*6», wenn die halben Axen des Kegelacbnitts 
mit a nnd h bezeichnet werden. Daher wird r^r, sin w —= ob, also 
constant, nnd der Inhalt dea ganzen Parallelogramms ist 4a&. 
Aus r^fj sin tu =~ab folgt auch noch der Satz; 

107. Alle Parallelogramme, welche dadurch entstehen, das« man 
die Endpunkt« zweier conjugirten Durchmesser verbindet, haben gleichen 
Flächeninhalt. Derselbe ist halb ao gross wie derjenige des Rechtecks, 
dessen Seiten die vier Scheiteltangenten der Ellipse sind. 

108. Bei jeder Ellipse ist die Summe der Quadrat« zweier con- 
jugirten Durchmesser constant, bei jeder Hyperbel deren DifTereoz. 

Wird in ähnlicher Weise bewiesen wie (106), nur sind dabei noch 
anzuwenden die Relationen o* -=• — jr , 6* -= + jjt ( — oder +, je 
nachdem Ellipse oder Hyperbel, Tgl. S. 110), sowie die aus (51), S. 98 
folgende Relation -^^-— ^ A' -f- X". Auch hat man zu beachten, das« 
bei der Hyperbel zufolge F{jß,p)<.0 (was in (106) gleichbedeutend 

mitaiia„<0) die Grössen A'ondA", sowie r^'<— and — *"t*^ ^ 

ungleiche Vorzeichen haben; man findet '*i* + »'a°«=o*+ *'» wobei das 
positive oder negative Vorzeichen zu stehen hat, je nachdem der Kegel- 
schnitt eine Ellipse oder Hyperbel ist. 

109. Diejenigen zwei conjugirten Durchmesser einer Ellipse, welche 
den grSesten Winkel einschliessen, sind einander gleich. 

Nach (106) ist TiT^ sin w •« ah, und hier wird der stumpfe 
Nebenwinkel w ein Maximum, wenn sin te ein Minimum, d. h. 
wenn r^r^ oder auch r^y* ein lUazimam ist. Da nach (108) 
r,* + r,' — ' o* + 6*, so tritt dies ein fOr fi' = »"i'i femer folgt alsdann 
bei der Ellipse r,* — — "t — und sin w — "i^vr« 1 daher tg ^ — + - ■ 
Bei der Hyperbel können im allgemeinen keine gleichen conjugirten 



Digilizodby Google 



STmnietrigche Yerbindtuigeii der Qaadrate geviuer HalbmeBser. 283 

DurchmeBaer auftreten, da dort die Differenz fi* — r^' gleich ist der 
Differenz der Quadrate der halbeu Axen; nur bei der gleicbseitigen 
Hyperbel sind die conjugirten Durcbmesser einander gleich. 

110. Zieht man irgend zwei zu einander senkrechte Halbmesser 
eines Kegelschnitts, so ist bei der Ellipse die Summe, bei der Hy- 
perbel die Differenz der Quadrate der reciproken Werthe für die Längen 
dieser Halbmesser canstant. 

Bezogen aaf irgend ein rechtwinkliges Coordioateosystem, dessen 
Anfang im Mittelpunkte der Curre liege, ist die Gleichung der Curve 
Ton der Form 0^1^ -\-2ajjXjf •\- a„y*-^ x^O. Die Quadrate der 

Abschnitte auf den Coordinateoaxeo sind a^ — , «* — , 

. „ "" '^' 

daher js + ^ — "" '^ °" — - ^^4^ "h^h <^""^ <^^^' ^- ^^ 
und nach 8. 110)- Bezieht man dieselbe Curve auf ein anderes recht' 
winkliges System, dessen Anfang wiederum in deren Mittelpunkte 
liegt, so wird ihre Gleichung etwa h^^ -i- Sb^xy -\-h„y* -\- x' ~0. 
Während jetzt die Quadrate der Axenabschnitte natürlich andere 
Werthe haben wie Euror, wird die Summe der reciproken Werthe 

gleich " , ■ " oder (analog wie oben) gleich -,- ^^ rj-, daher in 

der That constant. 

111, Sind di,di,df die AbsUlnde des Mittelpunktes eines Kegel- 
schnitts Ton den Seiten eines Poldreiecks mit den HShen A,, Aj, /t,, 

"> '""«''' ^'' '^'"'°° »r? + i + « — Q' + t')- 

Die Gleichung der Curre (tuXi* -\- a^iX,' -^ Of^x,* ^ verwandelt 

sich bei Einführung der Coordinaten v, : y, : v, «> -^ : ■& : -^ ihres 

*ii "ti "it 
Mittelpunktes in — x,* + ^ x^' -^ — x^* ■= 0. Für diese Curve wird 
nach (11), S. 87 ' 

ferner ist x nach (28), S. 91 und (45), S. 31 gleich 



flo dass man erhält 

Mit Hilfe von ci =■ ; — '—^ — ■ — ■ folgt hieraus die zu beweisende 

Formel. 
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112. Nach (10), S. 49 hat daa ParaUelogramm, welches entsteht, 
wenn man durch einen beliebigen Punkt P der Hyperbel Parallelen 
zn den zwei Asymptoten zieht, constaDten Inhalt Man bestimme den 
Werth dieser Constante. 

Fflr g^hx~=0 als Gleichang der beiden Asymptoten iai f(x,x)-=Q 

nach (26), S. 45 ton der Form g^h^ -\- ^ ^p,'. Ea seien nun X,, 

X, die auf den Asymptoten gi-=0, hx = durch die Parslleleo ab- 
geschnittenen Stocke, g und h die Entfernungen des Punktes F Ton 
den beiden Asymptoten. Alsdann ist g -^ X^ sin a, A — X, sin e, 
wobei a den Winkel der Asymptoten bezeichnet, fQr welchen nach 

(6), S. 111 Bin» a = , ";.*'?^^f , ■ Mit Hufe der in (59) anfge- 

[«■"1 —**'(?. J") 
stellten Gleichang ei^bt sich nun 

Ferner sind die ftlr f(x, x) = g^hx + Wr 1 P'' gebildeten AnsdrDcke 

[o, fo\ und F{p,p), wie leicht zu erkennen, dieselben wie die f&r g^li, 
gebildeten, und zwax findet man [a,a]' — 4tF(p,p)-^io{g,g)-to{h,k), 
so dass sich der Aasdmck fQr X^X, Tcrwandelt in 



iTF'(p,p) 
I nun X' und A" die Wurzeln der Gleichang 



({11), S. 87), daher V[a, «>]' ~ 4« F(p,i>) — i' - A"; nach (2) a ItO 
ist alsdann a*— = — -^, V ^ — ^.wo x-= -^r, — ; und a', 6* die 
Quadrate der halben Axen bezeichnen. Durch EinfQhrang dieser Grössen 
erhält man X,Xs =» --jt^" — ■*• —r- — , ä" speeiell bei der Hyperbel 
}>* SU ersetzen ist durch — ^. Die oben erwähnten Parallelogramme 
haben demnach den gemeinsamen Inhalt X^X^ sin a ^ — - — sin a. 



113. Der Winkel a des Asymptotenpaares einer auf schiefwinklige 
Parallelcoordinaten mit dem Axenwinkel w bezogenen Curre zweiter 
Ordnung ({ps, a:) « ist gegeben durch 
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Folgt sofort aas (6), 8. Hl mit Benutznug von (3) S. 10 imd 
Pt=ft = 0, Ps-™ 1. 

114, Der Wiakel a des Äsymptotenpaares der Cnrre zweiter 
Classe ^(tt, w) ^ ^ ^ItcuUiUn •-« ist a%eiuein gegeben durch die 
Formel 

^^ pv^p-' 

speciell fOr schiefwinklige Goordinateu erhält man 



tg»«. 



4Ag,, Bm^m 



(A„ + A„ — 2A,, ooi m)' 
Folgt auB (6), S. 111, indem man sich die Gleichung <p(u,u)-='0 
zuYor in Punktcoordinaten übertragen denkt 

116. Die Hauptazen der Cnrre zweiter Ordnung f{x, x) ■» mit 
einem im Endlichen gelegenen Mittelpunkte sind doppelt zählend ge- 
gegeben dorcli 

'P,'(.FiP,p)nx, m - Ap.') - >:'F<s,p) C ;;)_ - 0, 

^P,\Fip,p)nx, X) - Ap/) - X'F(J,, p) £ l)^- 0, 

wobei durch yi : i/s : ft " -F'(l'i) : -fCft) : ^(Pg) die CoOFdinateß des 
Mittelpimktea deBnirt sind and l', i," die Wurzeln der Gleichung 
i' — [o, iii]l + tF{p,p) — bedeuten'). 

Au» «(», ») — U,' + U,' in (21), S. 90 folgt 

1 Z, I 
1 Z, 

X. r, 

X, X, X, 

r, 

femer iel mich (29), S. 91 f(x,x) — xX,'—X'X^' + l"X,'. Mit 
Benubsang Ton X^^p,, T", = j)„ x = ^ : F{p, p), H = 1 : t erhält 

'F{p,p)p'(,C-l-)X,' = Tp'(F(p,p)nx,i:)-ÄpJ) 
-»■■■F(s,p)0 -0, 






"■• 


»1 


»I 




"„ 


«. 


Vt 




»SS 


«! 


»! 


=> 


«i 










»s 








1 



= rs*(x,» + Xj*); 



1) Andere QleicfaoDgeD lor Beitimmaug der Hanptaxen sind (S5) und (S6a) 
B. 98, Bowie (46), S. 97. 
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-'■■''(p.p)t')_-o. 

Bei scliief winkligen Parallelcoordinaten (x^ : x, : a:^ — a; : y : 1) ver- 
wandeln Bich diese Gleichungen in 

A„{A„f(x,s,l)-A) 
->.{{A„-A„yf+(,A„-Ä„xf-2iAM~Ä„KA„~A„x)eo,«)-0, 
wobei für X die eine oder andere Wnrzel za setzen ist der Gleichnng 

A* Bin' w — - A (a,i + «„ — 2oi, cos w) 4- a„ a„ — Oi,* ■= 
tmd f(x, ^, 1) — die gegebene Carve daretellt. 

116. Man bilde die Gleichungen fDr die Haaptoxen der anf recht- 
winklige Coordinaten bezogenen CorTe zweiter Ordnung 

Ute» + 14y» — 4xy — 10a; - 20y +10-0. 
Die quadratische Gleichung X' — [a, a]lL + ^^{p,P) "^ wird hier 
A* — 25 i + 150 = und hat die Wurzeln X' — 15, A" =■ 10; femer 

findet man A 150, ^„ — 90, ^,— 120, ^, = 150. Die 

Wurzel A'^15 liefert alsdann nach (115) die Gleichung 

150(150(11»* + Uy* - 4xy — 10a: — 20j/ + 10) + 150} 
— 15{(120- 150y)* + (90- 150«)»} — 0, 
welche gleichbedeutend ist mit 4a;* + ?* + 4a:y — 8a: — 4y + 4 « 
oder mit (2a: -f- y — 2)* — 0; die Gleichung der einen Aze ist daher 
2x-\-y — 2 = 0. Die Wurzel A'— 10 liefert eine game ähnliche 
Gleichung, welche gleichbedeutend ist mit 

a^ + 4y» — 4xy + 2x — 4y + 1 = 
oder mit (x — 2j/ 4- 1)' — 0, die Gleichung der anderen Äxe ist 
daher a — 2y + 1 — 0. 

117. Die Hauptaxen der Gurre zweiter Classe (p(u, u) — mit 
einem im Endlichen gelegenen Mittelpunkte sind doppelt zählend ge- 
geben durch 

^V (Vd», P) ■ *(a:, ic) — Aj).") - A'V(i.,i)) £ p^ - 0, 

tV(9(i',P>-*(*,«)-Ai..*)-A>(i.,i))(!^) =0, • 
' '^^k 

wobei durch yi '• y^ '■ y» =^ 9 {Pi) '• 9 (P») '• 9 (Pt) ^i^ Coordinaten de» 
Mittelpunktes definirt sind und X', X" die Wurzeln der Gleichung 
A* — [A, oj] A + xk<p{p,p) =. bedeuten. 
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Folgt aus (115), indem man sich die Gleichung der Gurve zweiter 

Classe <p{n,u) = in die Gleichung in Punktcoordinaten <i>(x,x)^0 

übertragen denkt und dann die dort angegebenen Formeln anwendet. 

Bei Bchiefwiiikligen Parallelcoordinaten (xi : x^ : Xg =• x : y: l) ver- 

wandelD aich die obigen Gleichnngen iu: 

«M(«ss*(a:,S'>l) — A) 

— i|(«8i-'fss!')'+Ca8i— OMa;)'-2(a33y— a„)Cor„-Kjsa:)co8w} = 0, 

wobei fOr ü die eine oder andere Wurzel zu setzen ist der Gleichung 

A» sin* w — A(A,i + Ajj — 2A„ cos w) + Atfjs — 0. 

118. Das Froduct der Gleichungen für die beiden Haaptazen 
der Gurre zweiter Ordnung f{x, x) -^ mit einem im Endlichen 
gelegenen Mittelpunkte ist bei achiefwinkligen Parallelcoordinaten 
(Zj : Xj : X, -a X : y : 1) gegeben durch: 

lfli„a; + ai,y + a„-(ag,a: + aj,i/ + fl„)co3W x A^^ 
Un« + a«y + «M — (t^i» + ««y + «ib) cos w y ^g, —0. 
I ■ 1 A„ 

Folgt aus (49), S. 97. 

Ebenso folgt: 

119. Das Product der Gleichungen für die beiden Hauptaxeu 
der Gurve zweiter Claase ip(u,u)=-0 mit einem im Endlichen ge- 
legenen Mittelpunkte ist bei Bchiefwinkiigen Parallelcoordinaten ge- 
geben durch 

*!,* + A,sy + A,g — (Ai,a: + Aj,j( + As,)coB« x 

A«» + Ajjy + Ajj — (^^^x + A12I/ + A„) cos w y 

1 

120. Die unendlich fernen Punkte der Hanptaxen des Kegel- 
schnitts f(x, x)=^0 sind doppelt zählend gegeben durch 

'0^ ->■'«(.»■ <')-o, bezw. .(j;)^^-r<.(»,«)-o, 

wobei i' und k" die WnrzelD sind der quodratiacheD Gleichung 
>.'-[a,a>]X+xF(f,p)-0.') 

Nacb (29) und (21) in § 10 ist 
f"(r« D,' + J'« 0," + J'r !7,') — F(u, «), l\' + ü,' — <»(», «); 

1) Eine andere Methode rar BestiiniiinDg der unendlich fernen Punkte der 
Hauptasen wurde S. 98 gegeben. 
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mltB.imtollg,on« = ^j^-^, r--! ff.-p^, i'r-»F(j,,y), 
»wi. dor BeUtion (^) Q'- ('J-A'pt) '»'8' 

(r-*')!7.'-T(j;;)^ -r«{«,«), 
(»■_r))7,'-.(»3 -ro(«,.). 

'^ »(* 
Speciell für schiefwinklige Parallelcoordioaten 

Uj : u, : u, ^ u : r : 1 
erhält man 

«11«' + Oj,«' — Sa^uv — A' (u* + »■ — Smv cob tc)'^— und 
aj,»* + (Hl*' — Zoutt» — A"(«* + v' — 2«e cos «) = 0, 
wobei X' and A" die Wurzeln sind der quadratischen Gleichung 
A*sin'w — A(a„ + «is — SfljjCos ic) + «iiö« — o,,* ■= 0. 

Im Falle der Parabel ist nach S. 100 f. die eine Wurzel (etwa l") 
gleich Null, die andere gleich [a, at]; die eben at^eleiteten Gleichungen 
lauten alsdann t[^ ]j) —[a,a] a{u, w) = 0, hezw. (* |[) — und 

repräsentiren nach (63) und (64), 8. 103 den anendlich fernen Punkt 
der Scheiteltangente, bezw. der Äxe. 

Bei schiefwinkligen Parallelcoordinaten erhalt man im Falte der 
Parabel ffir den unendlich fernen Punkt der Scbeiteltaugente (doppelt 
Kehlend) die Gleichung 

(flu +««008*«) — aa^cosiö)«* + (a„ + fl„cofl*w — 2a,,cos w)ii* 
— 2(a„ C08 w + OjgCOB w — o,, — a||COB*«>)wv ■= 0, 
für den unendlich fernen Punkt der Axe (doppelt zählend): 

121. Das Product der Gleichungen fOr die unendlich fernen 
Punkte der Hauptaxen des Kegelschnitts f(x,y,l) — mit einem 
im Endlichen gelegenen Mittelpunkte ist bei schiefwinkligen Parallel- 
coordinaten gegeben durch: 

(flu — o^cos u?)u* + (0|i cos w — a„)v* -H (o,, — flu)«» —» 0. 

Folgt aas (46), S. 96. £s ist flbrigens klar, dass mit den un- 
endlich fernen Punkten auch die Richtungen der Hauptaxen gegeben 
sind, abo die Winkel, unter denen diese Richtungen gegen die Coordi- 
natenaxen geneigt sind. 
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122, Die Äxe der auf schiefwinklige Parallelcoordioftten 

mit dem Axeuwinkel tc bezogeuea Parabel ') f{z, y, 1) -» ist gegeben 
dnrch jede der folgenden zwei Gleichungen 

(<*ii — ^t *^08 w)x + (a,g — a„ coB U!)y 
_i_ (°ii + <Hi — agiiCO»'o)(ai, — a,»coa«o) + -^„ain '«' . 

"*" n.. 4- a.. — So.. CM «0 ■ = U, 











1.+ 


«tl- 


-Sa„o 


M iO 








(",.- 


- fl„ 


|C08 


»)» 


+ (»,. 


,-ii.,co««.)y 




(«,, 


+ 


«t. - 


-!a„ 


,0011 


»)(., 


. — ".. 


oo.t.) + A,.m' 


' w 



Speciell fOr rechtwinklige Goordinaten erhält man 

oder auch (falls z. B. Oj] °= a^, —> 0): 

Die obigen Formeln folgen beide aua (67), S. 103 und zwar die 
erste durch die Subatitation u,°=u, — 0, «, = 1, die zweite dnrch 
Ui^Ug = 0, Uf=l; selbatverBtäüdlich hat man aach die 8.8 an- 
gegebenen Relationen bei Bchiefwinkligec Paralleleoordinaten za be- 
nntzen. Man kann beiden Formeln auch folgende Gestalt geben: 

(on — o^ cos w)x + (»1» — "m cob w)y 
, («11 — «1, coa ») («1, - a„ CQg w) + (a,, — a„ eoa to) (a,, - n,, a otj g ^ „ 

(«IS — a,i cos tc)x + (ö„ — Ol, cos w)y 
■ ("ii — "li CO» tc) (a,, — a , , coa le) -f (n, , — a,, coa «c) (o,, — a , , coa to) - 
"•" a„ + a„~aa..cOBW "" "• 

Auf Gnmd der Relation 0^0^ — Ou* = lassen sich alle die 
hier angegebenen Gleicbongen für die Axe in einander QberfUhren. 

123, Die Gleichung der Scheiteltangente der auf schiefwinklige 
Paralleleoordinaten {Xi'.x^-.Xg^xxy: 1) mit dem Axenwinkel w be- 
zogenen Parabel') f(x, y, 1) «> lautet: 

(^18 + Äti cos w)x + (j1„ + ^„ cos te)y 

- («H. + « » - g".. '='>« ") (^.t + ^. . + g A. "oa «) _ „ 

2Ca„ + o„— 2a„co8«j) 

Ergibt eich aus der Gleichung (69 a), S. 105 fOr das Product aus 
der Scheiteltangente in die unendlich ferne Gerade, indem die Glieder 



+ = 



1) Die Gleichiug der Directriz wird in (212)— (244) gegeben. 

Oandalfliiggr, ToiloltUiBeiu 1! 
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mit x^,x^,XiX^ nuumelir wegfallen, so dass sicIl x^ auBScheiden lässt. 
Spedell für rechtwinklige Coordinatea erhält mao 

124. Bei achiefwinkligen Parallelcoordinaten ist der Parameter 2p 
der Parabel f{x, y, 1) = gegeben durch 

Folgt BDa der io § 10 und § 11 erwähnten allgemeinen Formel 
2p -= -j^ , p* = — T" ^^ ^«ii Parameter der Parabel. 

135. Der Parameter der Parabel in Linieocoordinaten ^(a,u)^=0 
ist allgemein gegeben durch 2j> =si j^^ — ; l/ -"" '. • 

Ergibt sich aus der Formel fOr den Parameter der Parabel bei 
Pnnktcoordinaten , wenn man eich zuvor f](u,u)i— in Punktcoor- 
dioaten übertragen denkt. 

Speciell für schiefwinklige Parallelcoordinaten findet man 



l/-(A„ + A„-2A„coa«.)' 

126. Die zwei Brennpunktepaare der auf schiefwinklige Parallel- 
coordinaten bezogenen Gurre zweiter Ordnung ({x, y, 1) ■- sind ge- 
geben ^uch die Gleichungen: 

Bin* w ■ X' F(u, V, 1) — Ä(u' + v' — 2tt« ■ cob w) =- 0, 
sin' w • X"F{u, V, 1) — A(ii* + "* — 2«« • cos w) ^ 0, 
wobei A', K" die Wurzeln sind der quadratischen Gleichung 

l* sin' w — A(a„ + «m — 20^ cos w) + (^i^ — "u* •«= 0. 
Folgt sofort ans (14), S. 113. 

Speciell im Falle der Parabel erhält man für das Prodnct der 
Gleichungen des im Endlichen und des im Unendlichen gelegenen 
Brennpunktes den Ausdruck 
C**!! + "Hj ~ 2o,, cos w)F(«, «, 1) — A(u* ■\- V* — 2«» - cos m') ^ 0. 



127. Die Bedingung dafür, dass zwei Kegelschnitte 
/■(«, x) =^ ^ OitXiXi — 
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s 3 



?(*,«) -_2 2' '■"""-° 



einander ähnlich seien, ist > ^ '■ - =■ Tr^-4r- 

' [o- "»r [6. <^] 

Nach S. 112 mass das Yerhaltniss i.':X" oder, was auf dasselbe 
hinauBkommt, der Winkel der beiden Asymptoten derselbe sein; mit 
Anwendung von (6), S. 111 ergibt sich die obige Bedingung. 
Speciell fUr schiefwinklige Farallelcoordinaten erhält man 
-^uihi + *M ~ 2t,j cos Mj)' = ^S8(ö,i + ajj — 2o,, cos w)*. 

128. Aehnlicbe Kegelschnitte haben gleiche numerische Eicen- 
tricitüt. 

Folgt daraus, dasa die Yerhältnisse der Längen der Hanptaxen 
einander gleich sind. 

129. Zwei Kegelschnitte sollen ähnlich Hegend genannt werden, 
wenn ihre Hauptaxen gleiche Kichtung haben und wenn die ans einem 
unendlich fernen Funkte an beide Gurven gezogenen Tangenten gleich- 
seitig reell oder imaginär sind. Wann sind diese Bedingungen erfQllt? 

Die unendlich fernen Punkte der Hanptazen mQasen fOr die zwei 
Kegelschnitte f(x, x) = und g{x, x) •= dieselben sein; sie sind fQr 
f(x, a:) — ■ nach (46), S. 96 gegeben durch ^ + (|— ftwj -= 0, 

s 1 
also durch eine Gleichung von der Form^ ^y«»*«» — 0, während 

man bei dem anderen Kegelschnitt einen analogen Ausdruck 



erhält Die unendlich fernen Punkte der Hauptaxen sind also die- 
.elben, wenn Jl - Ju - ^ - Jl - ^ - Ji. 

'll "ll "it "1> ^11 '» 

Die ans einem unendlich fernen Punkte y au beide Gurren ge- 
zogenen Tangenten sind nach (52) gleichzeitig reell oder imaginär, 
wenn Af(y,y) und Bg(y,y) gleiche Vorzeichen haben; die yi haben 
die Gleichung ji^ »= zu erfOlten. 

Speciell bei schiefwinkligen Parallelcoordtnaten werden die Be- 
dingungen: 
-, "it — «11 cos K "ii — °it "it ~- °n p"' " 

' il|, — 6n 008 W &,, — 6,, &,j — t,j COB V) ' 

2) ^(ffuyi' + Soity.Ä + ffwt/.O «°d BC^iJ/i' + söisi/iy, -t-Mt*) 
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müssen gleiche Vorzeichen habe» bei völlig willktlrlichen Wertben 
Ton y, und y^, also z. B. Aa,i und Sb^ oder auch Aa^^ and ,Sfr„ 
mllSBen je gleiche Vorzeii^en haben. 

130, Unter welchen Bedingungen sind zwei EegelBchnitte ähn- 
lich und ähnlich liegend? 

Vor Allem müeaen beide nach (137) und (129) gleichen Aajmp- 
toteuwinkel und gleichgerichtete Hauptaxen besitzen, d. h. ihre Asymp- 
toten messen einander parallel sein, oder die Schnittpunkte der beiden 
Kegelschnitte mit der unendlich fernen Geraden mfissen dieselben sein. 
Ferner ist nach (139) erforderlich, dass die von Einern unendlich fernen 
Punkte an beide Gurren gezogenen Tai^enten gleichzeitig reell oder 
imaginär sind. 

1) Die Schnittpunkte der anendlich fernen Geraden mit f(x, x) — 
und mit g(x,x)=~0 sind nach (53a), 8. 34 dieselben, wenn 

(p') ■(»:) -""»'•. 

welche Werthe auch die ui haben mögen. 3) Als weitere Bedingung 
erhält man aua (129): Äf(y,y) und Bg(t/,jf) mOsseo fOi j/i ala Coordi- 
naten eines unendlich fernen Panktes gleiche Vorzeichen haben. 
Setzt man 

so wird die Bedingung 1): ^ = tii ^1^ ^^ = ^=^^. 

'il "n *ii 'u *n *« 

Die Bedingung 1) liease sich auch in folgender Form aussprechen: 
Ist /(«, x) B die Gleichung des einen Kegelschnitts, so musa die- 
jenige des anderen von der (für Beweise geometrischer Sätze wichtigen) 
Form sein */"(«, x) + pij, •= 0, wo ji, «= die unendlich ferne Ge- 
rade, fi ^ eine zweite Gerade darstellt and A einen von Null 
Terschiedenen Parameter bezeichnet. 

Speciell ffir schiefwinklige Parallelcoordinaten werden die Be- 
dingungen 1): ^['=f' = ^- 



131. Das Prodnct a*b* aus den Quadraten der halben 
Axeii der Ellipse oder Hyperbel f(x, x) = ist gegeben darch 
die Formel 



xF'^.p) 
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Folgt aas (2), S. 110 bei BinfBbrung tob x « 4 ; jF(p, p), 
X'X" =tF{p,p). Speciell bei schiefwinkligen Parallelcoordinaten ist 



Da der FlScheninbalt E tfner Ellipse, wie in der Integralrech- 
nni^ gezeigt wird, gleich abn iat, ergibt sich: 

132. Der Inhalt der Ellipse f{x, x) — 0, (F(.p, p) > 0), ist gegeben 
cb die Formel E -= 

coordinaten ist £ ■=> - 



durch die Formel E •=■ ^■- - : bei schief niDklisen Parallel- 



133. Für das Prodact a*1^ aus den Quadraten der halben 
Axen der Ellipse oder Hyperbel q>(u,u)'=0 hat man die 
Belstion 

speciell bei schiefwinkligen Parallelcoordinaten ist o*6* ■= — — j — 
Folgt aus (131), indem man sich die Gleichung ip(u,u) ^0 in 

Punktcoordinaten Obertragen denkt. 
Hieraus ergibt sich wie bei (132): 

134. Der Flächeninhalt der Ellipse g>(u, «) ~ 0, (^<p(p, p) > 0), 
ist gegeben durch die Formel JE"» ■. bei schiefwink- 

ligen Parallelcoordinaten ist £ — - ■■ " .■=^^ ■ 
<Ht V«» 

135. Die Summe, bezw. Differenz der Quadrate der halben Axen 
der Ellipse, bezw. Hyperbel f(x,x) = iat: 

« ±0 =» ^FHp,p) 

Nach S. 110 ist a*+h' "(f + r) *^W"^ ' •"'* 

Hilfe von x-=» A:F(p,p), A'+A"— [«,»], l' X" = t F(p, p) erhSlt 
man die gewflnschie Formel. 

136. Die Summe, bezw. Differenz der Quadrate der halbea Axen 
der Ellipse, bezw. Hyperbel 9(«,h)^^7 ^*O(tM(«t"=0 ist: 
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Folgt aua (135), indem man sich die Gleicliimg tp(n, u) => in 
Punktcoordinaten Qbertragen denkt, 

137. Ist f{x, x) =^0 die Gleichung eines Kreises, so ist der 



Radius r desselben gegeben durch r* *= 



[ü,m]-F(p,py 



Ergibt sich aas (135), indem man a=^b = r setzt und von der 
nach (44), S. 95 im Falle eines Kreises bestehenden Relation 

[o,id]»-4tJ'(P,P) = 
Gebrauch macht Vgl. auch (55), S. 100. 

138, Ist ^(v,u)*-=-0 die Gleichung eines Kreises, so ist der 

, oder auch durch 



»^ = ; 



- [A, »] 



2ig)'(j»,p) 

Kann ans (137) abgeleitet werden, indem man 9i(u, u) = in 
eine Gleichong in Punktcoordinaten <t>(x, x)<=>0 verwandelt; folgt 
aber auch aus (136). Die zwei angegebenen Werthe too r* kennen 
vermöge der im Falle eines Kreises bestehenden Relation 

in einander Qbergeftlhrt werden. 

189, Man bilde die Invarianten Ä, F{p, p) und [a, a] für die 
Gleichung des dem Goordinatendreieck amschriebenen Kegpischnitts 
mii dem Mittelpankte y. 

Unter Anwendung der AbkQrznng r , ^ — Ä Vi + PiVs + PtVt . 
^w=Piyi—Pay»+Piys, ^^PiVi+Ptyi—PtVa «t die Gleichmig 
der Curve nach (28): /"(a:, ir) = 2(yi»-ja:ja:3 + y,s^fl:ga^ + y,^a-ja;j)™0, 
und man findet alsdann 

A = 2yiy.y,r,Sj(y, F{p,p) =p^r,s,t„ 
[a, »] = 2(y,»-„a.M + y,s,aj, + yj^,»,,)- 

140, Die analoge Aufgabe fßr den dem Coordinatendreiseit ein* 
geschriebenen Kegelschnitt mit dem Mittelpunkte y. 
Die Gleichung dieses Kegelschnitts ist nach (29) 

<p{u, «) = 2(ftryU,Ws + p,Sj,MgU, + PsijpWjM,) « 0; 
alsdann findet man 

A = 2j),p,Par-,6^*y, ^(p,p) — 2p,Pi,P(P^, 
[A, o] = — V»!!*"»'— VwjiV — i's'0'S3'/+ ^PiPtffluV» 
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oder auch 'tPiPtPiiPL'''iiy*'hPt^!iiyi^'\'Pi'''iiy/)} wenn die Grössen 
(Dj,, ojgj, öjj mit Hilfe der Relationen (o'(p,) ■= eliminirt werden. 

141. Die analere Aufgabe für diejenige Gurre zweiter Ordnung, 
die das Coordinatendreieck zum Poldreieck hat. 

Die Gleichung des Kegelschnitts ist nach (30) 

PiVtVs^' + PtViVi^i^ +PsViV.^i* — 0; 
«Isdana wird A -^ p.p^p^yi^y^^y* , F{jp,p) = pyPtViyiV%ytP», 
[a, ra] — ay^p^y^y^ + ««ftJ/sJ/, + ot^PtViVt- 

143. Die analoge Aufgabe fQr diejenige Curve zweiter Classe, 
die das Coordinatendreiseit zum Poldreiseit hat^ 
Die Gleichung des Eegelschnitte ist nach (31) 

daher findet mau f< — Pi' Pt' Pt yiViV,, viP, p)='PiPiP3pii' 



Man beweise nachsteheuden Sats von Steiner'): 

143. Die Mittelpunkte aller einem Dreieck umschriebenen Eegel- 
schnitte, für welche das Prodnct ihrer Halbaxen constant ist, liegen 
auf einer Gurre sechster Ordnung. 

Das Product U der halben Axen der Gurre f{x, x) ~- ist nach 
(131) gleich —^=.- -.; durch Substitution der in (139) gefundenen 

Werthe von A und F(p, p) erhält man fflr den Ort der ftfittelpunkte 
die Gurve sechster Ordnung 

JpTPt'r.j8,t, — ^ViV^Vi — 0. 

Die DisGussion dieser Gleichung m5ge dem Leser Dberlaasen sein; 
nur werde bemerkt, daas Steiner in seiner Abhandlung verschiedene 
Skizzen Ton dem Verlauf der Gurve gibt. 

Von Steiner rtlhrt auch der folgende Satz her; 

1) „Teoremi relativi alle coniche inscritte e oircoBcritte", Journal fflr die 
reine nnd aogewandte Hathemntik, Bd. SO, S. 00, 1B46, oder Qiornnle aroadioo di 
Roma, Bd. »9, S. 147-161, oder „Oesammelte Werke", Bd. S, S. SSl. 

Ein Beweis dieses and mehrerer dei folgenden Sütse findet aiob aach bei 
anderen Antoren, besooders aber in einer Abhandlung tod Gioo Loria: „Stodi 
Bulla teoiia delle ccordinat« triuigolari e aalla geometria analitioa di un piano 
nello ipaiio", Giomale di Matematiche, bragg. von G. Battaglini, Bd. 24, S. 164 
—241, 1886. 
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144. Die Mittelpunkte aller einem Dreiseit eingeacbriebenen Kegel- 
schnitte, fQr welche das Product J ihrer Halbaxcn constaut ist, liegen 
auf einer Cuire dritter Ordnung^). 

Bei gleicher Behandlung dieser Aufgabe wie im rorhergehenden 
Beispiel erhält man als Gleichung der Curve 

^J^tPiP^PtPy'^ — faSyty = 0. 

146. Die Mittelpunkte aller Corven zweiter Ordnung, die ein 
gegebenes Dreieck zum Poldreieck haben und bei denen das Product 
der Halbaxen constant ist, liegen auf einer Curve dritter Ordnnng. 

Wählt man das betr. Dreieck zum Coordinatendreieck, so ist die 
Gleichnng des Kegelschnitts nach (30): 

fty»?»«!* + Ayii/i V + PiViVi^h* =« o- 

Für das Product P ^ o6 der Halbaxen besteht nach (131) die Relation 
P* mm — =j- ; ; andrerseita ist nunmehr 

Ä ~= PiPiPiVi'yt'y,', F(j), p) ^ PiPsPiyiViViiPiyi -hp^yi +p,yt), 

daher erhalt man als Gleichung der Gnrve 

F'^PiPtPaiPiVi +i'»yi +fty3)' - yiyaVa = 0- 
Ans den drei vorhergehenden Aufgaben ergeben sich sofort die 
drei fönenden Sätse: 

146. Der Inhalt der dem Coordinatendreieck umschriebenen Ellipse 
mit dem Mittelpunkte y ist .B — — ^MM=- 

Denn der Inhalt einer Ellipse ist bekanntlich gleich dem mit x 
mnitiplioirten Producte der Halbaxen. Vgl. (157). 
Ebenso folgt: 

147. Der Inhalt der dem Coordinatendreieck eingeschriebenen 

Ellipse mit dem Mittelpunkte y ist gleich '^ " " ' , ■ - «. 

^PiPtPtP,V^P, 
Endlieh folgt: 

148. Der Inhalt derjenigen Ellipse, welche das Coordinaten- 
dreieok zum Poldreieck und den Punkt y zum Mittelpunkt hat, ist gleich 



PpV^PiPiPt^v 

1} Steiner a a. 0. 
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In genau derselben Weise wie bei (143), (144), (145) erhält man 
nDter Anwendung der Relationen (135) und (136) die folgenden drei 



149. Die Mittelpunkte aller einem Dreiect (Coordinatendreieck) 
umschriebenen X^elscbnitte, fflr welche die Summe oder Differenz 
(je nachdem die Curve Ellipse oder Hyperbel) der Quadrate der Halb- 
axen o* + ft* constant ist, liegen auf der Curve fönfter Ordnung^) 

wobei e — o» + 6'. 

160. Die Mittelpunkte aller dem Coordinatendreieck eingeschrie- 
benen Kegelschnitte, fQr welche a* + {>* = Q constant ist, liegen auf 
dem Kreis tQp,i»,fijp/ + (Pi^tayi' + Pi'^ixVi + Ps^,»ys') •= 0.*) 

Derselbe ist mit demjenigen Kreia concentrisch, der das Coordi- 
natendreieck zum Foldreieck hat (75); denn die Gleichungen beider 
unterscheiden sich nur um ein Glied mit py\ 

161. Die Mittelpunkte aller Kegelschnitte, die ein gegebenes 
Dreieck zum Poldreieck haben und bei denen a* + J^ •= Q constant 
ist, liegen auf dem Kreise 

tQpiPtPiPy* + (WiiPiysyi + ojaPtViVi + "M^^yiy*) = O- 

Derselbe ist mit dem umschriebenen Kreise des Dreiecks (73) concen- 
trisch, denn die Gleichungen beider unterscheiden sich nur am ein 
Glied mit py*. ■) 

152. Man beweise nachstehenden Satz von Steiner*): 
^Unter der unendlichen Menge Ton Kegelschnitten, welche einem 
gegebenen Dreieck sich einschreiben lassen, sind nur immer je 6 und 
6 einander gleich (congraent); die Mittelpunkte tod je 6 gleichen 
Kegelschnitten liegen in einem Kreise, nnd alle diese Kreise haben 
einen ausgezeichneten Punkt des Dreiecks zum gemeinsamen Mittel- 
punkte." 

1) Dm Aggregat Jir^,»;, + yjS^a.^ + y,*,«»,, = in der Gleichung der 
CnrTe C. Ordnung riellt nach {16fi) den logenannteii Feaerbooh'scheo Kreis dei 
Dreiecks dar. 

2) Vgl. Paul Serret „Qäomätrie de Direction", Paris 1869, S. 77f. und 
8. 145, coroUaira ni. 

8) Paul Serret, b. a. 0., S. 1B6, corollaire HI. 

4) „Lehrs&tce und Aufgaben", Journal fOr die reine nnd angewandte Mathe- 
matik, Bd. 30, S. ST8, 18i6, oder auch „Oeaammelte Werbe", Bd. 8, S. S46. 
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Die Mittelpunkte aller eingeschriebeneu Eegelscbnitte, für «fllcbe 
das Product a^V aus den Quadraten der Halbazen constant ist, liegen 
nämlich nach (144) auf einer Curre dritter Ordnung; die Mittelponkte 
der eingeschriebeDen Kegelschnitte, für welche «* + &'■- const, liegen 
nach (150) auf einem Kreise, der mit demjenigen eoncentriach ist, für 
welchen das Dreieclr ein Poldreieck ist. Der Kreis und die Curre 
dritter Ordnung schneiden sich in 6 Punkten; dieselben sind also 
Mittelpunkte eingeschriebener Kegelschnitte, für welche d'b', andrer- 
seits a* + ^' denselben Werth hat; diese Kegelschnitte sind daher 
coDgment. Aus (7ö) folgt noch, dass der oben genannte „aosgezeicb- 
nete Punkt des Dreiecks" der Höhenschnittpunkt ist. 

153. unter der unendlich grossen Anzahl ron Kegelschnitten, 
die sieb einem gegebenen Dreieck umschreiben lassen, sind je 6 ein- 
ander gleich. 

Wir haben hier, ähnlich wie bei der vorhergehenden Aufgab^ 
auszugehen von den Gleichungen 

(rgl. (131) und (135)); aus ihnen folgt 

(a* ± h')A + a'V- [a, a]F(p, p) = 
sowie (a* + h*)TF(p,p) — o*6'- [o, m]' — 0. Die eine dieser beiden 
abgeleiteten Gleichungen ist in den CoefGcienten des dem Coordinaten- 
dreieck umscfariebenen Eegelscbnitts 

fix, x) = 2(fljjic,fl^ + a^iX^Xi + «IS 2^1 r») ■= 
Tom dritten, die andere vom zweiten Grade. Aus beiden würde man 
also {Qx die Verhältnisse der CoefScieuten sechs Werthe erhalten. 

«154. Man beweise nachstehenden Steiner'schen Satz nber 
Kegelschnitte, von denen der eine einem Dreieck (etwa dem Coordi- 
natendreieck) umschrieben, der andere eingeschrieben ist^): 

„Sollen die beiden Kegelschnitte gleichen Inhalt haben, oder sollen 
die Producte ihrer Halbaxen gleich sein, so besteht der Ort ihres ge- 
meinsamen Mittelpunktes p aus zwei verschiedenen Curven dritten 
Grades F' und Pi'." 

„Die eine dieser Curven, P', ist in der Art speciell, dass ihre 
drei Asymptoten sich in einem Punkte und zwar im Schwerpunkt des 
Dreiecks schneiden, und dass dieselben zugleich Wendetangenten 

I) „TermiBchte S&tie and Äntgaban", Journal fflr die reine und angewandte 
ftUthematik, Bd. 66, 3. usf., 1868, oder „Qeiammelte Werke", Bd. a, S. eS9. 
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(Weodeasj'iiiptoteii) und zudem den Seiten des Dreiecks parallel sind. 
Die drei hjperbelartigen Zweige der Curvö liegen in den drei Räumen 
über den Seiten des Dreiecks und berQbren die respectiven Seiten in 
ihren Mitten. FQr jeden Punkt p in dieser Curve sind die zugehörigen 
Kegelscbnitte Hyperbeln." 

„Die andere Curve, P,', besteht aus zwei getrennten Theilen, der 
eine ist ein sogenanntes Oval und der andere hat drei hjperbelartige 
Zweige; das Oval liegt innerhalb des Dreiecks und berührt dessen 
Seiten in ihren Mitten; der andere Theil bat die Seiten des dem ge- 
gebenen Dreieck parallel nmachriebenen Dreiecks zu Asymptoten und 
seine drei Zweige liegen in den Scheitelwinkeln dieses Dreiecks. Fflr 
jeden Punkt p in diesem dreizweigigen Theil sind die Kegelschnitte 
Ellipsen, dagegen filr jeden Punkt des Ovals sind dieselben Hyperbeln." 

Man hat die Gleichungen (143) und (144) nach TJ* und J' auf- 
znlSsen; durch Gleichsetzen der beiden Werthe erhält man eine Glei- 
chung, die in das Product der beiden nachstehenden durch das 
Vorzeichen des Elammerausdrucks sich unterscheidenden Gleichungen 
zerfällt: 

4p, p^p^y^y^vt ± tySytf = 0. 

Die nähere Discussion dieser Gurren sei dem Leser überlassen. 
Nur mögen zur Erleichterung des Beweises der oben angefahrten Be- 
hauptungen Steiner's einige Andeutungen gegeben werden. 

A) Die dem negativen Vorzeichen entsprechende Curve ist die 
von Steiner mit i" bezeichnete. Die Schnittpunkte der unendlich 
fernen Geraden mit den Seiten des Coordinatendreiecks sind Wende- 
punkte der Curre, und zwar haben die drei „Wendeasymptoten" bei 
Anwendung barycentriscber Coordinaten (j), =Pi "^Pt) die Glei- 
chungen — 2y, + y» + »8 = 0, pi— 2j/j 4- yj = 0, y, + y. — Sy, = 0. 
Diese drei Geraden sind den Seiten des Dreiecks parallel und schneiden 
eich im Schwerpunkte Pi = y^ =■ yj ; die Mitten der Seiten werden 
von der Curve berührt. Endlich zeigt die Einführung der Abstände 
gl, fjTj , q^ des Punktes y tod den drei Seiten des Coordinatendreiecks 
AiA^A^, sowie der Abstände Qi,qtt9i '^^^ ^^^ Seiten des parallel 
eingeschriebenen Dreiecks A^A^A^ (vgl, auch (32)), dass die CurTe 
nur in den tetragonalen Feldern verlaufen kann, und zwar nur in dem 
Winkelraam zwischen je zwei sich in das betr. Feld erstreckenden 
Wendeasymptoten. Die Gleichung der Curve erhält nämlich bei Ein- 
führung der 3 und g' die Gestalt q^^q^q^ = Sg/j/^j'; untersucht man 
diese Gleichung mit BerQcksichtiguDg der Vorzeichen der q und ^ in 
den verschiedenen Theilen der Ebene und beachtet hierbei, dasa die 
Punkte AI, A^, J,' Berührungspunkte sind, sowie dass die oben er- 
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wähnten durch den Schwerpunkt gezogenen Parallelen eu den Seiten 
Wendeasymptoten darstellen, so zeigt eich, dass die Gurre aus drei 
im Unendlichen zusammenhängenden hyperbolischen Zweigen besteht, 
die in ihrer Gesammtheit als ein einziger Zug aufzufassen sind. — 
Nach (32) und (33) sind die zugehörigen Kegelschnitte Hyperbeln. 
6) Auch die dem positiven Vorzeichen entsprechende Curre 

hat drei unendlich ferne Wendepunkte; hier haben jedoch die Wende- 
aeymptoten bei Anwendung barycentrischer Goordinaten die Gleichnngen 
A + y» ^ ö, Ja -f- y, ^ 0, !/! + ?»■= 0, sind also die durch die Ecken 
des Goordinaten dreiecks parallel zu den Gegenseiten gezog^ien Ge- 
raden. Die Seiten des Dreiecks A^Ä^Af werden in ihren Mitten von 
der Gurre berührt, aber nicht wie zuvor durch drei hyperbolische 
Zweige, sondern durch ein innerhalb A^A^A^ liegendes und A^'A^'A^' 
umschliessendes Oval. Es folgt dies aus der nunmehr giltigen Glei- 
chung gi$]^ — — 2g,'3j'g('. Bei Berücksichtigung der Vorzeichen 
der q und q', sowie des ümstandes, dass die Curve die Seiten des zu 
AiA,Ai gehSrigen parallel umschriebenen Dreiecks ta Wendeasymp- 
toten hat, folgt, dass die Curve aus dem eben genannten Oval besteht 
und überdies noch aus drei hyperbolischen Zweigen, die in den äusseren 
trigonalen Feldern des parallel umschriebenen Dreiecks verlaufen und 
als ein im Unendlichen zusammenhängender Zi]g aufzu&ssen sind. — 
Nach (32) und (33) sind die dem Oval zugebSrigea Kegelachoitte 
Hyperbeln, die den hyperbolischen Zweigen zugehSrigen Gurven Ellipsen. 

155. Aehnlich wie zuvor kann aach ein Satz von Steiner Ober 
gewisse Paare von Kegelschnitten bewiesen werden^). Man denke 
sich in einer Ebene irgend zwei Dreiecke ABC und 889S gegeben, 
„80 ist jeder Punkt p der Ebene zugleich der Mittelpunkt von zwei 
Eegelschnitten P* und Pj*, die dem ersten, und von zwei Kegel- 
schnitten $' and $,^, die dam anderen Dreieck beziehlich um- und 
eingeschrieben sind", Steiner behauptet nun: 

„Sollen entweder die beiden Kegelschnitte 

P* und ^', oder P,* und 9ß,», oder 1" und %* 
gleichen Inhalt oder gleiches Axenproduct haben, so ist der Ort des 
Punktes p beziehlich eine Gurve neunten, dritten, sechsten Grades." 

Zum Beweis dieses Satzes hat man nur nöthig die in (143) und 
(144) abgeleiteten Gleichungen für den Punkt p zweimal aufzustellen: 

I) A. a. 0., im Journal für die reine vnd an^ewuidte Hathematik Bd. 65, 
S. 372, in den „Qfliammelteu Werken" Bd. 2, S. 6TB. 
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einmal bezogen auf das Dreieck ASC mit dem Inhalt A, dann auf 
das Dreieck SSSS mit dem Inhalt £, in welch letzterem Falle die 
Coordinaten von p durch ))^, Q, , Q^ bezeichnet werden mögen. Diese 
Gleichungen sind nun nach IP, bezw. J* aufzulösen and die erhaltenen 
L&sungen so gleichzusetzen, wie es in dem Steiner'schen Satze Ter- 
langt wird. FDhrt man ferner statt der den Dreiecken A nnd £ zu- 
gehörigen Conatanten r und r' die Inhalte ein Termoge der Formeln 
r=T-vf, ''^r^> ^^ erhält man, den obigen drei Fällen ent- 
sprechend, bei Benutzung barjcentrischer Coordinaten die drei Glei- 
chungen: 

1) AV.Vs'y.*t- Vi + ^2 + 9>) (9. - 9. + 9e) C9i + ^ - 9,) = 

- (i*3)»9.*tii*9i'C- yi + y> + y») (y. - y» + yO (yx + y. - y.) , 

2) A*(— yi + y, + yg)Cy, — y, + y,)(y, + ys — y,) — 
„ p3S3.(_ ^, + 9, + 9,) (9^ _ 9, + 9,) (9^ + 9, _ 9,), 

3) 16 A'yi^yjV»' — (*' S)'(- y, + », + y») (y, — yj + y^yi + y» — y») 

•(-9i+9i+90C9.-9i+9,)(9i + 9.-W, 
wobei die ^j lineare Fanctionen von y^, y,, y, sind, deren CoelB- 
cienten durch die Lage des Dreiecks 3139S im Yergleich zu ASC 
bestimmt sind; es ist etwa (ähnlich wie bei (4), S. 15) 

/*9i — «lyi + ogy» + oiya 
(»9« — hvi + hy» + h^i 

**9i — c,yi + c,y, + c,yg 
and jedenfalls, da wir barjcentrieche Coordinaten zu Grunde legten, 
f^(9i "H ^ ~f~ 9i) *= yi + yi + ys I vorausgesetzt, dass fi und die o, ii, c 
analog definirt sind wie S. 15. 

156. Es sei J*^ah das Product der Halbaxen eines dem Dreieck 
ABC eingeschriebenen Kegelschnitts, ferner seien A^, W, C die Mitten 
der Seiten dieses Dreiecks und r der Kadius des ihm umschriebenen 
Kreises; sind alsdann <;,', 3,', q^ die Abstände des Mittelpunktes y jenes 
Kegelschnitts von den Seiten des Dreiecks ÄSC, so gilt stets die 
Relation J' = ^rj/j^'j,'.') 

Wir wählen das Dreieck ABC zum Coordinatendreieck und nennen 
qi,it>9» <^^^ Abstände des Mittelpunktes y des Kegelschnitts von den 

1) Vgl. Steiner: „Teoremi relatiri alle coDiche imcritte e ciroOBCritte", 
Jonmal fdi die reine and aagäwaadte Mathematik, Bd. 80, S. 97, 1846, oder 
Gioniale arcodico di Borna, Bd. 99, 9, 117—161, oder „Geaammelte Werke", 
Bd. t, S. 8S9. 



Digilizodby Google 



302 Anhang ra % 10-13. Nr. 16G— 163. 

Seiten; alsdann ist nach (6), S. 3 !/i*™~t^ o^^'^ ^^i Anwendang 

q,(t/, + y« "H ym) 

barycentrischer Coordinaten Vi =- ■ > — t • Durch EinfBhmng 

"( 
dieser Werthe in die bei (144) &ufgeat«llte Gleichung erhält man die 
Relation «■.-3.(-|+* + fi)(|;-Ä + a)(|; + &_^), 

und unter Benutzung von v "^" ^ "1" ^ "" ^ » sowie Yon -^ — Ji =" j/, 

ergibt sich iJ't-J^ J.-,,V.' _ ^ od.r J' - ^^^^ • 

Nach (21), S.61 iat aber nunmehr r^ k.k.h. ' ^^^^ J'^4''3i'ffi'Sa'- 

Im Fall einer Ellipse folgt fOr derea Inhalt E sofort die Relation 

167. Ea sei U das Froduct der Halbaxen eines dem Dreieck 
ABC umschriebeueu Kegelschnitts, r der Radius des umschriebeDen 
Kreises; ferner mögen qi und gi, (»-"1,2,3), für den betr. Kegel- 
schnitt die analoge Bedeutung haben wie in (150) fOr den ein- 
geschriebenen Kegelschnitt, so gilt stets die Relation ü' = ''^', *■, *^ . ') 

Folgt aus (143) in gleicher Weise wie (156) ans (144). 

Im Fall einer Ellipse erhält man für ihren Inhalt E die Relation 

9i'9.'ai' 
Diese Formel folgt auch aus (146), wenn man (1), 8. 9, ferner (22), 
8.61 und die Relationen wie a{ — Pi, P%) Pt) ^ ^"'nPi* benutzt 

168. FQr zwei concentrische Kegelschnitte, deren einer dem Drei- 
eck umschrieben, der andere eingeschrieben ist^ folgen aus (156) und 
(157) die Relationen JD"— ± 2»-ff,ff,2, und ?^ =- + -^'>-, ■») 

169. Sind J' und V die analogen Ausdrucke fQr das parallel 
eingeschriebene Dreieck Ä'JB'C', wie J und U für das Dreieck ABC, 
80 gilt die Relation AJ'TT— + J».') 

1) Steiner, a. a. 0., im Journal fSr die reine und angewandte Mathematik 
Bd. 30, S. 98, oder „Oeaammelte Werke" Bd. 3, S. 830. 

2) Vgl. Steiner „Vermischte S&tza aad Anfgabea", Joamal für die reine 
und angewandte HathemaUk, Bd. 66, S. 364, 18ti8, oder „OeaammeUe Werke", 
Bd. 8, S. 670. 

S) Siehe die FuiBootc 1}. 
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Denn der BadiuB des d«ni Dreieck ÄSC nmschriebeneii Kreises 
ist halb BD gross als der Radios des nmschriebenen Kreises von ABC, 
also —; daher ist nach (158) -TD'— + »-2/3,' g,', wofttr nach (156) 
auch -7- J* gesetzt werden kann. 

160. Eb sei P das Product der Halbaxen derjenigen Cnrre 
zweiter Ordnung mit dem Mittelpunkte y, fQr die das Coordinateo- 
dreieck Foldreieck ist; bei gleicher Bezeicbnungsweise wie in (156) 
gilt alsdann die Relation P* — ■ Srqig^q^. 

Nach (145) ißt P' — , ^'^^' — x r.i ™it Benutzung 

der Formeln — — — (ygl. (6), S. 3), sowie der Relation t = ^ — 

Pf «( "'i'i'tPxPtPt 

(vgl. (22), 8. 61) folgt die gewOnschte Gleichong. 

161, Hat man drei conceotrische Kegelschnitte, von denen der 
eine ein gegebenes Dreieck znm Foldreieck hat, der zweite ihm ein- 
geschrieben, der dritte umschrieben ist, so besteht zwischen den Pro- 
ducten P, J, ü der Halbaxen dieser Kegelschnitte die einfache Rela- 
tion P»-^±JU. 

Folgt sofort aus (158) und (160). Uebrigecs können, wie die 
Resultate in (32), (33) und (34) zeigen, die drei Gurren niemals gleich- 
zeitig Ellipsen sein. 

163. Die Bedingung dafDr, dass die Curve zweiter Ord- 
nung /'(x,x)«0 eine gleichseitige Hyperbel repräsentirt, 
ist [a, (DJ — 0. 

Folgt aus (6), 8. 111, denn die Asymptoten mOssen zu einander 
normal sein. 

Speciell für schiefwinklige Parallelcoordinaten mit dem 
Axenwinkel m erhält man (vgl. (51), S. 98) a^^ -(- a,, — Soi, cos ß) ■= 0. 

163. Die Bedingung dafür, dass die Curve zweiter Glasse 
8 s 
(p(u, u) =^ ^ «(*«(«* ■= 

eine gleichseitige Hyperbel repräsentirt, ist 

[A, m] = A„a„ -{ f- 2A„a„ -\ — 0. 

Folgt aus (114). 
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164. Der geometrische Ort der Mittelpunkt« aller einem Dreieck 
eingeacbriebeneu gleichseitigen Hyperbeln ist derjenige Ereis, fttr 
welchen das Dreieck ein Poldreieck ist. 

Der dem Coordinatendieieck eingeschriebene E^elschnitt 
«1%«» + as«a«i + og«!"! = 
repräsentirt nach (163) eine gleichseitige Hyperbel, wenn 

Bei Einfahrung der Coordinaten des Mittelpunktes verwandelt sich 
diese Bedingung nach (140) in iiiW^yi* +i'iO'jiyj* +fto'i»ya* =-0, 
aUo nach (75) in die Oleichnng des Kreises, ffir den das Coordinaten- 
dreieck ein Poldreieck ist Dieser Ereis ist jedoch nur bei stumpf- 
winkligen Dreiecken reell, also können nur stumpfwinkligen Dreiecken 
gleichseitige Hyperbeln eingeschriebeQ werden. Vgl. auch (324). 

165. Der geometrische Ort der Mittelpunkte aller einem Dreieck 
umschriebenen gleichseitigen Hyperbeln ist ein Ereis, der durch die 
Fuesponkte der H&ben und Mitten der Seiten des Dreiecks hindurch- 
geht (Fenerbach'scber Ereis). 

Die Gleichung eines dem Coordinatendreieck umschriebenen Kegel- 
schnitts ist Ton der Form a^x^x^ + a^x^Xi + a^XiXj ^ 0, Sind nun ff; 
(i -= 1, 2, 3) die Coordinaten des Mittelpunktes, so hat man nach (23), 
S. 25 

<fP» — Ol!/! + «sVi 

XU diesen drei Qleichungen tritt noch die Bedingung der gleichseitigen 
Hyperbel 0^10^ -\- 0310^ + «s'''u '^ ^> vorauf man die Gleichnng des 
gesuchten Ortes durch Elimination von ^, o,, Oj, a, in der Gestalt 
erhält: 

i Pi y, yj 

ft ?« y, 
ft y» Vi 

»^ Oj, «>ij 
d. b. o„Piy,» + «i„Ay,* + »„^8^8* — (ra,ij), + (»a,ft)y,y, 

— Co«Pi + «"mpOj'iS'b — C"i»ft + o>iiPa)y»ys — o- 

Diese Gleichung läset sich auch in die Form bringen 

2(ß>«pjyi* + '».iAy)'+ »isRy»*) 

— (fty. + Ay» +Ptya)i'''t3yi + «»siy» + f^uVa) — o, 
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woraus nach (68) und (75) folgt, daaa sie einen Kreia darstellt. Für 
die Goordinateo der Schnittpankte des Kreises mit der Seite ^i ■>" 
des Coordinatendreiecks erhält man ((i)„y, — (»„y,)(p,yi — i'3J'a)'=0, 
diese Pnakte sind daher nach (11) und (7) der Fusspunkt der zur 
Seite y, »1 gehörigen Höhe nnd die Mitte dieser Seite. Der ohige 
Kreis geht also Überhaupt durch die Mittelpunkte der Seiten und 
Fosspankte der Höhen des Dreiecks; man bezeichnet ihn als den 
Feuerbach'schen Kreis'). 

Eine andere Form der Gleichung dieses Kreises ergibt sich aus 
der obigen unter Anwendong von a'(j>() = und lautet 

f^piVi* + '^siPiVa* + «iiAy«* + «np.yjj's + »«Ai'iyi 

+ tOul^ViSi = 0- 
Eine weitere Form der Gleichung, welche direct aus der Be- 
dingung [o, m] = folgt (Tgl. (139)), ist 

""^yiC— Aft •\-Piyt-^Hy^ + »»^»(Pi!/! —fty» + ?>»») 

+ '»ity»(i'iyi +Piyi — PiVa) — o, 

wobei die Klammerfactoren gleich Null gesetzt, die Seiten des dem 
Coordinatendreieck parallel eingeschriebenen Dreiecks darstellen. 

Die oben angegebene Bedingung der gleichseitigen Hyperbel ist 
übrigens, wie man mit Hilfe der Coordinaten des Hähenscbnittpnnktea 
(17) sofort erkennt, identisch mit der, dass der umschriebene Kegel- 
schnitt durch diesen Punkt hindurchgehe. Hieraus folgt: 

166. Jede gleichseitige Hyperbel, die durch die Ecken eines 
Dreiecks geht, geht auch darch den Höhenschoittpankt des Dreiecks*). 

Ferner folgt umgekehrt: 

167. Jeder Kegelschnitt, der durch die Ecken und den Höhen- 
schnittpunkt eines Dreiecks geht, ist eine gleichseitige Hyperbel. 

168. Verbindet man drei Punkte einer gleichseitigen Hyperbel 
durch Sehnen und legt man durch die Mitten dieser Sehnen einen Kreis, 
so gebt derselbe durch den Mittelpunkt der Curve. 

Folgt ans (165), denn der betreffende Kreis ist der Feuerbach'sche 
Kreis des Sehnendreiecks. 

1) Fenerbacb: „Gigenichaften einiger merkwürdigen Punkte des gerad- 
linigen Breiecka and mehrerer durch sie beBtimmteii Linien und Figaren". Nürn- 
berg 18S2. Vgl. daaelbit besonders die Abachnitte II, IV (g 66), V und VI <9. SaU). 

2) Diege gleichseitigen Hrperbelu bilden daher nach g 14 ein Büachel; ans 
(8), S. 199 folgt alsdann, dass auch die Mitten der drei oberen HOhenabachcitte 
auf dem Fenerbach'schen Kreise liegen. 

GnndsiriiigBr, VarlBuigaa. SO 
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169. Der geometrische Ort der Mittelpunkte aller gleichseitigen 
Hyperbeln, die ein gegebenes Dreieck zum Poldreieck baben, ist der 
dem Dreieck umschriebene Kreis. 

Die Gleichung der Curve zweiter Ordnung mit dem Mittelpunkte jf, 
die das Coordinatendreieck zum Poldreieck ha^ ist nach (30) 

j'iy»yj*i* +pij'jyiV + ft.!'i!'»V = O; 

dieselbe ist eine gleichseitige Hyperbel, venu 

d. b. nach (73) der Mittelpunkt y mnss auf dem umschriebenen Ereis 
des Dreiecks liegen. (Vgl. auch (326) und (327).} 

170. Alle gleichseitigen Hyperbeln, die ein gegebenes Dreieck 
tum Poldreieck baben, gehen durch die Mittelpunkte derjenigen vier 
Kreise hindurch, welche die drei Seiten des Dreiecks berflhren. 

Die Bedingung aura,, + OsjCgj -f- a^^a^^ = dafür, dass der 
Kegelschnitt a,,!,' + Of^x^* -\- a^^x,* =^ eine gleichseitige Hyperbel 
sei, ist nach (16) identisch mit der, dass die oben genannten vier 
Mittelpunkte auf der Curre liegen. 

Ebenso folgt: 

171. Jeder Kegelschnitt, der ein gegebenes Dreieck zum Pol- 
dreieck bat und durch den Mittelpunkt irgend eines der vier Kreise 
gebt, die die Seiten des Dreiecks berQbren, geht auch durch die 
Mittelpunkte der drei fibrigen Elreise hindurch und ist eine gleich- 
seitige Hyperbel _ 

'»173. Man beweise nachstehenden Satz ?on Steiner'); 

„Die Mittelpunkte jeder Scbaar unter eich ähnlicher und dem 
gegebenen Dreieck umschriebener Kegelschnitte liegen in einer Carre 
vierten Grades , welche die Mitten der Dreiecksseiten zu Doppel- 
punkten bat." 

Nach (127) sind Curven zweiter Ordnung einander ähnlich, wenn 

die GrSsBe . ^^' f. , gebildet fUr diese Gurren, denselben constanteo 
\a, »j 

Werth c besitzt. Wendet man dies an auf die Gleichung eines 
dem Coordinatendreieck umschriebenen Kegelschnitts mit dem Mittel- 
punkte y (vgl. (139)), so folgt als Gleichung des Ortes: 

p„r^s,t, — 4c(y,r,o»„ + y,fi,o)„ + yi^"»)* "== 0, 

I) „Termücbte Sätie und Än^ben", Joamal für die reine nnd an^wudte 
Mathematik, Bd. 56, 8. 369, 1858, oder auch „Qeaammelte Werke", Bd. 2, S. 675, 
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wobei e nach (6), S. 111 definirt iet durch — ^— , wenn a den Winkel 
der beiden Asymptoten bezeichnet. Bei EinfQhrung des parallel ein- 
geschriebenen Dreiecks als Coordinatieadreieck rerm&ge der Formeln 
fi^Ji», = »-y, f^i^i^) •«^ »v» f'Psh'^^v ('gl- (22)), erhält man mit Be- 
nntzung der Relationen (o'(j);) = die Gleichung der Ourve in der 
Form 

— f'ipliPi.^'i + "«.Pi^S^ + »wft»!«»)* = 0. 

Diese Gleichnng stellt offenbar eine Curve vierter Ordnung dar, welche 
die Ecken des neuen Coordinatendreiecks, also die Seitenmitten des 
ursprünglichen Dreiecks zu Doppelpunkten hat. 
Im AnschlusB an die oben benutzte Relation 

^ = UF{p,p) + [o, ß>]» 1^» « -= 
lässt sich die Frage erledigen nach der sogenannten Envetoppe der 
Schaar umschriebener Kegelschmtte. Wird wieder das Ooordinateu- 
dreieck zu Grunde gelegt, so muss neben ^ -» die Gleichung be- 
stehen f(!B,x) ^ 2(auX,z, -|- Oj, XgXi + o,, a^ij) = 0, welche sich 
mittels der Substitution x^x^ ; x^x^ : x^x^ ^= g^: e^i z^ verwandelt in 
Ojg^ + Ogi'^t -H Oii'''s = 0, Deutet man nun Ojg, o,,, Oj} als Linien- 
coordinaten (u,, u,, u,), 0,, g^, «, als Fiutktcoordiuaten, so entspricht 
jeder Tangente der Curve zweiter Classe ^ = eine Gerade 

oder ein Kegelschnitt 

''ss^i^s + 081^:»=^ + a,3XiX^ =- 0, 
und den Schnittpunkten der auf einander folgenden Tangenten ent- 
sprechen die Schnittpunkte der auf einander folgenden Kegelschnitte 
der Schaar; die Gesammthett dieser Schnittpunkte bildet die sogenannte 
Enveloppe der Schaar. Die Bedingung, daas zwei von dem Funkte e 
an die Curve ^(f%, Ugn "1«) =" ^ gezogene Tangenten zusammenfallen, 
wird (als Gleichung der Curve ^i == in Punktcoordinaten et) in den «< 
vom zweiten Grade, in den Xi also vom vierten; die Enveloppe ist 
daher eine Curve vierter Ordnung, welche die Ecken des Coordinaten- 
dreiecks zu Doppelpunkten hat, wie aus e, : 0, : e, ■== x^x^ : XgXi ; 7,3;, 
hervorgeht. Legt man den Einbeitspunkt in den Mittelpunkt des ein- 
geschriebenen Kreises, setzt man also e^ ■= e^ ^ e^^ ff, so stellt 
F(p,p) = 0, wenn a„, a^f, a,^ als Liniencoordinaten u,, u,, ti, auf- 
gefasst werden, nach (73) den umschriebenen Kreis des Dreiecks dar, 
[a, a]* Ks seinen Mittelpunkt doppelt rählend; mit RUcksicht auf (2), 
8. 57 folgt alsdann, dass ^(oj,, fl«, Ojs) = die Gleichnng in Linien- 
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coordinaten eines mit dem umBchriebeneu Ereis concentrisclieii Kteises 
ist. Den Tangenten des letzteren entsprechen nach dem Voraasgehen- 
den umBchriebene Slmliche Kegelschnitte, dem Ereis selbst die En- 
loppe der Kegelschnitte ^J. 

Es werde noch bemerkt, dass diese Verwandlung eines mit dem 
umschriebenen Kreis concentrischen Kreises in eine Corve vierter 
Ordnung TermÖge der Gleichungen «, : «j : «^ = x^Xg : x^Xi : a^a^ eine 
Steiner'sche Transformation genannt wird^. 

Eine andere Auffassung von ^ = ist folgende: Dentet man in 

f{x, x) = 2(a„ iTj a^ + a„ «s a;, + «„ a:,a;,) <= 0, 

sowie in V'C"») <hi> '^ii) = ^ ^^^ Grössen a^, a,^, a,, als Coordinaten 
eines Punktes a, so stellt f{x,x)=-0 nach (42) die konische Polare 
Yon a in Bezug auf die ausartende Curve dritter Ordnung XiX^Xg =• dar. 
Ffir alle konischen Polaren von gegebenem Asymptotenwinkel a musa 
der Punkt a auf dem Kegelsdinitt 4tJ^(p,p) + [o, m]* tg'a = 
(attt<hit^t* variabcle Punktcoordinaten) liegen, der die Ellipse f(p,j))=^0 
in ihren Schnittpunkten mit der Geraden OsgOig + tisiOsi -)'%i<»tt=''^ 
doppelt berührt. Diese Gerade ist nach (40) und (17) die Harmoni' 
cale £r des H'&henschnittpunktes , während -F(p,j))skO nach (39) die 
Seit«n des Dreiecks in ihren Mittelpunkten berührt und eine Ellipse 
ist Sollen die Polaren f(x,x)^=0 Parabeln sein, so mnss a aaf 
Fi^PiPJ-^O liegen; aollen dieselben gleichseitige Hyperbeln sein, so 
ist der Ort von a die Gerade H. Die Polare wird ein Kreis nur wenn 
a der Pol von B in Bezug auf F{p,p) = ist Diese Theoreme 
decken sich vollständig mit denen, welche Steiner erwähnt in einem 
Nachtrag zu seiner Abhandlung über algebraische Curven, welche 
einen Mittelpunkt haben'); man hat nur als Coordinateudreieck das- 
jenige zu wählen, welches von den drei Asymptoten der bei Steiner 
als „Basis" auftretenden Curve dritter Ordnung gebildet wird. 

1) Die hier gegebene Be&atwortang der oben gestellten Frage wurde vor 
mehr ftU eiebiehn Jahren von Herrn Gandelfinger tut Herrn Fiedler mit- 
getheilt Ygl. abrigens noch Steiner a. a. 0., oder auch „Sjatematieche Ent- 
wiokelnng der Abh&ngigkeit geometriacher Gestalten von einander", Anhang 
Hr. S9, 1832. 

i) Vgl. Steiner'« Äbhandlang: „Däveloppement d'nne s^rie de tlidarämei 
relatÜB am BOcUona coniquee", Änndee de Hathämatiquei, Bd. 19, S. 37—64, 1888, 
oder anch „Geummelte Werke", DJ. 1, S. 189— SlO. Ferner vgl S GB der foeben 
citart«n ajatematischen Entvickelnng. 

3) Joamal ffir die reine und aogewandte Mathematik, Bd. 47, S. 107, 1854, 
oder „Geeamnielte Werke", Bd. 2, S. 600. 
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173. „Jede Schaar unter sieb ähnlicher ODd eioem gegebenen 
Dreieck ABC eingeacbriebener Kegelschnitte hat ihre Mittelpunkte in 
irgend einer Curve vierten Grades"*), 

Bei analogem Verfahren wie in (172) erhält man die Gleichung 
der Gurre bezogen auf das gegebene Dreieck als Coordinatendreieck 
in der Gestalt 

174. Ueber die Schaar unter sich ähnlicher und einem gegebenen 
Dreieck eingeacbriebener EegeUchnitte stellt Steiner noch folgende 
Sätze ohne Beweis auf): 

„Die Glieder solcher Schaar Kegelschnitte sind zu vier und vier 
ähnlich liegend, d. b. es gibt im allgemeinen je vier dem gegebenes 
Dreieck eingeschriebene Kegelschnitte, welche ii^end einem gegebenen 
Kegelschnitte ähnlich und mit ihm ähnlicbliegend sind. 

Sind die vier Kegelschnitte Ellipsen, so sind ihre Mittelpunkte 
allemal die Ecken eines vollständigen Vierecks, dessen drei Paar 
Gegenseiten sich in den Ecken des gegebenen Dreiecks schneiden." — 

„Das Product der Halbaxen solcher vier Ellipsen, die dem ge> 
gebenen Dreieck eingeschrieben und ähnlich und ähnlicbliegend sind, 
ist constant und zwar der vierten Potenz der Dreiecksfläche gleich. 
Oder sind X, v^, r,, T| die Radien derjenigen vier Kreise, welche mit 
den Ellipsen gleichen Inhalt haben, so ist r[,t,lge=AV 

„Die vorstehenden Sätze, die einfachbeitshalber nur fUr die Ellipsen 
ausgesprochen sind, gelten analoger Weise auch für Hyperbeln." 

Die Gleichung eines dem Coordinatendreieck' eingeschriebeneu 
Kegelschnitts mit dem Mittelpunkte y ist nach (29) 

y ^(tl, U) = a,H,«3 + ttjWjH, + ÄgU,Jf, — 0, 

wobei ff«, ="P,»*^, ««j ~ Pt^vi *"! ^Pi^tt wenn zur Abkflrzung ge- 
setzt wird J-^s^— i)it/i+fty3 4-l'syj, s^ = Pi!/i— A»» + PsS'», 
ty^pipi -{-ptPi — PaJ/g- Soll der Kegelschnitt mit einem gegebenen 
ähnlich nnd ähnlich lipgend sein, so ist nach (130) erforderlich, daes 
beide von der unendlich fernen Geraden in denselben Punkten getroffen 
werden. (Von der weiteren Bedugung, dass die aus einem unendlich 

1) Steiner: „LehraltM nnd Aufgaben", Journal für die reine und angewandte 
Mathematik, Bd. 30, S. STS, 184G, oder „Gebammelt« Werke", Bd. 3, S. 346. 
Ferner: „Vermiscfate 8&tie und Aufgaben", Bd. G5 de« eben genannten Journala, 
S. 36», 1858, oder „Geoammelte Werke", Bd. 9, S. 676. 

2} Jonmat für die reine and angewandte Mathematik, Bd. 66, S. 869 f., oder 
„QeBammelte Werke", Bd. 2, S. «16 f. 
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fernen Punkte an beide Garreti gezogenen Tangenten gleichzeitig reel 
oder imaginär seien, wird nacb Steiner abgesehen.) Ist 

f(«,«):HjS„y„ — 
die Gleichung des Schnittpunktepaare mit der unendlich fernen Ge- 
raden, 80 ist n&cb (43), S. 84 die Gleichung der Corre ancb von der 
Form i)(u,u) — p . u/ ■— 0, und da die Glieder mit Uj' fehlen mDaaen, 
folgt sofort fQr die Coordinaten i/i des Mittelpunktes 

s,-+VßJ„ u,-+Vß,r„ <i,- + VßIr,- 

Den verschiedenen CombinatioDen der Vorzeichen entsprechend 
gibt es also in der That Tier eingeschriebene Kegelschnitte, die dem 
geji^ebenen Eegelschnitte ähnlich sind. Aus den Werthen der Coordi- 
naten der vier Mittelpunkte folgt aach leicht, dass diese vier Punkte 
die Ecken eines vollstSndigen Vierecks bilden, dessen drei Paar Gegen- 
seiten sich in den Ecken des Coordinatendreiecks achneiden. 

Das Prodnct ans den Quadraten der Halbaien der Curre q)(u, u) -= 
ist nach (133) gegeben durch (i*6* ^ — fj- — - ; ftlr 

y (tt, m) = 2 («,«,«( + «s«8"i + Oi«iW») = 

wird onn 

A = 2a,(i:jag = - -^ -■ , 

<PiP,l') = ^(«iPtPi + 'hPaPi + «sJ'tJ'.) " 2 (^ + J + ^PiPiPa, 
wofDr auch gesetst werden kann 

Man erhält demnach a'l^ -= — -' -* i-,"-/ — - ,* 1 v - , - als Ausdruck 

fQr das Product aus den Quadraten der Balbaxen der Curve mit dem 
Mittelpunkte + y, , + y» , + ft 1 bei dem Kegelschnitt mit dem 

p t s 

Mittelpunkte — y,, + y„ -f y, ergibt sich also öi*6,* = / ' ' — i- 

^^PIpIpI'^, 
Hieraus ersieht man, dass bei Bertlcksichtigung von vier ähnlich 
liegenden Gurven der Schaar sieh in dem Product a'fr*.ai*V-<'i*V-'*B'V 
snmmtliche Factoren p^r^Sgig in Zähler und Nenner wegheben, so dass 
«6 . fl,fr, . a,6j. a,6g «■ j^-j -?—»—< ■ Aus (20), S. 61 folgt, wenn man 

0;"= i- benutzt und -^ ersetzt durch »(, die Relation t — ^ — i — z — m, 

es ist also in der That dae Product aus den Halbaien von vier 
Kegelschnitten der oben genannten Art gleich A^. 
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Sind die vier Kegelschnitte einander Shnlicbe Ellipsen, so ist 
(33) und S. 252, Zeile 16 ff. anzuwenden, und es zeigen alsdann 
die nur in den Vorzeichen verschiedenen Coordinaten der Mittel- 
punkte, daes einer derselbeii im Innern des dem gegebenen parallel 
eingescbriebenen Dreiecks, die drei anderen in den trigonaleu Feldern 
liegen. Dem entsprechend besteht die Curve vierter Ordnung, welche 
nach (173) den Ort für die Mittelpunkte aller äbolichen, dem gegebenen 
Dreieck eingeschriebenen Ellipsen bildet, aus vier getrennten Ovalen. 
Auch ist die Corve noch dadurch interessant, daas sie 28 reelle 
Doppeltangenten besitzt*). — 

Wir hatten oben der Gleichung des Kegelschnitts die Form ge- 
geben ^(u,u) — (fUy*^0\ stellt nun allgemeiner ^(u, u) — nicht 
ein Punktepaar, sondern irgend eine Curve zweiter Classe dar, so wird 
dieselbe offenbar von x{'u, u) ^ ^ (u, u) — p«,* = doppelt berQhrt, 
und zwar ist y der Fol der BerOhrungssehne, Man kann nun ver- 
langen, dass X (u, t() ^ dem Coordioatendreiseit eingeschrieben, also 
von der Form sei 2{aiUiUg -f- OtU^tt^ -|- agU^u^) ^ und würde als- 
dann fflr yi-yi-9t wieder vier Werthsjsteme erhalten von ähnlicher 
Beschaffenheit wie die obigen. Man erhält auf solche Weise den Satz: 

175. Es gibt vier Eegelscbnitte, die einem gegebenen Dreiseit 
eingeschrieben sind und einen gegebenen Kegelschnitt doppelt berühren. 
Die Pole der vier Berührungssehnen bilden die Ecken eines vollstan- 
digeo Yiereoks, dessen drei Paar Gegenseiten sich in den Ecken des 
Dreiseits schneiden. 

176, Welche Curve wird von der Schaar ähnlicher, einem ge- 
gebenen Dreieck eingeschriebener Kegelschnitte umhQllt?*) 

Ausser der Gleichung 2(biK, Mj + or, WjW, + Kjtt^Wj) =*■ eines 
dem Coordinatendreieck eingeschriebenen Kegelschnitts musSj wie sich 
ans (127) oder aas (114) ergibt, die Bedingung 

[A,o)]Mg'a-f 4rA9>(jj,())=0 
erfallt sein; dieselbe lautet im gegenwärtigen Falle 

^ (fi*©!! 4" "i'^^u'h "t'^ta — ^"i'^^Of^ — 2ag()(,(i>g, — 2a, (t)i»„)*tg'« 



1) mherei in der Diuertation von Ä esohlimann; „Zar Theorie der ebenen 
Curven vierter Ordanng", Zflrich 1880. 

2) Auch diese Frage wird von Steinet a. a. 0. anfgeworfen. 
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Aelinlicli wie in (172) setse man nun u^Uf-^v,, Ug%-=Vi, UjU^^^v,, 
wodurcli die Gleidiang des EegeUcbnitts übergeht in 

a,t>, + ttgVf + ofg«, => 0; 
ferner dente man die ai als variftbele Puaktcoordinaten, die Vi als 
Liniencoordinaten. Bildet man die Bedingung, dass die Gerade 

Vi«, -j- Vjßg + «jttj =» 
die Curre vierter Ordnung ^(or,, Oj, a^) = berühre, so erhält man 
die „ßnreloppe" der Schaar ähnlicher Kegelschnitte; an Stelle von 
Viiv,: Vg ist natürlich einzosetzea «,u, : WjU, : UjU,. Die weitere Ans- 
fiihruDg sei dem Leser überlassen. 

177. Die Mittelpunkte aller unter sich ähnlifcher Kegelschnitte, 
die ein gegebenes Dreieck zum Poldreieck haben, liegen ia einer Curre 
vierter Ordnung, welche die £cken des Dreiecks zu Doppelpnnkten hat. 

In analoger Weise wie bei (172) and (173) erhält man mit Bfldi- 
sicht auf (34) als Gleichung der Curve: 

— "(yuPiVty» + "'uPt^tVi + »MPiyi»»)* = 0, 

tu' B 

wobei c ■= — -^— ■ 

Diese Curve hat in Bezug auf das Coordinatendreieck genau die- 
selbe Lage wie die in (172) vorkommende Curve in Bezug auf das 
parallel eingeschriebene Dreieck. 

178. Man suche den geometrischen Ort für die Mittelpunkte je 
zweier concentrischer Kegelschnitte, die unter sich ähnlich sind und 
von denen der eine dem Coordinatendreieck umschrieben, der andere 
ihm eingeschrieben ist')- 

Der Einfachheit halber m&gen wieder barycentrische Coordinateu 
zu Grunde gelegt werden. Die Gleichung des umschriebenen £egel- 
scbnitts mit dem Mittelpunkte y ist dann nach (32) 

-2 f(jr, x) ^'. ViryXiX, + ygS^a-ga;, + J/a'^^i^^i = 0, 



1) Auch an dieMU Ort denkt Steiner, indem er (Jounud fOr die reine and 
angewandte Mathematik, Bd. GC, 8. SAB, 18&8, oder „Geiammelte Werke", Bd. 1, 
3. 670) die Vtag« aafwirft: „BeiteM der Ort aae vier Geraden nnd einer Corre 
vierten QradeaT" Steinei'a Vennuthnng i«t richtig, die Carve serfiUU alleidingt 
in iwei Eieiae, w&hrend die vier Geraden lich ani i^(p,f) — oder Glp,p) — 
ergeben and demnach ani der anendlioh fernen Geraden und den Seiten dei 
parallel eingeiohriebenen Dreiecks berteben. 
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die des eiBgeschriebeneii Qach (33) 

Man findet hiernach F(jp,p) ™ g- (y, -^ y, + yON**'». 

[a, ro] — — 2((0„yi' + a„y,^ + a^^y^* + »,1^1»» + oinViVi + »»lyiyi), 

ö(ftp) == y (yi + ys + y»)^sA> 
[*. »] =■ — iCcM?,' + ««y»' + ouys*)- 

Bildet man nun nach (127) die Gleichung ^^jT — ?6^y.- — 0, ao 
erhält man 

{^>nVt + "»«yt* + "iiya' + fOiiViVi + «"«ysyi + ^iaViVi)* 

— {«>Kyi + »aiy»' + «'lays')' =" (*• 

Diese Differenz zerfällt sofort in die zwei Factoren 

"iiyjya + f^nViVi + "ajyiyi =- o 

und* 

2(£ö»y,* + wj,y,* + «i»y»') + ^nViVi + "nysyi + »«yiy» — o, 

von denen der erste nach (73) den umschriebenen Kreis des Dreiecks 
darstellt, der zweite einen Kreis, welcher dem System (Büschel) von 
Kreisen 

HfOnV* + ^iiVi + ■».»ys') + ">iiys!/a + ra«yjy, + «ttiViVt — 
angehört. In diesem BQscfael sind überhaupt einige besonders wich- 
tige Cnrven enthalten: A => ergibt den umBchriebenen Kreis des 
Dreiecks, ^ = 1 den Feuerbach' sehen Kreis, A -= 00 denjenigen Kreis, 
für welchen das Dreieck ein Foldreieck ist. 



179. Man beweise nachstehenden von Steiner ohne Beweis mitr 
gfltheilten Satz'): 

„Werden durch irgend einen Funkt p in der Ebene eines gegebenen 
Dreiecks ABC diejenigen drei Geraden rr^, ss^f tt^ gezogen, welche 
bezieblicb von den Seiten A und B, B und G, C und A begrenzt ond 
durch den Punkt p gehälftet werden, so liegen ihre drei Paar End- 
punkt« r,ri; 3,5,; f , ^ allemal in irgend einem KegelBchnitte C*, 
welcher notbwendigerweise den Punkt p zum Mittelpunkt hat" 

1) „Lehnätie". Jonraal fOr die reine and angewandt« Mathematik, Bd. 46, 
S. 177, 1863, oder auch „QeMmmelte Werke", Bd. 8, S. 431. 
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Bevor wir auf den Beweis dieses specielleu Satzes eingeben, möge 
ein allgemeinerer Satz von Steiner bewiesen werden, welcher lautet'); 

^Durcb jeden Funkt P in der Ebene einer gegebenen Gurre C" 
gehen im allgemeinen Y»i(m— 1) Sehnen 8, nnd ihre »i{«» — 1) 
Endpunkte (a und Oj) liegen allemal in einer um einen Grad niedri- 
geren Curve J'"~^, welche notbwendigerweiae den Pol P zum Mittel- 
punkt hat." Dabei bezeichnet Steiner als „Sehnen" solche durch P 
gezogene Strahlen, für welche irgend zwei ihrer Schnittpunkte mit C" 
gleichweit von P abstehen und auf entgegengesetzten Seiten von P 
liegen. Den Ort J"^^ aeaat Steiner die „innere Polare des Pols P 
in Bezug auf die Basis C"". 

Zum Beweis dieses Satzes sei /^(^i, X|,Xs) •-" die Gleichung der 
gegebenen Cnrve C", der Fol P habe die Coordinaten pi,yi,yi» und 
»z >= sei eine vorläufig beliebig, aber fest gewühlte Gerade. Wir 
fixiren nun auf C™ irgend einen Funkt e und fragen, welcher Be- 
dingung die Coordinaten desselben ausser f(fi,0t,Xs)-=O 'noch ge- 
nügen müssen, damit ein weiterer Schnittpunkt / der Geraden yg nnd 
der Curve zusammen mit e harmonisch liege zu y und zu dem Schnitt- 
punkte der Geraden ye mit n^ =^ 0. Der letztere hat jedenfalls die 
Coordinaten ^.Wj, — piU, (i = 1, 2, 3), oder auch ?, — Ityi, wenn man 
f(, :Ug = Xi setzt; der Punkt / möge die Coordinaten haben Si — Xyc 
Wir haben dann auf der Geraden ye ein Punktepaar mit den Coordi- 
naten ti — Aij/i, resp. t/(, (»^1,2,3), und ein solches mit den 
Coordinaten 

Zt = {ei — Aij/,) -f i,y, 
und 

Zi - i.yi =• (ei — AiSi) + (Ai — A) y,, (» = 1, 2, 3). 

Die Bedingung, dass beide zu einander harmonisch liegen, ist 

woraus A = 2il] folgt; der Punkt e' hat demnach die Coordinaten 
«i — 2i.iyi, welche nun noch der Gleichung f{Zi, n^, z^) = genügen 
sollen. Man erhält hierdurch /"(«i — 2Ajyi, e^ — 2X,tj„ Zg — 2Aiyg)— 0, 

1) „üeber solche algebtaitche Carveu, welche einen Mittelpunkt haben, nnd 
aber darauf beaflgliche Eigenachaften allgemeiner Curren, sowie Ober getmdliiüge 
TransTenaleD der letitereu." JonraAl fOr die leine und angewandte Mathematik, 
Bd. 41, B. saf., 1S51, oder auch „GeB&mmelte Werke", Bd. S, 3. 6S7f. Tgl. uch 
die Abhandlung von Herrn Qüesfeldt: „Ueber Corven, welche einen barmoni- 
Bcfaen Pol nnd eine harmoniiche Gerade beiitzen, and darauf besQgliche Eigen- 
«chafteD allgemeiner algebraixcher Carten, mit beBonderer BeiQcknchtigDng du 
CoTTen dritter Ordnung." Math, Anoalen, Bd. 2, 8. BS, 1S68. 
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und dies ist die Gleichung einer Curve (m — 1)*" Ordnung, denn in 
der Entwickelung dieser Function fällt das erste Glied /*(£,, ^,^) 
weg, weil der Punkt e anf der Curve /■(«,, *j,ifg) = liegt. Der 
Übrig bleibende Änsdmck stellt die oben geforderte Bedingung dar. 
Ea ist nnn klar, dasa man zum Beweis des oben an erster Stelle 
auageaprocbeoen Stein er'scben Satzes nur nöthig bat, die Gerade 
u, B> mit der nnendlicb fernen p« ^= zasammenfallen zu lassen 
und als gegebene Cnrve m*" Ordnung die aus den drei Seiten des 
CoordinatendreieckB bestehende ausgeartete Cnrre dritter Ordnung 
^i^i^ = zu nehmen. Die Fnnktepaare r,ri\ 8,4^; t^t^ liegen dann 
auf einem Kegelschnitt C*, deaaen Gleichung sich aus 

ergibt, wenn man hier das Product «i^Ej^g weglässt und ^11=;}^;^^ 
setzt; die Gleichung lautet: 

Steiner stellt a. a. 0. noch einen weiteren Satz auf hinsichtlich 
einea Kegelschnitts, der zu dem aoebeu erhaltenen und zu dem Pole p 
in einer einfachen Beziehung steht, nämlich: 

„Zieht man ferner aus demselben Punkte p Strahlen a, ß, y nach 
den Ecken a, b, c des Dreiseits und construirt in jeder Ecke zu den 
zwei anliegenden Seiten and dem jedesmaligen Strahle den vierten, 
dem letzteren zugeordneten, harmonischen Strahl, beztehlicb a^, ßi und 
y^, ao werden dieae drei neuen Strahlen in den respectiven Ecken des 
Dreiecks allemal von einem solchen Kegelschnitte C^' berührt, ivelcher 
jenem Kegelschnitte C* ähnlich ist und mit ihm ähnlich liegt, so dass 
die sich entsprechenden Äsen beider Kegelschnitte parallel sind, ebenso 
ihre Asymptoten, falls sie Hyperbeln sind." 

Die eben genannten vierten harmonischen Strahlen haben, wie 
man leicht sieht, die Gleichungen: y^x^ -j- y^x^ •= 0, y^x^ ~\- y,x, s» 0, 
yjaTj + y,fl:, ■= 0, wenn wieder yi (t=>l,2, 3) die Coordinaten des 
Punktes p bedeuten; da der Kegelschnitt C,' durch die Ecken des 
Dreiecke gehen soll, hat er jedenfalls eine Gleichung von der Form 
'*i*i^8 + '*»*8*i + ''a^'^i*"! = 0, und die Tangenten desselben in den 
Ecken des Dreiecks 

o^x, + OfXi ■= 0, a^Xi + öiSg ■= 0, 0(3^1 + a,a;j — 
sind mit den obigen vierten harmoniachen Strahlen identiach, wenn 
man setzt «i =« y,, Oi™' Vt, Og = y,. Die Gleichung des Kegelschnitts 
Ci^ ist demnach j/iX^Xg -\- y^x^Xy -\- ygXiXi'= 0, woraus nach (42) 
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hervorgeht, dass diese Corre mit der kotiiachen Polare des I^inbtes y 
in Bezug auf o^x^x^ = identisch ist Sie ist zu der 8. 315 erhal- 
tenen Curve C* ähnlich und ähnlich gelegen, denn heide Gnrren werden 
TOD der unendlich fernen Geraden in denselben Punkten getroffen. 

Auch alle tlbrigen von Steiuer a. a. 0. aufgefQhrten Sätze Aber 
die gegenaeitige Beziehung der Curven C* und C,' folgen nun leicht^ 
so z. B. dass durch jeden dem Dreieck umschriebenen Kegelschnitt C,* 
der Punkt p, sowie der ihm zugehörige Kegelschnitt C* bestimmt isL 
Denn die Coordinaten yi des Punktes p sind gleich den Coefficienten Oi 
in der Gleichong des umeohriebeneD Kegelschnitts. Ferner ist nun- 
mehr bewiesen: „Es gibt nur einen Pol p, fQr welchen der zugehörige 
Kegelschnitt C ein Kreis wird, oder bei welchem die drei Geraden 
f*!) s^ii t^i einander gleich werden; derselbe wird durch den dem 
Dreieck abc umschriebenen Kreis beBtimmt." 

Die beiden Kegelschnitte sind gleichseitige Hyperbeln, wenn der 
Pol p auf der Geraden Ogsyi + "»jj^g + "»ii^j "" 'i«gt» <l«»n »if 
diese Gleichung rednciren sich die Ausdrucke für die Gurren C und 
C' bei Anwendung der Bedingung [a, id] ■= fQr die gleichseitige 
Hyperbel. Die so erhaltene Gerade ist nach (24) und (21) diejenige, 
auf welcher die drei Schnittpunkte der Seiten des Dreiecks mit den 
YerbindangslinieD der gegenüberliegenden Höbenfusspunkte gelegen sind. 

Soll der Kegelschnitt C' eine Parabel sein, so zerßlllt C* in ein 
Paar Ton Parallelen, die von p gleichweit abstehen und mit der Ase 
der Parabel gleiche Richtung haben. Denn wenn C* eine Parabel 
darstellt, haben beide Kegelschnitte mit der unendlich fernen Geraden 
dieselben zwei unendlich nahen Funkte gemeinsam, doch kann C* 
keine Parabel sein, da der Mittelpunkt j? von C* im Endlichen liegt, 
es musB demnach C* in ein Parallelenpaar zerfallen, dessen Mittelpnnkts- 
linie durch p geht. Der Kegelschnitt C^^ ist eine Parabel, wenn der 
Funkt y auf der Curve liegt 

ihre Gleichung in Linieucoordinaten ist 

und man zeigt mit deren Hilfe leicht, dass diese Curve den Schwer- 
punkt des Dreiecks zum Mittelpunkt hat und die Seiten des Dreiecks 
in ihren Mitten berührt. (Vgl. auch (39).) 

Alle diese Sätze werden von Steiner a. a. 0. ohne Beweis auf- 
gestellt 
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ISO. Man begtimme die Potenz eines Fnnktee y in Bezug auf 
einen Kreis, dessen Radius gleich r ist und dessen Mittelpunkt die 
Coordinaten c^, c^, c, hat. 

Die GleichoDg des Kreises ist nach (10a), S. 59: 

andrerseits ist nach S. 100 die Potenz eines Punktes y in Bezug auf 

den Kreia f(x,x) = gegeben durch r ' , - Im gegenwärtigen 

Falle wird [a,a\ gleich — 2\'\ ■= 2tj)„', so doss man fflr die 

Potenz P den Ausdruck erhält P = - ,— ,, wobei [K] die Suhstitu- 

tioa der Coordinaten des Punktes y in die linke Seite der obigen 
Kreisgleichung £" m andeutet. 

181. Mao bilde die Gleichung für den geometrischen Ort aller 
Punkte, von denen aas zwei Ereiae gleich gross erscheinen. 

Es seien 

^^tXr'''"'-^-'-'' "^ ^ - ZXr '■'""' "-'-^ 

die Gleichungen der beiden Kreise mit den Mittelpankten a, b and 
den Radien r^, r,. Die trigonometrische Tangente des halben Winkels, 
anter dem vom Punkte y aus der Kreis K, erscheint, ist gleich dem 
Quotienten ans dem Radius r, und der Länge der von y an den Kreis 
gezogenen Tangente, welch letztere bekanntlich mit der Quadratwurzel 
aus der Potenz fibereinstimmt. Man erhält daher nach (180) als 
Gleichung des betreffenden Ortes: K^ ^ r^p*K^ — r^*p^K^ ■= oder 

^iP* {_ ) — ''i'i'a* (ft f) — 0. Diese Gleichung stellt nach (69) 

einen Kreis dar, dessen Mittelpunkt auf der Centrale von £", und K^ 
liegt. Die Punkte der Centrale, von denen ans die zwei gegebenen 
Kreise gleich gross erscheinen, sind der äussere und der innere Aebn- 
lichkeitspunkt (Schnittpunkt der zwei äusseren, bezw. der zwei inneren 
gemeinschaftlichen Tangenten); der Kreis K^-=G bat also die Yerbin- 
dnngslinie dieser beiden Punkte zum Durchmesser (Aehnlichkeitskreis). 

182. Die Gleichung der Linie gleicher Potenzen (Potenzlinie, 
Rodicalaxe) zweier durch 

f{x,x)^^'^a,iXiXi^(i und g{x,x)B 

gegebenen Kreise zu bilden. 
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Ist y ein Punkt der Potenzlinie, so mnsa nach (55), 8. 100 die 
RelaUon stattfinden J^-^'-g)-- =, - 1"^^, y) ^der aoch 

t&. «]/■(!/, ff) — [«. '»3ff(y> y) — 0- 

Diese Gleicbopg musa p^ als Factor enthalten (vgl. die Fassnote zu 
S. 59); der andere, nach der aaf S. 38 angegebenen Methode zn be- 
fltimmende Factor stellt die Potenzlinie dar. 

1S3. Die Bedingung dafUr, dass sich die zwei Kreise f(x, x) -= 
und 9>(u, «) -^ rechtwinklig schneiden, ist 

4:t^{p,p)-[a, a] — [A, a>] ■ [a, ro] = 
oder auch 

4[a, a]-[a, fl] — [A, m] ■ [a, a] — 0. 

Nach Multiplication mit einem gewissen Factor fi gebt 91(14, ti) •= 
in die Normalform p*j)(,*(d(m, u) — u/ = (vgl. (2), S. 57) Ober, so 
dass also ii.^(u,u) = (>'p/«>(k,u) — u,^, wobei q den Radius, y den 
Mittelpunkt des Kreises 9)(u, u)— >0 bezeichnet Zur Bestimmung 
des Factors n setzen wir Ui^'pi (i= 1,2, S) und finden sofort 

(i = —py':ip(j>,p), also V — P*V"'(«,«) + -^TJTrt^' ^'^ '''*' 
Kreise schneiden sich rechtwinklig, wenn die Potenz des Mittelpunktes y 
von 9>(u, u) = in Bezug auf den Kreis f(x, x) '= gleich if' wird, 

d. h. nach (55), S. 100, wenn 7^%^ = p* oder f(y, y) - '''^'^^^-V . 

Andrerseits muss die soeben abgeleitete Gleichung fQr u/ gelten, 
welche Wertbe auch die u^ haben m&gen, sie gilt daher nach (35), 8. 76 
auch noch, wenn man die Producte Uttti, ersetzt durch arnj man erhält 

alsdann /"(y, y) ^ ?'?/[«, o] + 1^^' -^-"^ *^®° '^^^ ^^ fd/tV) 
angegebenen Ausdrücken folgt durch Gleichsetzen ? -'■|'-^-' -}- - ^?' °- ^- m= 0, 
nnd wenn man für p' seinen in (138) angegebenen Werth ^ if^^\ 
einsetzt, ei^bt sich — ' ~'°- -'— + [tt, n] = oder 

4r<p(i>,p) . [ff, a] - [A, w] ■ [a, w] =■ 0, 
wofQr auch zufolge tpipt =^ Qa gesetzt werden kann 

4[o, «] ■ [a, a] — [A, ro] ■ [a, a>] = 0. Vgl. (224.) 

184. Man berechne die Potenz eines Punktes y in Bezug auf den 
dem Coordinatendreieck umschriebenen Kreis. 
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Die Gleichung dieses Kreises ist nach (73) 

datier 

[d, ffl] — o),i|>,o)„ + ci^pjo,, + ß>Bs;^«i* -= 
— 2(K.,,rai,i), + n>„fl)i,i), + ",i(»„pj) = — 2rp,p,Pi. 
FOr die Poteuz findet man somit nach (55), S. 100 den Werth 

185. Dieselbe Aufgabe in Bezng auf denjenigen Kreis, fQr welchen 
das Coordinatendreieck Poldreieck ist. 

Die Gleichung dieses Kreises ist nach (75) 

©uPi^i* + fOtiPiXt' + ^itPt^i — 0- 
daher [a, o] ■— '"nPi'^a 4" "'uA'"»» "I" "'iii'i*'^» ^^ — ^rpiPijjg (wie 
znvor) und F,- ^-..Pl!^-« av. '+_?.. ft!^,. 

186. Dieselbe Aufgabe für den Feuerbach'schen Kreis. 
Die Gleichung desselben ist nach (165) 

f{x, x) = 2(o)Ma:i»'. + fflsi^jS, + atiaXstt) — 0, 
daher [o, m] •= ~ ^(a^PitOn + ö5iJ)jO>m + "isPa*"») = 8'J'iPii's 
(wie bei (184)) und Pp = -- - , ^^'/' -, ^,- 

187. Man berechne die Grösse a* + i* fßr den dem Coordiuaten- 
dreiech nrnschriebenen Kegelschnitt mit dem Mittelpunkte y; dabei 
gilt in a' 4; i* das positive oder n^ative Vorzeichen, je nachdem der 
Kegelschnitt eine Ellipse oder Hyperbel ist 

Fflr die Cnrre /"(«, «) -■ hat man nach (135) die Rektion 

o* + fc* =« „,'!'-;; durch SubstitntioD der in (139) aefuDdeoen 

— i-F'(p,p)' ' 

Werthe von A und F{jp,p) ergibt sich auf ähnliche Weise tmd bei 
gleicher Bezeichnung wie in (156): 

- [ O, -"I giglg. 

wobei [a, o] = 2(y,r,0P„ + y,s,iij(, + j/b*,»,,), so dass [«, m] = 
nach (165) die Gleichung des Feuerbach'schen Kreises wäre. Mit Hilfe 
der in (186) abgeleiteten Potenz Pf eines Punktes y in Bezug auf 

diesen Kreis findet man a* + 6* ^^?h Pf. 

— 9i 9. 9» 

188. Dieselbe Aufgabe fQr den dem Coordinatendreieck ein- 
geschriebenen Kegelschnitt mit dem Mittelpunkte y. 
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Ftlr die Cnrre ip(u, u) = bat man oach (136) die Relation 

a' + 6* —■ *' i'. ■ -r ; durch Snbstitotion der in (140) angegebenen 

Werthe von [A, o] und ip{p,p) erhält man 

fli j_ j» „ _ (?" ?! yi' + ''»p.y i' + «■»PiS ü*) , 
— 'PiPiP.(Piyi +Piy. +Pjy.)' 

Mit RQcksicht auf das ic (185) erhaltene Resultat erkennt man sofort, 
dasa a* + b* gleich der Potenz des Mittelpunktes y in Bezug auf den- 
jenigen Kreis ist, der das Coordinatendreiech zum Poldreieck hat 

189. Dieselbe Aufgabe fSr diejenige Curve Eweit«r Ordnung mit 
dem Mittelpunkte y, die das Coordinatendreieck zum Poldreieck hat. 

Mit Hilfe der in (141) angegebenen Werthe von A, \a, o] and 
F(p,p) findet man a* + 6» - - ^"''^^'*''-f i^^?'-''^?' -ti^ii^^, 

'•^'^■' — 'p.p.p.(p.y.+p.y. +?.».)' ' 

es ist aloo a* + V nach (184) gleich der Potenz des Mittelpunktes y 
in Bezug auf den dem Coordinatendreieck umschriebenen Ereis. 

190. Ist u der Äsymptoteuwinkel des einem Dreieck umschrie- 
benen Eegelscbnitts mit dem Mittelpunkte y, so besteht die einfache 

Relation tg* o ■= ' >' i* , worin r den Radius des dem Dreieck 

umschriebenen Kreises bezeichnet und die Grössen q", sowie Pf die- 
selbe Bedeutung haben wie in (187). 

Führt man in die Formel tg" a — — *'/'^^:f' (Tgl. (6), S. 111) 
des Asymptoienwinkels die Halbazen a und b des Eegelschnitta ein, 
so wird kr* a — ; . - ,''., ,-} , wobei das obere oder untere Vorzeichen tu 
stehen hat, je nachdem die Gurre eine Ellipse oder Hyperbel ist 
Mit Hilfe von (157) und (187) folgt alsdann die obige Relation. 

Auf gleiche Weise findet man die folgenden zwei Sätze: 

191. Ist tt der Asymptotenwinkel des einem Dreieck eingeschrie- 
benen Kegelschnitts mit dem Mittelpunkte y, so besteht die Relation 



auf de^jen^en Ereis bezeichnet, ftlr welchen das betr. Dreiedc Pol- 
dreieck ist. 

192. Ist et der Asymptotenwinkel desjenigen Eegelschnitta, weldier 
«n gegebenes Dreieck zum Poldreieck und den Punkt y zum Mittel- 
punkt hat, so besteht die Relation tg* « — ~ p-j'' ' ', worin Pc die 
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Quotient der Potem und der quadrirten Entfenmng tod einer Oeradeo. 321 

Potenz des Punktes y in Bezug anf den dem betr. Dreieck nmschrie- 
benen Kteie bezeichnet. 

193. Welches ist der geometriscbe Ort aller Punkte x, ftir die 
das Verbältniss des Quadrats ihres Äbstandes von einer festen Ge- 
raden Vz ^ «a der Potens in Bezug auf einen Kreis vom Radius r 
und mit dem Mittelpunkte Cj, c,, ^ gleich einer Constanten l:i* ist? 

Mit Hilfe der Formel (1), 8. 9 für den Abstand eines Punktes 
von einer Geraden und der in (180) abgeleiteten Formel für die Potenz 
in Bezug auf einen durch Mittelpunkt und Radius gegebeneu Kreis 
findet man als Gleichung des Ortes: 



oder 






Diese Glejcfaung repräsentirt einen Kegelschnitt, und zwar von gleicher 
Art wie ( ) — . l .'_ = q, denn beide werden von p,* -= in 

denselben Punkten getroffen; nach S. 119, wo die letztgenannte Ourve 
bereite auftrat, ist daher der Kegelschnitt eine Ellipse, Hyperbel oder 
Parabel, je nachdem die positive Constante A < 1, > 1, = 1. 

£9 möge nun noch die Gleichung in LIniencoordinaten fUr obigen 
Kegelschnitt abgeleitet werden; in Punktcoordinaten hat man etuen 
Aasdruck von der Form r*) -\- mp^' -{- nvx '= 0, wenn zur Ab- 
kflrzung gesetzt ist m = — r*tp,*, « =■ — ).*Tpe*:m(v, v). Die Glei- 
chung in Liniencoordinaten von g(x,x')\:^{ 1 +nvi*"™0 lautet 
nach S. I19f.: 

ff(u, «)^« {«>(«, v)((a* + «tf*fl)(M, m) — 2tJetlc(u(v, U)} -\-tpc'Uc' = 

nun ist aber die Gleichung in Liniencoordinaten zu bilden fOr 

giXjXJ + mp^' — O. 
Der Coefficient von m' in derselben verschwindet identisch*), derjenige 
von m' geht aus g(x,x) dadurch hervor, dass man x^ ersetzt durch 
PjUj — p^u^ und analog bei x^, x^ vertahrtj der Coefficient von m" 
wird Cr(u, u). Es ergibt sich also 

G(u,u) -i- m{e>(p,p)u,* -\- p,'a{u,u) — 2p,u,a{p,u)\ 



1) Vgl. hier und in Folgenden die Bemerkungen S. Il9f. 
3nad<ilflDg«T, TailnntigtD. 
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und wenn man fQr m und n ihre Wertbe einsetzt, sowie die Relationen 
beracksichtigt 

'»(p,l')=0, <d(p,w)=0, T^ + (pt«gMg)* = a)(w,«}ffl(y,p) — <a*(i),«), 

folgt schliesslich als Gleicbang der Gurre in Liniencoordinaten: 
(p(u, «) = {(1 - A»)r»p„*ra(«, «) + -lV)o>(«, «) + (i* - 1) o)(t>, f)«,» 

Für / i= 1 erhält man einfach 

fc'oifu, «) — 2vfU«o(v, m) + r^pe^m^iVfU) = 0, 
woraus (ähnlich wie 8. 120) herrorgeht, dass das Brennpanktepaar in 
diesem Falle gegeben ist durch a>(v,u)[r^p*a(v,u) — 2tJeMe|—0, 
der im Unendlichen gelegene Brennpunkt liegt also im Normalen- 
centrum der Geraden v, = 0. 

Im Falle A ^ 1 bat man für das eine Brennpunktepaar die Glei- 
chung (;»~ l)a(y,v)u,' ~ 2X'v,u,a(v,u) + AVp,* a>*(D,«) = 0, 
welche nach Multiplication mit {i} — l)m{v,v) in zwei sich nur im 
Vorzeichen der Quadratwurzel unterscheidende Factoren zer^llt, uümlich: 

(A* — 1) 0)(w, v)Ue — X*VeC}{v,u) 

± X yXW — r^PcKi''^i^)^iv,'vj a)(v, u) = 0. 
Diese beiden Brennpunkte sind stets reell, wenn die positive Constante 
X < 1, und fUr i > 1 nur dann, wenn der Ausdruck unter der Wurzel 
positiv ist. Sie liegen, wie ihre Gleichungen zeigen, auf der vom Mittel- 
punkte c des gegebenen Kreises auf die Gerade Vz^O gefällten Nor- 
male. Fflr den Mittelpunkt (iu=0 des Kegelschnitts 9)(u, u)=-0 
findet man sofort die Gleicbang 

^. = fi&jä _ (i. _ 1) „(„, ,)^- j.,, „(„, „) _ 0, 

Die Verbindungslinie dieses Punktes mit dem unendlich fernen Punkte 
der Geraden v^^^O, also die Axe, welche zur Verbindungslinie der 
beiden eben erwähnten Brennpunkte normal ist, hat die Gleichung 

VcP^ + {X*-l)pcVz^O. 

Nach Multiplication mit (A' — 1) i»(«, v) ergibt sich für die Glei- 
chung der Curve bei Benutzung des Mittelpunktes die Relation 
(A» — 1) a>(t-, v) • 9>C«, «) = [(A' — l)r'pc'fo(y, v) - XW] o(r, v)-e>{u, ti) 

+ i^u* - [^P.\i-' - i)<o{v, v) - XW]X't -^ ± (p,v,u^y - 0, 
ans der man fClr das zweite Breunpunktepaar die Gleichung erhalt 

^ + i^T Vr'p.'f.i.' - ly^yT^J^iW^ ± ta«.«.) - 0- 
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Setzt man zur Abkflrzung t'pc*{X* — l)a(v,v) — i*«^* ■- i uod 
wendet die Ideotität an a»(v, r)o)(«, m) i^ ci>*(v, ») + T^i(pii',Mj)% 
80 wird 

■ =l»'(.,«) + p.' + i(l-»')._2'+(J'.V'.)'-0. 

FQr die Transfonnation dieaes Kegelschtiitta auf die beiden Hauptaxen 
ist von Wichtigkeit die Bemerkong, daas die Gleichungen ft„ <= 0, 
©(«, tt) = 0, ^ + (fi *»**>) *= den Mittelpunkt des Kegelschnitts 
und die unendlich fernen Punkte der beiden Hauptaxen darstellen. 

Bei Anwendung von to(u, u) •= ü;* + ü,* und (7, — ^^^ 
(Tgl. (21) und (31) in § 10) folgen unter Racksicht auf die Identität 
m(v, v) ■ a{u, u) ^ m^iv, a) + ^^{pt^t^äf ^i* Relationen 



"(f. w) 



V^^±{p,^t»,) 



' V^^W^y * V«"(f, t.) ' ' {*■ - 1)«'("'. «')i'/ 

mit Hilfe deren sich tp{u,u) rerwandelt in 

9(», tt) = ff^^ - ÄD.' + (A* - 1) oK «) ■ pc'f/j» - 0. 
Wird an Stelle von h der Abstand d des EreiBmittelpnnktee c von 

der festen Geraden » eingeführt, wobei rf=- ----.-'.^ — , so erhält man 

)/o.(p, v)p^ 

vermöge der Beziehung i —• " ^ die Gleichung 

fi^*) _ r'(l-l*) + l' d' ™ r'(l-l') + t 'd* p, _ 

(1— X')»(e, 0)^/ (i — i*)' ^ 1 — 1' i — u, 

hierbei wurde noch t^ : (/, : t^ ersetzt durch Ü:V: 1, Die Gleichung 
in F unkte oordinaten dea auf die Hauptaxen als rechtniuklige Coordi- 
natenaxen bezogeneu KegeUchnitta 9)(u, h) = lautet daher 

(1 —V) ys I _ _ ^ ~i VI 1 ^ n 

r'(i— a') + i'd<'^ ^ *■'(! — i') + i'd' 

194. Man beweise nachstehenden Satz von Steiner'): 
„Sind in einer Ebene irgend zwei Kreise A*, B* gegeben, und 
zieht man aus einem willkarlichen Punkte Xq an jeden Kreis eine 

1) „Ueber einige neue Beatimmungi- Arten der Carven eweiter Ordnung nebst 
daraas folgenden neuen Eigenacbaften derBclben Cnrren". Journal für die reine 
und angewandte Uathematik, Bd. 46, S. 189, 1862, oder auch „Qegammelte Werke", 
Bd. S, 8. 447. 
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Tangente a, ß und verlangt, es soll entweder die Summe, (r -f- /!), 
oder der TJnterBcbied, (a — ß) oder (ß — a), dieser Tangenten einer 
gegebenen Länge l gleich sein, so ist der Ort des Punktes X^ allemal 
irgend ein Kegelschnitt C*, welcher jeden der beiden Kreise doppelt 
berührt (reell oder imaginär), und von dessen A.xen immer die eine 
oder andere auf der Uittelpunktslinie AB der Kreise liegt." 

Sind f{x, x) -=> 0, g(x, x) = die Gleichungen der beiden Kreise 
Ä', S^, so ist nach (55), 8. 100 und den Bedingungen der Aufgabe 
entsprechend: 



daher 






Nun ist -f^^ — ^ff^ »acli (182) gleich dem Product der Aus- 
drucke für die unendlich ferne Gerade und die Radicalaxe Bx der zwei 
gegebenen Kreise, also von der Form RxPi] die eine der beiden vor- 



stehenden Gleichungen verwandelt sich also in (B, — '*!>»)' °" "Th — T 
Hieraus folgt, dasa der Ort des Punktes X^ in der That ein Kegel- 
schnitt C ist, der z. B. den Kreis g{x, x) = in seinen Schnittpunkten 
mit der zur Badicalaie parallelen Geraden E^ — Pp^ = doppelt be- 
rührt} analoges findet man fttr f{x, x) ==0 bei Benutzung der zweiten 
obigen Gleichung von C. Tiefere Einsicht gewährt folgender Weg. 
Es ist , - '-K — f. V . gleich der Differenz aus den ins 

Quadrat erhobenen Längen der Tangenten, welche vom Punkte x an 
die Kreise A', B* gezogen werden können. Andrerseits ist diese 
Differenz, wie mit Hilfe einer einfachen Figur gezeigt werden kann, 
gleich dem Bechteck aus dem Abstand des Punktes x von der Radical- 
axe und aus der doppelten Entfernung 4c der zwei Kreiscentren. 
Hieraus folgt, dass der Kegelschnitt 6" der geometrische Ort aller 
Punkte X ist, für welche das Yerhältuis des Quadrats ihres Abstandes 
von einer Geraden 4eBj — Ppt — • zu der Potenz in Bezug auf den 
Kreis g(x,x) ^-0 gleich der Constanten ;,^i dabei ist if der Aus- 
druck fflr die Normalform von B, und die Gerade 4c.fi.' — Pp, -> 
repräsentirt eine Parallele zur Radicalaxe im Abstände — • 
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Man sieht nun sofort, dass die ganze Aufgabe zurflckgefOhrt ist 
anf die vorhergehende und man kann aoniit z. B. unmittelbar ablesen, 
dass für i ■= 2c der Ort der Punkte X^ eine Parabel ist, wir ver- 
weiaen daher bezüglich der weiteren Einzelheiten auf (193) und die 
oben citirte Abhandlung Ton Steiner. 

195, Die Gleichung in Liniencoordinat«n derjenigen Parabel, 
welche einen gegebenen Punkt y zum Brennpunkt^ eine gegebene Ge- 
rade V zur Directrix hat, lautet: 

q){u, «) ^ Uy ■ m(u, m) — 2uy ■ m(v, «) = 0. 
Es sind u, ^ 0, bezw. m(v,u) ^'O die Gleichungen des im End- 
lichen, bezw. im Unendlichen gelegenen Brennpunktes; die Parabel 
wird daher nach (22), S. 115 dargestellt durch einen Ausdruck von 
der Form ^(m, tt) ^ o>(«, «) -|- Aw^ ■ a>(v, u) = 0. Nun muss der Pol 
der Geraden v identisch sein mit dem Pnnkt« y, es muss 
2<d{v, «) + A[«, . a>{v, v)-i-vy 0)(e, «)] = 
gleichbedeutend sein mit «^ = 0, d. h. man hat 

2ci(v, m) + Iv^ ■ a(v, m) — 0, 
woraus A = — 2 : Wy. 

Folgt auch aus (38) in § 11 fBr' e — 1, sowie aus (193) far 
r — 0, i = l. 

196. Fixirt man irgend zwei Tangenten (T und J,) eines Kegel- 
schnitts (mit der BerQhrungssehne S) und den einen Brennpunkt B 
(mit der Directrix D), so gibt es stets einen zweiten Kegelschnitt, 
welcher gleichfalls die beiden Gleraden T und T, berOhrt (mit D als 
Berührungssehne) und welcher den Punkt B als Brennpunkt mit S 
als zugehöriger Directrix hat. 

Die Gleichung einer Curve zweiter Ordnung kann nach (42), S. 84 
in die Form gebracht werden X,Xj — X^' = 0, wobei X, -= und 
Z, <™ die Gleichungen zweier Tangenten bedeuten mit der Berüh- 
rungssehne Xj = 0. Andrerseits kann die Gleichung der Curre nach 
S. 115 und 119 auch in die Form gebracht werden P j — d^ — 0, 

wobei y, , ifi, y^ die Goordinaten des einen Brennpunktes sind und 
dz = dessen Directrix repräsentirt. Es gilt demnach eine Relation 
Ton der Form X, Xg — X,* =■ ( ) — rfi*i aus welcher folgt 

x,x.+<?.--{|;3..+x,-. 

Die geometrische Deutung dieser Relation liefert sofort den obigen Satz. 
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197. Haben drei Curven zweiter Ordnung eine gemeinsame Sehne, 
so schneiden sich die drei übrigen Sehnen, welche je zweien der Gurren 
gemeinsam sind, in einem und demselben Punkte. 

Die Gleichangen der drei Kegelschnitte sind tod der Form 
fix, x) + XH.r, — 0, f(x, x) + Xu^s^ =. 0, f{x, x) + fiM,(, = 0; 

tf, ^ ist die den drei Cnrren gemeinsame Sehne, die Gleichungen der 
drei fibrigen sind xr-, — As, = 0, ks^ — (iti = 0, (if, — xr, = 0, mid 
diese gehen durch einen und denselben Punkt. 

In diesem Satze ist (71) als specieller Fall enthalten. 

Dnalistisch folgt: 

198. Haben drei Gurren zweiter Classe zwei gemeinsame Tan- 
genten, so liegen die Spitzen der übrigen drei Paare ron Tangenten, 
die je zweien der Gurren gemeinsam sind, auf einer Geraden. 

Insbesondere ergibt sich hieraus der in (20), S. 125 bewiesene 
Satz, wenn man als Gurren zweiter Glasse drei Punktepaare nimmt, 
ron denen je ein Punkt auf der einen, der zweite auf der anderen 
Geraden eines Geradenpaares liegt 



199. Sind y^, y^, y, die Coordinaten eines Punktes der unend- 
lich fernen Geraden, so ist das Product [a,oi]f(^,y) positir, so lange 
F(s, p) ^ 0. Vgl. die Fossnote zu S. 108. 

Nach (32) und (31), S. 27 besteht far alle Werthe der Xi und (/, 
die Identität 

Aii^aVs — «sy»)' H f- 2-4a,(i8yi — x^y^) (a^y, - «,j(,) H 

■^f{x,x)fiy,y)~f\x,yy, 

man kann also nach (35), S. 76 die Producte XiXt ersetzen durch au, 
wodurch sich die Relation ergibt 

2S= iÄ„iD„ + Agtton — 2^B%3)yi' H 

+ 2(^„o>„ -f AjstOg, — ^;:!ra,j — .4„(i>s,)y,y, -\ 

-Ko']/"(!/,y)-"C/"i, /;>r.), 

oder auch 

ia,a>]f(i,,y) = wif„f„f,)+2H. 

Werden non für die yt die Coordinaten eines im Unetidlicben ge- 
legenen Punktes eingeführt durch y, =PiV^ — Fa^n Vt '^Pt^i — Pt^t> 
y, -=|),v, — Pt^i, so verwandelt sich 2H in F{p,p),io(y,v)f und 
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man erhält [a, a]f{y,y) =~ a(f^, f,, Q + F(p, p) . q>(v,v). Hiermit 
ist der oben verlangte Nachweis gefOhrt, denn a{u, «) ist «ine positive 
defioite Form. 



Anwendmig von i 18 — 17, 

300. Alle Curven zweiter Ordnung, die ein gegebenes Dreieck 
zum Poldreieck haben nnd durch einen gegebenen Punkt y hindurch- 
gehen, bilden ein Bdachel; die Grundpunkte desselben sind der ge- 
gebene Punkt mit den Ooordinaten + ^i i + Jfi < -{' J/i und die drei 
Punkte mit den Coordinaten — y, , + yj , + y» ; +3/1, — y» , + yj 
nnd -i-Vi, -\-yi, — y,. 

Die Gleichung einer Curve des Systems ist von der Form 

hierzu tritt noch die Bedingungsgleichung «1^1'+ Oiys*+ «jy»' •= 0. 
Wird diese von dem Werthsyatem +y,, +yj, + y» erfElllt, so ge- 
nügen ihr auch die Coordinaten der drei übrigen oben genannten Punkte. 
Analc^ folgt: 

201. Alle Curven zweiter Classe, die ein and dasselbe Dreiseit 
zum Poldreiseit haben und eine gegebene Gerade v berOhren, bilden 
eine Schaar; die gemeinsamen Tangenten derselben sind die gegebene 
Gerade c^x^ + v^x^ -j- t-gj, => und die Geraden 

— '•'i^i + "i^-j + VgXg •— 0, v,x, — VfXi + i\x^ = 
und 

ViX, + V^Xj -- UjÄ^ "" 0. 

Fflr Vi — Pf folgt mit Rücksicht auf (22): 

202. Alle Parabeln, för welche ein gegebenes Dreiseit Poldreiseit 
ist, berühren die Verbindungslinien der Seitenmitten dieses Dreiseits, 

208. Wenn von den vier reellen Schnittpunkten zweier Kegel- 
schnitt« der eine in Bezug auf das, dem gemeinsamen Poldreieck 
parallel eingeschriebene Dreiseit trigonal gelegen ist, so ist dies auch 
bei den drei übrigen der Fall, und zwar liegt alsdann im Inneren 
des parallel eingeschriebenen Dreiseits und in den drei trigonalen 
Feldern je ein Schnittpunkt 

Folgt aus den Entwicklungen S. 252, Zeile 16 S. und daraus, das» 
sich nach (32), S. 140 die auf das gemeinsame Poldreieck bezogenen 
Coordinaten der Schnittpunkte nur durch die vier verschiedenen hier 
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in Betracht kommenden VoizeichencombiDationen to» ih ^i ■ dz 9t - zh Vs 
unterscheiden *). 

204. Welche Gebilde sind als ausartende, einem ganz im End- 
lichen liegenden Dreieck umachriehene Faraheln za hetracfaten? 

Legt man das Coordinatendreieck zu Grande, so ist ein umschrie- 
bener Kegelschnitt gegeben durch 2(^a„XiXa + a^^XgX^ -f- aija:,a^) — 0; 
hierzu tritt die Bedingung der Parabel F{p, p) = 0. Soll die Curve 
ansarten, so mnss ^ — 2ajja„a,a verschwinden; es sei etwa «„-^0, 
80 dase F(ja, p) =■ o„'l),* -f- a„*l>3* — ^(Hi<^itPtPs = oder 

(ßeiPt " OiiiJa)' =• 0, d. h. a„:a„ =jJg:ft. 
Die Gleichung des betr. Gebildes wird daher ^liPsX^ -i- p^x^) = 0, 
d. b.: Unter den einem gegebenen Dreieck umBchrieheneu Parabeln 
gibt es drei ausartende, bestehend aus je einer Seite des Dreiecks und 
der Parallelen durch die gegenOberliegende Ecke. 

In ähnlicher Weise oder auch geometrisch findet man die folgen- 
den 8&tze Qher ausartende Parabeln: 

205. Unter den einem Dreieeit eingeschriebenen Parabeln befinden 
sich drei ausartende, bestehend aus je einer £cke des Dreiseits und 
dem unendlich fernen Punkte der Gegenseite. 

206. Unter den Parabeln, die ein gegebenes Dreieck zum Fol- 
dreieck haben, befinden sich drei ausartende, bestehend aus je einer 
doppelt zu zählenden Seite des Dreiecks. 

Man hat hier nämlich die Gleichungen Oj^r,* ■]- a^x^ -\- a^Xg'^0, 
<^i<hP' + "t'^iP»^ -i- 'h'hPt^ ~ ^ ^^'^ a,«^Os = 0; aus o, — folgt 
aber OjOjP,* ■= 0, also entweder o, ^ oder a^ = 0. 

207. Unter den Parabeln, die ein gegebenes Dreiseit zum Pol- 
dreiseit haben, befinden eich drei ausartende, bestehend aus dem Mittel- 
punkte und dem anendlich fernen Fnnkte je einer Seite des Dreiseits. 

208. Welche Gebilde sind als ausartende, einem Dreieck um- 
schriebene gleichseitige Hyperbeln zu betrachten? 

Man hat hier die Gleichungen 2{a„XjXg + «aia^aJ:, + aii^i^i) — 0, 
[o, e>] = a« (»jj + Oai ta„ -f a„0)i, = und J. = 2aj,aj,(7„ — = 0. Setzt 
man etwa o,, = 0, so wird Og, : a^^ -=(»,,: — a^i , die Gleichung der 
Curve wird also x^^{<o^iX^ — •"it^) " 0, d. h. (vgl (11)): Unt«r den 

1) Tgl. hienn »inen Sati von Steioer in der melirfach citirteo Arbeit im 
Joamal fdr die reine nud angewandte Mathematik, Bd. 6S, S. 869—870, lUS, 
oder „Oetammelte Werke", Bd. S, S. GT6. 
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einem gegebenen Dreieck umschriebenen gleicbaeitigen Hyperbeln gibt 
es drei aasartende, bestehend aus je einer Seite des Dreiecke UDd der 
ZDgehörigen Höbe. 

309t Welche Gebilde sind als ausartende, einem Dreiaeit ein- 
geschriebene gleichseitige Hyperbeln zu betrachten? 
Hier sind die Gleichungen zu erfUUeD 

2{«itifUf -\- «tVgUi + ß,tt,!ij) ^ 0, 

A = 2a,ajag = 0.' 
Setzt man etwa v^ = 0, so bleibt als Gleichung der Curve 

»,(«.", +«.».)-o, 

eiD Funktepaar; bei Einführung von Punktcoordinaten erhält man 
(a^Xj — te^x^y = 0, also den durch die Ecke «, «= gehenden Träger 
des Punktepaares doppelt zählend. Die Bedingung der gleichseitigen 
Hyperbel verwandelt sich bei SnbstitutioQ der Coordinaten 

des Trägers in a(u, u) — > 0, worin jedoch ti, •= 0, ä. h. der Träger 
muss dnrch einen der beiden Kreispunkte gehen, sowie natflrlich durch 
die Ecke tr^ = 0. Das nach den imaginären Ereispunkteu gehende 
Geradenpaar mSge als circulares Geradenpaar bezeichnet werden'), 
ao das8 wir aagen können: Als eingeschriebene gleichaeitige Hyperbel 
iat jede doppelt gezahlte Gerade zu betrachten, die einem der drei 
circnlaren Geradenpaare angehört, welche von einer Ecke des Dreiseits 
nach einem der beiden imaginären Kreiapnnkte gezogen werden können; 
es gibt daher aechs solche ausartende gleichseitige Hyperbeln. 
In ähnlicher Weise findet man die folgenden zwei Sätze: 

210. Unter den gleichseitigen Hyperbeln, die ein gegebenes 
Dreieck znm Poldreieck haben, befinden sich drei ausartende, be- 
stehend aus den drei Paaren von Winkelhalbirenden der Winkel des 
Dreiecks. 

311. Unter den gleichseitigen Hyperbeln, die ein gegebenes Drei- 
aeit zum Poldreiseit haben, befinden steh drei ausartende, bestehend ans 
je einer doppelt zu zählenden Ecke des Dreiaeits. 



I) Die VerbindangalinieD ir^nd eines Punkte« P der Ebene mit den beiden 
EreiBpoukten bilden alio das durch f gesogene circnlare Geradcupaar. 
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Mit BOcksicht darauf, dass nach (17), S. 138 die Spitzen der drei 
in eioem EegelschoittbüBchel eothalteneii Ger&denpaare das gemein' 
same Poldreieck aller Cur?en des Büschels bilden, sowie mit Bflck- 
eicbt auf die dualistisch entsprecbende Tbatsacbe, dass die Tifiger der 
drei in einer Eegelschnittscbaar enthaltenen Punktepaare das gemein- 
same Poldreiseit aller Curven der Schaar bilden, folgen aus (308) und 
(205) sofort die Sätze: 

313. Das BSschel gleichseitiger Hyperbeln, die einem gegebenen 
Dreieck umschrieben sind, bat die Fasspunkte der H5hen 3es Dreiecks 
zum gemeinsamen Poldreieck. 

313. Die Schaar von Parabeln, die einem gegebenen E>reiEeit 
eingeschrieben sind, hat das dem gegebenen parallel umschriebene 
Dreiseit zum gemeinsamen Poldreiseit, oder mit anderen Worten: 

214. Bei jeder einem gegebenen Dreiseit eiu geschriebenen Parabel ' 
gehen die Berflbrungssehnen durch die Ecken des dem gegebenen 
parallel amschriebeneu Dreiseits*). Vgl. (203). 

316. In jedem EegelscbDittbaschel ist im allgemeinen eine gleich- 
seitige Hyperbel enthalten^ beBnden sich insbesondere zwei solcher 
Curven in dem Büschel, so besteht es überhaupt nur aus gleichseitigen 
Hyperbeln. 

Sind 

f(x, x) ^^ ^oitXiXt — und g{x, x) ^ 

11 ' . . 

die Gleichungen der Grundcurren des Büschels kg — f^O, so erhält 
man für eine gleichseitige Hyperbel nach (162) die Bedingungsglei- 
chuDg A[6, ro] — [o, o] — • 0, welche in A linear ist. — Wenn zwei 
gleichseitige Hyperbeln im Büschel enthalten sind, müssen [b, ta] 
und [a, m] gleichzeitig verschwinden; die angegebene Bedingung^- 
gleichung ist dann für alle Wertbe von l erfüllt'). Dass im letzteren 



1) 7gl. Schröter: „Die Theorie der Eegelschoitte, gestatst ant projecti- 
Tiiobe Eigenachaften" (iweiter Theil der von GeUur und ScfarSter beransgegebeDsn 
TorletnngeD Steiner'i Aber BTotbetuche Qeometrie), S. Aufl., Leipzig 1876, S. SIT. 

2) Adb Ewei GleicbuDgen von der Form 

l, [6, o>] — [a, Ol] = nnd »,[6, m] - [a, »] — ". 
wobei 1, ^ 1, , folgt durch Subtraction [6, uj = , daher auch [n, a] » 0. 
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Zwei Parftbeln, deren Azen orthogonal Bind. 331 

Falle eia Gmndpiuikt dee BaBcbels der HöhenschQittpnDkt des durch 
die drei anderen gebildeten Dreiecks ist, folgt ans (166). 

216. Ist in einem EegelschnittbüBcbel ein Kreis enthalten, ao 
sind die Azen der beiden Parabeln, welche dem Büschel angehören, zu 
einander normal. 

DasB in dem BOechcl zwei Parabeln enthalten sind, folgt aus (5), 
S. 143, denn hiernach gibt es in einem Eegelschnittbüschel zwei Gurren, 
die eine gegebene Gerade, also aach z. B. die unendlich ferne, be- 
rOhreu*). Die übrigen Kegelschnitte des BOschels trefiFen diese Gerade 
nach dem DesargaeB-Sturm'schen Satze (vgl. (12), S. 143) in Pnnkte- 
paaren einer Involution, deren Doppelpunkte die Berührungspunkte der 
zwei Parabeln mit der unendlich fernen Geraden sind; sie liegen -zu 
allen Übrigen Scbnittpnnktepaaren harmonisch, im vorliegenden Falle 
also ancb zum imf^nären Kreispunktepaar, d. fa, die Azen der zwei 
in dem BQschel enthaltenen Parabeln sind zu einander normal. 

317. Umgekehrt gilt auch der Satz: Die Schnittpankte zweier 
Parabeln, deren Azen sich rechtwinklig schneiden, liegen auf einem 
Kreise. 

Denn unter den Punktepaaren, welche auf der unendlich fernen 
Geraden za dem von den Berührungspunkten der beiden Parabeln ge- 
bildeten Paare der Doppelpunkte der Involution harmonisch liegen, 
befindet sich im gegenwärtigen Falle auch das imaginäre Ereispunkte- 
paar, da die Azen der zwei Parabeln sich rechtwinklig schneiden. 
£b ist daher in dem durch die Schnittpankte der Parabeln definirten 
Kegelschnittbüschel auch ein Kreis enthalten. 



218. Es seien f{x,x)^0 und (/(x, x) = die Gleichungen 
zweier Kegelschnitte, ferner sei durch l^g — /n-O eines der drei in 
dem Büschel kg — /*= enthaltenen Geradenpaare dargestellt; welche 
Bedeutung hat der Segelschnitt >li,'7 + /"=0? 

Jedenfalla gehört er dem Büschel an; ist y irgend einer der vier 
Grundpunkte, so haben die in ihm an ^=0, ^ = 0, A, (? + /■= ge- 
zogenen Tangenten resp, die Gleichungen 

f{y,^)-0, 9{y,x)~0, l,g(i/,x)+f(j,,x)^0; 
diese letzte Tangente liegt aber harmonisch zu f.,g(y, x) — f(t/, x) = 0, 
also zu der durch y gezogenen Geraden des Paares liff — f *=•(), 
Hiermit ist der fragliche Kegelschnitt bestimmt. 

1) VgL aucli S. 199. 
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319. Werden einem TollBtändigen Vierseit zwei E^elschtiitte 
eiogeschrieben, so liegen die acht Punkte, in denen sie die Seiten be- 
rQhien, auf einem dritten Kegelschnitte. 

Auf S. 144 wurde gezeigt, dass die in den rier Schnittpunkte 
zweier Kegelschnitte gezogenen Tangenten, deren Anzahl also znsammen 
acht beträgt, einen dritten Kegelschnitt berflhren. Hieraus folgt das- 
listisch der obige Satz. 

220. Legt man durch einen Punkt y des Kegelschnitts f{x,x) = Q 
Parallelen zu irgend einem Paar conjugirter Durchmesser eines anderen 
Kegelschnitts g{x,x)*=0, so schneidet jedes solche Parallelenpaar die 
Curve f(x,x)'=0 in zwei weiteren Punkten, deren jeweilige Ver- 
bindungslinien durch einen bestimmten Punkt P hindurchgehen*). 

Das Geradenpaar, welches den auf f(x,x) = gelegenen Punkt jr 
mit den Schnittpunkten der Curve /"(«,«) = und der Geraden u, = 
verbindet, hat nach (53) die Gleichung 

und dieses Ger adenpaar ist zu zwei conjugirten Durchmessern des 
Kegelschnitts g(x, x) ■= parallel, wenn die Schnittpunkte der unend- 
lich fernen Geraden mit ^{x,x) = und g(x,x)-=0 zwei harmonische 
Punktepaare sind. Die Bedingung bierfftr geht nach (15), S, 144 aus 
der Gleichung der harmonischen Curve zweiter Glasse H^O von 
(}(x, x)<-»0 und ip^XjX^^O dadurch hervor, dass man in ihr die 
variabelen Liniencoordinaten t<j,Uj,Ug ersetzt iaich Pf,pf,p^. Da die 
Gleichung S"=0 die Goel^cienten von 9(x,x) und ^(x,x), daher 
auch die V{, linear enthält, stellt sie in der That (in variabelen 
Linieucoordinateu VuVjjVg) einen Punkt P dar. 

Ist die Curve g{x,x) ^0 ein Kreis, so erhält man den bereits 
in (84) für den Fall eines um seinen Scheitel rotirenden rechten 
Winkels abgeleiteten Satz von Fr^gier. 

Ersetzt man g{x,x') durch ein KegelschnittbGschel 
g(x, X) -\- lk{x, x) = 0, 

1) Für dea epeciellen Fall, daas y der Mittelpunkt dee EegelBohnitte 
gix, x) — ist, wurde dioBer Sats zuerst tod Frägier aDBguprochen in ■einet 
Note: „Thiothtnea noaveani sur les ligneB et Burfacei du aecond ordre", Annale« 
de HathämatiqaeB, Bd. 7, S. 95f., 1816 nnd 1817; vgl. anch einen Artikel von 
Ft^er nnter gleicLem Tit«l in Bd. 6, S. 3!lff., 1816, in derselben ZeitechrifL 

Da* dem allgemeinen Satee bei OberflUchen zweiter Ordnung analoge 
Theorem hat Enerst Heiae aaBge#firochen in Beiner Abbaadlnng „Deber Ober- 
flächen Kweitor Ordnnng", Jonmal für die reine nnd angewandt« Mathematik, 
Bd. IS, S. 110, 1837. 
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SO enÜiält der Ausdrack -ffCPuft,))»), gebildet üXr ^(x, x) -\- ih{x, x), 
den Parameter X wieder linear, die Funkte P erfallen also jetzt eine 
Panktreihe '). 

Ersetzt man ferner g(x,x) durch die Gesammtheit der einem ge- 
gebenen Viereeit eingescHriebenen Kegelschnitte, also durch die Cnrven 
einer Schaar, welche in Linieocoordinaten etwa durch 

e(u,u) + jji:(«,«)-o, 

in Punktcoordinaten durch eine Gleichung tob der Form 

g„{x, x) + 2ig^ix, x) + AV.(*. «) = 
dargestellt ist, so wird der Auedruck H(^,p), gebildet für diese Glei- 
chung, von der Form Vq -j- 2AF, + i'r, >= 0, wobei die V in den 
Liniencoordinaten Vi linear sind. Den unendlich vielen Werthen des 
Parameters i, entsprechen unendlich viele Punkte P, welche eine Curve 
erfallen. Bei Bildung ihrer Gleichung beachte mau, dass fUr eine 
beliebig fizirte Gerade v die in l quadratische Gleichung 

im allgemeinen zwei verschiedene Werthe gibt. Soll die Gerade eine 
Tangente sein, so müssen diese zwei Wurzeln zusammenfallen, und 
man erhält alsdann V^V^ — V^* = 0, also eine Curve zweiter Classe, 
die von allen Punkten P erfilUt wird'). 

231. Man beweise nachstehenden Satz von Steiner'): 
„Zieht man in einem gegebenen Kegelschnitte K^ ein System 
paralleler Sehnen QQ^ nach beliebiger Sichtung R, so liegen ihre 
Mitten P in einem Durchmesser FF^ = 2f desselben; und beschreibt 
man über den Sehnen, als Durchmesser, Kreise P, so haben diese 
irgend einen bestimmten anderen Kegelschnitt K zur Enveloppe, und 
zwar berühren sie ihn doppelt, jeder in zwei Punkten C." 

Um die Gleichung der Kreise P zu erhalten, ist ähnlich zu ver* 
fahren wie in (78);*) nur tritt an Stelle der Geraden v, ^ jetzt 
ein BOschel paralleler Geraden, d. h. es ist v, zu ersetzen durch 



1) TgL Schröter: „Die Theorie der EegeUchnitte, gestOtzt auf projectiviache 
Eigen acbaften" («weiter Theil der von Geiaer und Schröter hentuagegebeuen Vor- 
iMangen Steioer'a aber lynthetiache Geometrie), 2. Anfl., Leipzig 1876, 8. 266. 

3) Tgl. Schröter, a. a. 0. S. SSO. 

3) „Eleinestaie LOenng einer geometriecheD Aofgabe, and über einige damit 
in Beziehung etebende Eigenschaften der Kegelschnitte", Journal fOi die reine 
und angewandte Uathematik, Bd. 87, S. 170, 1847, oder aach „Gesammelte Werlce", 
Bd. 2, S. 403. 

4) Diese Gleichang stellt im Gmnde den Diractorkreis dar, welcher dem 
dnrch die Endpunkte einer Sehne gebildeten Punktepaare ingehOct. 
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Vi -\- Ipi ="0. Nehmen wir zunächst ein beliebiges Strablenbflscbe) 
tij. + /«.', => 0, so würde man für das System von Kreisen in varia- 
belen Punktcoordinaten t/i die Gleichung erhalten: 

(.-, + iw,)' ■ [a, «] - -l-(», + lw,)ir(3t)W(v,) + i-'K)] + • • • 

+ \c{<,,v)+2la(v,«:) + J'o(i«,»)|f(j,,!,) - 0, 
dabei ist f(x, x) = die Gleichung des gegebenen Kegelachoitts Ki. 
Wenn man nach Potenzen des ParameteFS X ordnet, verwandett sich die 
Gleichung des Systems von Kreisen in einen Ausdrucli von der Form 
K. + 2JX.,. + i'K. — 0, wobei 

K. s [o, o] V - |{«.'(»,)r(s,) + ■ ■ ■ + o'Mfd,,]],, 

denjenigen Kreis darstellt, der Über der Sehne r^s-O als Onrcbmeeser 
errichtet ist, und K„ die gleiche Bedeutung besitzt mit Bezug anf die 
Sehne w^ <« 0. Ferner ist 

X^. = [a,a>]v,w,~\ K(f,)r(yO + ■ ■ ■ + «'Wr(»,)]tr, 

- T [«'KirCyi) + • • ■ + "'K)r(y,)] V, + miv, u;)f(^, y). 

Nimmt man ein BQscbel paralleler Strahlen (Vi ^ pi), so bleibt der 
Ausdruck K„ unverändert, K, g«bt dagegen über io Kp ^^ [a, a>] p/, 
X,,» in Xp,» i^ [o, in]pftDy — V»,^ ■ Py, wobei V(w,y) gerade ao wie in 

(45), S. 96 definirt ist durch -^yj fo'{tDt)f{yt), ao dass V(w, y) — 

nach (20a), 8.24 die Gleichnng desjenigen Durchmessers von f{x,x)=^0 
repritsentirt, welcher zur Richtung des Normalenceatrams der Geraden tc 
Gonjugirt ist. 

Die Enveloppe aller Kreise des Systems K^ + 2ilXp,„ + A*K,-=0 
wird (vgl. (220)) KpK„ — X^„ = 0, und diese Gleichung stellt nach 
Ausscheidung des Factors p^* einen Kegelschnitt dar; werden die oben 
angegebenen Werthe eingesetzt, so äudet man als Gleichung dieseB 
K^elschnitts £"=■ [a, o)]a>(w, w)/"(y, y) — M"(w, j/) — 0. Dass der- 
selbe von alten Kreisen des Systems doppelt berührt wird, geht daraus 
hervor, dass man fQr den Ausdruck Kj,K„ — X^„ nach Multiplication 
mit (A — /i)* die Identität hat 

(K, + 2iX„.+ l'K.)(K, + 2pX„. + p'K.) 
- 1(K, + iX^.) + tX,.. + JK,)rt' ^ (K,K. - Xi,)(i - rt', 
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wobei il und ft ganz willkürliche Parameter beseichDen, Die Form 
der Gleicbung K=~0 zeigt femer, dass der gegebene Kegelschnitt £, 
von K in den Endpunkten eines diesen beiden Gurren gemeineamen 
Darchmeasers berührt wird. Auch die meisten Dbrigen von Steiner 
a. a. 0. aufgestellten Sätze lassen sich auf Gruud der vorstehenden 
ßntwickelnngen ableiten. 

333. Wird irgend ein Punkt y eines Eegelschnitts verbunden 
mit den Punktepaaren, die auf der Gurre durch die Strahlen eines 
beliebigen Strahlenbflschela ausgeschnitten werden, so bilden diese 
Paare von Verbindungslinien eine Involution. Die Doppelstrahlen 
dieser Involution werden durch die Geraden gebildet, welche vom 
Punkte y nach den BerOhrungspunkten der zwei in dem Strahleo- 
bOschel enthaltenen Kegelschnittatangenten gezogen werden k&nnen. 

Das Geradenpaar, welches vom Punkte y der Curve f(x, x) = 
nach deren Schnittpunkten mit u^^O gezogen werden kann, ist nach 
(53) gegeben dorch Uff(^x,x) — 2«« ■/'(a:, y) — 0. Ersetzt man die 
Gerade u, -=0 durch die Strahlen eines BtlBchels «, + iw, = 0, so 
erhält man: v^f{x,x) — 2v,f{x,y)-\-l[w^f{x,x) — ^tD,f{x,y)]=Q, 
ein Ausdruck, der in k linear ist Alle diese Qeradeupaare, welche 
man für varürende Werthe i. erhält, treffen nach (12), S. 143 eine 
beliebige Gerade in Punktepaaren einer Involution. Die Geraden- 
paare bilden daher selbst eine Involution; offenbar gehen ihre Doppel- 
strahlen von y nach den BerOhrungspunkten der beiden Tai^eoten, 
die sich von dem Centram des Strahlenbaschels Vi -\- kw^ •^ 0, dem 
sog. Invotutionscentrum*}, an den Kegelschnitt ziehen lassen. 

Hieraus folgt eine einfache Constrnction der Doppelstrablen einer 
Involution, die durch zwei Sixahlenpaare bestimmt ist: Man legt 
durch das gemeinsame Centrum der Strahlenpaare eines beliebigen 
Kegelschnitt, am einfachsten einen Ereisj derselbe möge von dem 
einen Strahlenpaare noch getroffen werden in den Punkten p und p', 
von dem anderen in q und g'. Alsdann zieht man pp', sowie qq, 
Schnittpunkt sei e, und construirt die Polare von e in Bezug auf den 
oben erwähnten Hilfekegelacbnitt. Ihre Schnittpunkte mit demselben 
ergeben durch Verbindung mit dem Gentrum der Strahlenpaare die 
gesuchten Doppelstrahlen. 

338. Wie lautet der dem obigen Satz dualistisch entsprechende? 



1) TgL V. Standt, „Bsitrtge rar Geometrie der Lage" 
berg 1866, S. 47. 
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336 Anhang zu § 13-17. Nr. 224-887. 

' S24. Man untersuche das genieias&me Poldreieck eioes Bflschele 
Ton Ereiseu. 

Sind K^-=0 und Ä", = die GleicliUDgen zweier Kreise, bo ent- 
hält nach (182) das Büschel K^ — IE, = einen in ein Geraden- 
paar aasartenden Kreis, bestehend ans der Potenzlinie und der unend- 
lich fernen Geraden (vgl. S. 59).^) Die Spitze dieses Geradenpaares, 
also nach (17), S. 138 eine Ecke des den Kreisen des BUscliels ge- 
meinsamen Poldreiecks, ist der unendlich ferne Punkt der Potenz- 
linie, und die Polare dieses Punktes kann nur die gemeinsame Centrale 
sein. Die auf ihr gelegenen Ecken des Poldreiecks müssen harmoniscli 
liegen zu dem Schuittpunktepaar der Centrale sowohl mit S^ als mit 
£,, sie mfissen daher die Doppelpunkte der Involution sein, welche 
auf der Centrale durch ihre Schnittpunktepaare mit den einzelnen 
Kreisen des Büschels gebildet wird; man nennt diese Doppelpunkte die 
Grenzpnnkte des Büschels. Sie sind zugleich die Spitzen der zwei 
in dem Büschel enthaltenen circularen Geradenpaare. Das gemein- 
same Poldreieck besteht somit aus den zwei Grenzpunkten und dem 
unendlich fernen Punkte der Potenzlinie. Zugleich folgt, daas die 
nach dem letztgenannten Punkte gehenden zwei Seiten des Dreieck 
zur Centrale normal sind, denn jede derselben liegt zugleich mit der 
Centrale harmonisch zu dem durch die betreffende Ecke gebenden 
circularen Geradenpaare. Die Grenzpunkte sind als Doppelpunkte der 
oben genannten Involution bekanntlich imaginär oder reell, je nachdem 
das auf der Centrale von K^ ausgeschnittene Punktepaar durch das 
von Kl ausgeschnittene getrennt oder nicht getrennt wird, d. h. je 
nachdem die Kreise des Büschels eine reelle oder im^inäre gemein- 
same Schnittsehne besitzen*). 

Jeder Punkt der Potenzlinie hat bekanntlich gleiche Potenz in 
Bezug auf alle Kreise des Büschels. Zieht man also von irgend einem 
Punkte der Potenzlinie Tangenten an diese Kreise, so li^en die Be- 
rührungspunkte auf einem Kreis, der durch die Grenzpunkte geht und 

1) Unter Anwendung der Bezeichnung in (182) ist 1 ^ ^— — ^ ; tlbngeDi 
kennte die Wuizel l aoch aus einer der eecbi Oleichnogen entoommen werden, 
die in der mfK. — XK, — engewandtea Identität (^ ) n enthalten sind 
(vgl. (18), S. 61). Die Bedingangcn in (183) lie«Ben sich hierdurch mantiigfkch 
nmformeD. 

8) Vgl Steiner: „Ueber einige neae Beatimmnugaarten der Gurren iweitei 
Ordnung nebat daraus folgenden neuen Eigenschaften denelben CuiTen". JomnAl 
für die reine und angewandt« Uatheraatik, Bd. 46, S. Soef., 1863, oder „Gecam- 
melte Werke", Bd. 2, S. 403. 
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üretupniikte eines Kreiebfiscbel*. Directorkteii eines Eegelecboitt«. 337 

die einzelnen Ereiae rechtwinklig scliueidet. Hiermit ist auch eine 
OonstructioD der zwei Grenzpunkte gegeben. Zugleich entsieht durch 
alle, die eben genamiten rechtwinklig echneidenden Kreise ein zweites 
BDschel, das die Grenzpunkte des ersten zu Grundpunkten hat. 



326. Die Gleichung des Directorkreiaes der Curve zweiter 
Ordnung f{x,x)=*0 lautet 

2ff = (^sjci„ + A^fo„ — 2 J„<a„)3-i» H 

+ 2(J^o„-f-^„ro„ — ^s,iD„~^„a>g,)a:,a^H 0. 

Folgt sowohl ans der in (29), S. 146 gegebenen Gleichung des 
Directorkreises einer Corre zweiter Claese, als auch ans der in (89) 
abgeleiteten Formel für den Winkel a der Tangenten, welche ron 
ii^end einem Punkte an die Garve f(x, x) =• gezogen werden kBnnen; 
man hat in letzterem Falle nur a = 90^ zu setzen. 

Uebrigena sei der Vollständigkeit halber noch daran erinnert, 
daas nach (199) der Ausdruck 2B auch in die Form gebracht werden 
kann 2S^[a, a]f(x,x) -- m{fi,ft>ft), wobei fi—^fixi), welche 
dadurch wichtig ist, dass in ihr ein Glied auftritt mit f{x, x) als 
Factor. 

336. Die Gleichung des Directorkreises der auf acbiefwinklige 
Parallelcoordinaten (Xi : x^ : x^ =• X : p : 1) bezogenen Curve zweiter 
Ordnung f(x, y, 1) =- lautet: 

(a,, + Og, — 2o,j aos w)f{x, y, 1} — (a,,« + a^y -}- o,,)* 
— (o„2;+a„y+a„)»+2(a„a:+o„i/+OiO(asia;+aj,y + aM)eo3M'-=0. 
Folgt sofort aus der zuvor erwähnten Form 

[o, «]/■(«, i)-«(/;,/;,/-,)-o 

fSr die Gleichung des Directorkreiaes. 

337. Man beweise, dass die Gleichung in Liniencoordinaten des 
Directorkreises der Gurre zweiter Ordnung f(x, x) -^ die Gestalt besitzt 

A ■ [0,(0]- min, u)-^tF'(^,u)-0. 
Kann leicht TermSge der kanonischen Form 
A'Z,* + A"Zj* + xX,' = 
der CurvengleichuDg f(x, x) -~ (vgl. (29), S. 91) verificirt werden. 
Ein anderer Beweis folgt aue (228) mit Benutzung von (10a), S. 59. 



Digilizodby Google 



338 Anhang zu g 13—17. Nr. 228—332. 

33S. Ist <p(ii, u) ■= die Gleicbuag einer Gurre zweiter Olasse, 
für welche <pip,p)^0, 2^;"^ ^l (a, ajuXiXj^ ■= die Gleichung 

des zugehörigen Oirectorkreises (vgl (29), S. 148), so besteht die Be- 
latioD 2 qo (p, j>) ■ % {x, x) ^ (^ *) + [A, o] - i»**, i» welcher 

die Coordinaten des Mittelpunktes von 9i(u, u) = bedeuten. 

Man bilde die Determinante aus den Elementen atit + ^"n uii<l 
rändere dieselbe sowohl bei den Horizontal- al» bei den Verticalreihen 

mit den zwei Beiben „- qo'Cpi), „" 9>'(pi)> v 'P'iPa) ^^^ ^d ^h s^b» die 
vier Qbrig bleibenden Stellen in der so entstehenden Determinante 
ö. Grades fKlle man durch Nullen aus. Nach Multiplication der drei 
ersten Verticalreihen mit ^ > ^ i j u^^ Subtraction derselben von 
der vierten, sowie nach gleichem Verfahren bei den Horieontalreihen 
lässt sich die Determinante unter Berficksicht^uog von a'(p,) •= 
zerlegen in 

-r»'(i',i')Q.,,^.,.^.-i'"_2'±(""+'''"'''»+'''- "■"+'' "•■)-"■ 

Diese Umformung der ursprQnglicben Determinante gilt, welchen Wertfa 
auch der Parameter i. haben mag, es müssen daher die Coefficienten 
gleicher Potenzen von i. dieselben sein. Durch Vergleichen der GoefG- 
cienten von l" folgt r H = tp (p, p) ■ 2 x{x, x) — fA,fi)]p,*, woraus 
sofort die verlangte Relation hervorgehL 

329. Der Radius r des Directorkreises eines Kegelschnitts ist 
gegeben durch die Formel r = Ya* + i^, wo a und b die längen der 
Halbazen bedeuten und in a* + b* das positive oder negative Vor- 
zeichen zu stellen hat, je nachdem die Curve eine Ellipse oder Hy- 
perbel ist. 

Ana der in (228) abgeleiteten Gleichung des Directorkreises 
r *) + [A, »Jp^* ■" der Curve zweit«ir Classe 9i(u, t4)^0 folgt 

mit Röcksicht auf (10a), S. 59 die Relation r* •= ^^t^, und 

dieser Ausdruck ist nach (136) gleich a* + fc*. 

330. FQr eine gleichseitige Hyperbel artet der Director- 
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Ort der Punkte, von welchen an> twei Strecken gleich gross eracheinen. 339 

kreis in das circulare Geradenpaar aus, dessen Spitze der 
Mittelpunkt der Curve ist Vgl. die Fusanote zu 3. 329. 

Folgt wegen o» — 6* = aus (229), mit Racksicht auf S. 148. 

3S1. Uan beweise nachstehenden Satz von Steiner'): 
„Sind in einer Ebene zwei begrenzte Geraden AS und OD in 
beliebiger fester Lage gegeben, so besteht der Ort desjenigen Punktes, 
ans welchem dieselben unter gleichen Winkeln (oder auch anter Winkeln, 
die zwei Rechte betragen) gesehen werden, aus zwei Corren dritten 
Grades. Beide Curven gehen durch die vier Endpunkte der gegebenen 
Geraden, sowie durch ihren gegenseitigen Scbnittpunkl Ferner haben 
die Curven diejenigen zwei Punkte gemein, aus welchen beide Geraden 
unter rechten Winkeln erscheinen. Die zwei übrigen gemeinschaft- 
lichen Punkte der Curven sind imaginär und liegen auf der unendlich 
entfernten Geraden." 

Es seien fp{u, ti) ^ «» • ^h = und f(u, u) ^ y« ■ tf„ = die 
Gleichungen der beiden Punktepaare Ä, S und C, D, 

m,=^4:(a,)S,3:,) = ond »x =^± (yi^jai) — 
diejenigen ihrer Träger. Sind nun ^i (t ^ 1 , 2, 3) die Coordinaten 
irgend eines auf dem gesuchten Orte gelegenen Punktes, so müssen 
die Winkel, anter welchen die beiden Punktepaare von y ans er- 
scheinen, einander gleich sein oder sich zu zwei Rechten er^nzen, 
d. h. man hat nach (88): 

wobei 2fl=("Jj)^ =0 und 2Z=(j^)^ =0 die den Punktepaaren 

a, ß, bezw. y, S zugehör^en Directorkreise darstellen. Als Ort des 
Punktes y erhält man die zwei Curven dritter Ordnung Km^ — Hn^^O 
nnd Km^ -\- Hny =• 0, aus deren GleichuDgen man leicht die oben 
angeffihrten Behauptungen von Steiner ablesen kann. Die zwei im 
Unendlichen gelegenen Schnittpunkte der beiden Curven sind natOrUch 
die imaginären Kreispunkte, 

232. Wann artet der Directorkreis einer Curve zweiter Classe 
9 («,«) = in ein Geradenpaar aus? 

Nach S. 148f. tritt dies ein im Falle der Parabel ivip,p) •"(>), 
femer nach (228), wenn [A, a] « 0, d. b. im Falle der gleichseitigen 

1) „Aufgaben onil Lebra&Ue". Jonrnal fSr die röine und angewandte Mathe- 
matik, Bd. 45, S. 3TG, 186S, oder auch „Geeaniinelte Werke", Bd. 2, S. 487. 
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340 Anhang zu § 13- IT. Nr. 232— 211. 

Hyperbel. Das Product dieser beiden Bedingungeii ist in den an 
vom dritten Grade, ihubs daher mit der DiscrimiDante der (in den «n 
gleichfalls linearen) Gleichung des Directorkreises bis aaf einen Zahlen- 
factor identisch sein. 



333. Die Directorkreise einer Kegelschnittscbaar bilden 
ein BQschel 

Folgt sofort daraus, daes die Gleichung des Directorkreises der 
CurTe Xi>(u, «) — qi(u, «) ■=• in den CoefScienten von ii und % also 
auch in dem Parameter l linear ist. 

Besteht die Schaar insbesondere aus confocalen Kegelschnitten, 
so sind die zugehörigen Directorkreise natQrlich alle concentrisch. 

334. Es gibt zwei feste Punkte in der Ebene, von denen an 
alle Eegelschuitte einer Schaar zu einander rechtwinklige Tangenten 
gezogen werden k&nnen. 

Da die Directorkreise der Schaar nach (233) ein BOschel bilden, 
schneiden sie sich in einem und demselben im Endlichen gelegenen 
Punktepaare. Zur Conatruction desselben zeichnet man am einfachsten 
die Directorkreise, welche den in der Schaar enthaltenen Pnnktepaaren 
angehören, d. h. diejenigen Kreise, welche je eine der Diagonalen des 
gemeinsamen Tangentenvierseita als Durchmesser haben. Es folgt 
also der Satz: 

335. Die drei Kreise, welche man fiber den Diagonalen eines 
vollständigen Vierseits als Durchmesser beschreiben kann, schneiden 
sich in einem and demselben PunktepaUre. 

336. Durch fünf Geraden sind fiinf Tierseite bestimmt; jedem 
derselben lässt sieb eine Schaar von Kegelschnitten einschreiben, ßii 
welche die zugehörigen Directorkreise sich nach (233) iu demselben 
im Endlichen gelegenen Punktepaare schneiden. So entstehen im 
ganzen fünf Punktepaare, von denen gezeigt werden soll, dass sie auf 
einem and demselben Kreise liegen. 

Jenen fOnf Kegelschnittschaaren gehört gemeinschaftlich deijenige 
Kegelschnitt an, welcher die fünf gegebenen Geraden berührt; sein 
Directorkreis muss demnach durch die oben genannten fünf Punkte- 
paare hindurchgehen. 

337. Die Directricen einer Schaar von Parabeln bilden 
ein Strablenbüschel. 

Folgt daraus, dass die Directorkreise einer beliebigen Kegelschnitt- 
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Büachel der Directrioen einer Schaar von Panbeln. AnwenduDgeD. 341 

8cbaar nack (233) ein Büschel tod Kreisen bilden; im Falle der 
Parabel zerfällt nach S. 148 f. jeder Kreis dieses Btlschele in die 
Directriz der Parabel und die unendlich ferne Gerade; die Gleichung 
der Directrix bleibt aber in dem Parameter X der Schaar 

A*.(»,«)-g.(M,«) = 
linear. Vgl. auch (244). 

ä3S. Die Directricen aller einem and demselben Dreiseit ein- 
geschriebenen Parabebi schneiden sich im Höhenschnit^nnkte des 
Dreiseits '). 

Die Directricen bilden nach (237) jeden&lls ein Strahlenbüschel. 
Andrerseits sind in der Parabelschaar nach (205) drei ausartende 
Gurren enthalten, gebildet durch je eine Ecke des Dreiseits and den 
unendlich fernen Paukt der Gegenseite. Die Directricen dieser Punkte- 
paare bestehen aber je aus der Ton der betreffenden Ecke auf die 
Gegenseite gefällten Normale, d. b. ans den Höhen des Dreiseits. 

339. Die Höhenschnittpnnkte derjenigen vier Dreiseite, die durch 
Tier beliebige Geraden bestimmt sind, liegen auf einer und derselben 
Geraden, and ewar auf der Directrix derjenigen Parabel, welche jene 
vier Geraden berührt'). 

Nach (238) gehen die Directricen aller einem Dreiseit eingeschrie- 
benen Parabeln durch dessen HShenschnittpunkt; dasselbe musa also 
auch Ton der Directriz derjenigen Parabel gelten, welche die Seiten 
der vier Dreiseite berQhrt, sie muss folglich durch die vier H5hen- 
schnittp unkte gehen. 

Offenbar gilt auch der Satz: 

240. Die Höhenschnittpunkte aller Dreiseite, die einer Parabel 
umschrieben sind, liegen auf der Directrix der Curve*). 

241. Die Directricen aller Parabeln, fUr welche ein gegebenes 
Dreiseit Poldreiseit ist, schneiden sich im Mittelpunkt des umschrie- 
benen Kreises*). 

1) Vgl. Steiner: „Qeometrische Lehnätze". Journal fQr die reine nnd an- 
gewandte Mathematik, Bd. 2, S. 191, ISST, oder auch „Oeaammelte Werke", 
Bd. 1, S. 134. 

2) Vgl. Steiner; „Däveloppement d'une lärie de thtorömes relatifa anx 
sectioüB coniqaee". Annale» de Mathämatiqoes, hregg, von Gergonne, Bd. IS, S. 59, 
oder aach „Qesanimelte Werke", Bd. 1, S. SOT. 

8) Ibid. 

4} Vgl. Schröter: „Die Theorie der Kegel Bchaitte, gestützt aaf projecti- 
rieche Eigenschaften" (aweiter Tbeil der von Oeiaer nnd Schröter heraaegegebenen 
Vorlesungen Steiner'i über aynthetJBche Geometrie), 2. Anfl., Leipzig 1876, S, 407, 



Digilizodby Google 



342 Anhug in § 18—17. Nr. 341— 24S. 

Die Parabeln bilden nach (201) eine ScbaEir, ibre Directricen 
nach (237) ein StrableabüBchel. In der Parabelachiiar sind nach (207) 
drei ausartende Carven entbalteD, bestehend ans dem Mittelpunkte 
und dem unendlich fernen Punkte je einer Seite des Dreiseita; die 
zugehörigen Directricen sind aber die in dem Mittelpunkte auf der 
jeweiligen Seit« errichteten Normalen, die eich nach (237) in einem 
und demselben Punkte schneiden bekanntlich im Gentrum des dem 
Dreieeit umschriebenen Kreises. 

Folgt auch aus (202) mit Benutzung von (238), denu der H5hen- 
aclinittpnukt des parallel eingeschriebenen Dreiseita ist zugleich Cen* 
trum des dem gegebenen Dreiseit umschriebenen Kreises. 

342. Die Directrix der Parabel f{x, x)^0 bat die Gleichung 

dabei sind y^, y„fff ganz willkürliche Zahlen (z. B. y,=yi^'0, jft = 1, 
falls i^a ^ 0), die jedoch nicht die Gleichung j>,yi + PtSt + PtJft =°= ^ 
erftillen darfeu; ft ist zur AbkQrzung gesetzt fSr -^f'(^i)- 
Wir gehen aus von der Gleichong des Directorkreises 

2H^ [«,»]/■(»,») - »(/;,*« - 

(vgl. (199) und (225)); dieselbe muss im gegenwärtigen Falle nach 
S. 148 £ sich in zwei lineare Factoren zerspalten lassen, deren einer 
die unendlich ferne Gerade px ^ 0, der andere die Directrix repräsen- 
tirL Wendet man die S. 38 gegebene Methode zur Bestimmung dieses 
zweiten Factors an, so folgt die obige Gleichung. 

343. Die Directrix der auf schiefwinklige Parallelcoordinaten 
(XiiXi'.Xf^^x-.y.l) bezogenen Parabel f(x,y,l) ■- hat die Gleichung 

(^18 + ^ cos w) a; + (A^ + ^w cos w) y 

— y ('^u + ^n + 2^1, cos w) = 0. 
Folgt aus (242) durch die Substitution J'i ■=Pj -= 0, j;, = 1, 
yi— ». — *>, y,-»l, «u -= »M = -^f^, "'"" — Sf^» 
»18 =■ »» — »M = (Tgl. S. 8). 
lü Uir 

344. D ectrix der auf schiefwinklige Parallelcoordinaten 
(Wj : w, : U( = u : i; : 1) bezogenen Parabel ip (u, v, 1) •» hat die 
Gleichung 
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Theorem von Fanre. 343 

(«u + «» «M ti)x + («,s + a„ cos «i)y — 2 (n„ + «„ + 2«„ CO« «>) — 0. 
Folgt >a> (243). 

345. Man bilde die Gleichungen der Axe, Scheiteltangente und 
Directriz der anf rechtwinklige Coordinaten bezogenen Parabel 
9i" + 16j' — 2ixy - ix - 28» - 16 — 0. 
Für die Äxe findet man nach (122) die Gleichung 

9»:-12l(+— y"— '_0 oder ix-i<J + 2 — 0. 

Mit Hilfe der Werlhe A^ — 200, A^ — 160, A — — 250O, 
All =™ — ^^2, Ä„ — — 148 wird die Gleichung der Scheiteltangente 
n«sh (123) 

200i+150!( + """ + ''"*-0 oder 4« + 3,, + 6-0. 
Fttr die Directrix ergibt eich nach (243): 

200«+ 160s(+555_o oder 4a; + 3j + C — 0. 
Dej Parameter 2j) der Parabel wird nach (124) 



246. Der Directorkreis eines Eegelachnitts schneidet alle die- 
jesigeD Kreise aenkrecht, welche durcli Poldreiecke des Kegelschnitts 
hindurchgehen '). 

Zorn Beweise dieses Satzes fragen wir zunächst, welche Beziehung 
zwischen den Coordinaten des Mittelpunktes und der Länge des Radius 
eines Kreises bestehen muss, wenn der Kreis durch Poldreiecke der 
Gurre zweiter Classe ^^(u, u) = hiudurcli gehen, also zu dieser Curve 
conjugirt sein soll. Die Qleichung eines Kreises mit dem Mittel- 
punkte y und dem Eadins r lautet nun nach (10a), S. 69 
("') -r'rftV-O. 

Will man die verlangte Bedingung haben, so sind zufolge (12), S. 162 
die Frodncte XiXk zu ersetzen durch die CoeMcienten an von tp{u, ») •= 0. 

Hierdurch verwandelt sich r 1 iu^ '^x(i),y)i^ ^^("j <")(*?*!/*» 

P* in (p{p,p), und man erhält 2j;(y, y) — '■'r9i(j),p) ■ p/ ■= 0, Ist 
nan der Mittelpunkt y gegeben, so folgt filr das Quadrat des Radius 



1) Tgl. Schröter ». a. 0. S. 186. DieBer Satz wurde zuerst tod Fanre 
aufstellt (NooTellea AonaleB de MalhtoatiqucB, Bd. 19 der 1. Serie). 
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344 Anhang zu g 13-17. Kr. 246-S5S. 

y«^ ^»(y.y) und diea„ Ausdruck ist nach (65), S. 100 gleich 

der Potenz des Punktes y in Bezug auf den Directorkreis Ton 9i(u,»)=:0, 
woraus der oben Kufgestellte Satz folgt, den mau also in nachstehen- 
der Form aassprecheu kann: 

247. Die Potenz des Mittelpunktes eines Kegelschnitts in Bezug 
auf den einem beliebigen Poldreieck umschriebenen Kreis ist gleich 
dem Quadrate des Radius des Directorkreisea *). 

Im Falle der Parabel ist <pip,p) = 0, und die Coordinaten tfi der 
Mittelpunkte aller Kreise, welche Poldreiecken umschrieben sind, er- 
fallen alsdanti die Gleichung des Directorkreises 2i(x, x) ^ 0; da 
dieser abur für die Parabel in die unendlich ferne Gerade und die 
Directrix zerfallt, so folgt: 

248. Die Mittelpunkte aller Kreise, welche Poldreiecken einer 
Parabel umschrieben sind, li^en auf der Directrix der Parabel'). 

249. Wenn eine gleichseitige Hyperbel conjugirt liegt zu einer 
Parabel, d. h' also wenn die Hyperbel durch die Ecken unendlich 
vieler Poldreiecke der Parabel hindurchgeht, oder wenn die Parabel 
unendlich viele Poldreiseite der Hyperbel berOhrt, so trifft die Aze der 
Parabel die gleichseitige Hyperbel in einem Panktepaare, dessen Mittel- 
punkt der im Endlichen gelegene Brennpunkt der Parabel ist 

Die Gleichung der gleichseitigen Hyperbel sei / {x, x) •= 0, wobei 
natfirlich [a, 0] = 0; die Parabel sei durch eine Gleichung in Linien- 
coordinaten gegeben in der Form 

»C«, ») + (j/i«! + !/«"» + ys«s) («i"i + *»«* + h<i * 
(ygl. 8. 120), wobei y der im Endlichen gel^ene, s der nnendUch 
ferne Brennpunkt sein mSge. Die Bedingung, dass beide Curven con- 
jngirt liegen, ist nach S. 162 [o, <»] + /"(y, *) = oder /"(y, i')=0 
da \a, o] ^ 0; daher sind y und « harmonische Pole in Bezug anC 
f{x,x)^0, und zwar Hegt g im Unendlichen, also y in der Mitte 
-zwischen den Schnittpunkten der Parabelnxe ye and der gleichseitigen 
Hyperbel. 

860. Welche geometrische Bedeutung hat die Grösse n^^—j! 

wenn yi,yj,yj die Coordinaten eines nicht auf dem Kegelschnitt 
f(x,x)^0 gelegenen Punktes bezeichnen? 

Die Gleichung in Liniencoordinaten eines Kreises vom Radios r 
und mit dem Mittelpunkte y ist nach (2), S.57: r*p^*<o(u,u) — «,*-=0. 

1) Vgl. die Fnssnote la 8. 343. 
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Die Bedingung dafSr, dass dieser Kreis conjugiii liege zn dem Kegel- 
schnitt f{x, x) = 0, wird nacli S. 162 dadurch erhalten, dass mau die 
UiUt ersetzt durch On,. Alsdann entsteht r*- [a, ra] -pg* — f(y, y) = 0, 
woraus folgt, dftss ■ ' '^' V . '-, . gleich ist dem Quadrat des Radius des- 
jenigen Kreises, welcher den Punkt y zum Mittelpunkt hat und zu 
f(x,x)^0 conjugiirt liegt, also einem Poldreiseit Ton fix,x) = H 
eingeschrieben iet Man könnte in Analogie ku (55), S. 100 den Aus- 
druck -. — -^r^ nennen die Potenz des Punktes y in Bezug auf den 

Kegelschnitt f{z, X) — > 0; sie wäre offenbar gleich dem Quadrat des 
Kadius des Directorkreises für jenen Kreis, welcher y zum Mittelpunkt 
hat und einem Poldreiseit von f{x, x) = eingeschrieben ist. 
Änsaerdem folgt sofort: 

351. Soll ein Ereis irgend ein Poldreiseit des Kegelschnitts 
/"(«, a:) ■= berühren, oder der Kegelschnitt ii^end einem Poldreieck 
des Kreises umschrieben sein, so muss bei gegebenem ßadius r der 
Mittelpunkt y des Kreises auf dem Kegelschtiitt 

/"Cy.!')-'^-[«, "Jp/^o 

liegen, der nach (130) mit f(x, x) = concentrisch, ähnlich lud ähn- 
lich gelegen ist. 

Der Mittelpunkt y ist auch der Höhenschnittpunkt H des betreffen- 
den Dreiecks; bezeichnet man ferner mit A,B,C dessen Ecken, mit 
A^f £,, (7, die Fusspunkte der zugehörigen Höhen, mit r den Radius 
desjenigen Kreises, welcher das Dreieck zum Poldreieck hat, so ist, 
wie die elementare Planimetrie lehrt'), 

r-' = HA- HA^ = HB ■ HB, — HC ■ SC, . 

In Folge dessen kann man auch sagen'): 

353. Soll das Product aus den Abschnitten der Höhen eines dem 
Kegelschnitt f{x, x)'=0 eingeschriebenen Dreiecks constant gleich r^ 
sein, so ist der Ort des Höhenschnittpunktes der Kegelschnitt 

. f(s,y)~r*-la,a>]p;' = 0. 

1) Das betr. Theorem wird eich Qbrigem in (8S2) bei allgemeineren Betrach- 
tungen Qber Ere»Detie aqh der Definition der Potenz ergeben. 

2) Tgl. Eu(S53)— (S64) Salmon: „Anal^tiache Qeometrie der Kegelschnitte", 
frei bearbeitet von W. Fiedler, 6. Aufl., 3. Tbeil, S. Ml. 1888. DaaelbBt iat 
ancb die betreffende Litteratnr citirt. 
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3&8. Soll das Prodnct aae den Absclmitteii der Holten eines den 
E^elachnitt ip (w, u) -= umacfariebeDen Dreiecks coDstsjit gleich r,* 
sein, Bo ist der Ort des HShenschDittpaiikteB der mit dem Eegelsclmitt 
OODCentrische Kreis 2j;(y, y) — ^i*^'p(ptP)-Pf* '~^- 

Die Bediugang dafOr, daea der EegelscliQitt ip(u, u) — iigeud 
einem Poldreiseit des Kreises ( v) — ''*^P*P* "= eingeschrieben 

sei, wird nämlich nach (17), S. 163 dadurch gebildet, dass man in der 
Gleichung des Kreises die XiXk ersetzt darch an. Hierdurch verwan- 
delt sich (jj^)^ in 2x0, y) C'g'- (29), S. 148), jj,» in 9)(p,j.), und 

man erhält 2x(y, y) — ''i*^9'(j'. p) ■J'»* "■ 0. Bei gegebenem Werthe 
von r* ergibt sich mit RQcksicht auf die Bemerkungen in (351) der 
obige Satz; 2x{jf, y) ist natürlich der Ausdruck für den Directorkreis 
von 9)(U}tt) ^ 0. 

Werden die AnsdrOcke fQr t' und r^* in (251) nod (253) ein- 
ander gleichgesetzt, so erhält man nach Wegbeben von p/ die Glei- 
chung T<p{p,p)f(y,t/) — 2la,tn]x(ff,fj) = 0, woraus folgt: 

354. Soll ein Dreieck dem Kegelschnitt f{x,x) «=• eingeschrieben, 
dem Kegelschnitt tp(u, u) ■= umschrieben sein, so ist der Ort seines 
Höhenschnittpunktes die Gurve zweiter Ordnung 

^9\P,P)f{s> y) — 2[o, o] x(tf, y) — 0. 



265. Wann ist die eine Asymptote einer Curve zweiter Ordnung 
f{x, x) ■='0 parallel zu einer Asymptote der Curve g(x, x) ^07 

Die unendlich ferne Gerade muss darch einen der vier Schnitt- 
punkte von f^ und g ^0 geben; zufolge (16), S. 144 erhält man 
also die Bedingung F{p,p)G{p,p) — -ö*(|),2))— -O; epeciell für schief- 
winklige Parallel coordinaten wird dieselbe 

4A^B,, - (a^,h„ + a,^b,^ - 2a„&„)' - 0. 



Anwendung von § 18—19. 
356. Die beiden Brennpunktepaare einer auf schiefwinklige 
Parallelcoordinaten (t4, : t(, : Uj ■= u : v : 1) bezogenen Curve zweiter 
Classe 9>(u, v, 1) -» sind gegeben durch 

uw (h, V, 1) — "* ■•■ "' ~f~ '''"' " -= 0, 
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wobei fi die eine oder andere Wnrzel iet der quadratischen Gleichung 
A ■ sin* w ■ n^ — (An + A,j — 2A„ coa w) fi + a„ = 0. 
Folgt aus (20), S. 168 mit Rücksicht auf (4) und (5), S. 166 bei 
Anwendang Ton Parallelcoordinaten. 



357. Wenn die eine Reihe der Brennpunkte aller Eegelacbnitte, 
welche die Seiten eines Dreiecks berühren, auf einem dem Dreieck 
amscbriebenen Kegelecbnitte liegt, so erfüllt die andere Reihe eine 
gerade Linie, and umgekehrt. 

Es sei ip{u, m) ^ 2(a!,u,UB + "^"b**! "f" "^s",«,) — die Gleicbnng 
eines dem Coordinatendreieck eingeschriebenen Eegelscimitts ; 

yt und Bf, (i = 1, 2, 3), 
seien die Coordinaten der zwei reellen Brennpankte. Alsdann bestebt 
nach 8. 168 eine Relation von der Form 

2^(«l«,«S + O,«,«, + KsM,«() + ra(M, u) 

= (y. «1 + P*«! + ys«,) (e, Kl + «j«, + «jW,), 
wobei (t einen gewissen Factor daxstellt, der fUr das Folgende gleich- 
giltig ist, Aus dieser Relation ergeben sich durch Goeföcienten- 
vergleichung fUr die Coordinaten der beiden Brennpunkte die ein- 
fachen Beziehungen to,, -^ y,fi, (o^t = y^i^i , <o^ — yt^i oder 

y' = "'N Ct = l,2, 3). 

Beschreibt also der eine Brennpunkt, etwa y, einen dem Coordinaten- 
dreieck umschriebenen E^elschnitt ni^y^y^ -i- m^y^yi -^ m^y^y^ = 0, 
so durchläuft der andere die Gerade — — -f — '— -\- ---- =• 0, und 
offenbar gilt auch die Umkehrung. Durchläuft ferner der eine Brenn- 
punkt die unendlich ferne Gerade jp, ?j -\- p^e^ -|- p^i^ ^ 0, so sind alle 
Kegelschnitte ip(u,u) -=0 Parabeln, welche die Seiten des Dreiecks 
berfihren, und die im Endlichen gelegenen Brennpunkte dieser Parabeln 
erfEÜlen alsdann die Curve "»nPiftPs -f- "»ssi'jysyi + «'»»l'ayiy» =" *^) 
die nach (73) den amscbriebenen Kreis des Dreiecks darstellt. 
Hiermit ist auch der Satz bewiesen: 

258. Die Schnittpunkte dreier Tangenten einer Parabel liegen 
mit dem Brennpunkte auf einem und demselben Kreis. 

259. Geht die Halbirungslinie des Winkels, den zwei Tangenten 
eines Kegelschnitts mit einander bilden, durch den einen Brennpunkt 
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der Curve, bo geht eie auch durch den anderen Brennpunkt hindurch, 
i. h. sie ist eine Eauptaze. 

Die beiden Tangenten wählt man als Seiten eines Coordinaten- 
dreiaeits, eine beliebige weitere Tangente als dritte Seite; alsdann 
bann man die in (257) abgeleiteten Relationen benutzen. Die Eal- 
birungelinie des von zwei Tangenten a:, => und Xt = gebildeten 

Winkels hat nan nach (9) die Oleichnng -^ 7^ ^ 0, nnd da 

diese Gleichung durch die Coordinaten des einen Brennpunktes y er- 
- ,_ -= 0, woraus mit RQcksiebt 

auf die Relationen «j =- — folgt ^1!:^ ~~^ "■ 0, d- h. der andere 

Brennpunkt liegt gleichtallB auf der Winkelhalbirenden. 

260, Liegt der eine Brennpunkt eines Kegelschnitts im Höben- 
Bchnittpnnkt eines Tangentendreiecka der Gurre, so liegt der andere 
im Mittelpunkt des dem Dreieck umschriebenen Kreises, und um- 
gekehrt. 

Die Coordinaten des Höhenscbnittpunktes sind nadi (17) 
111 
y. : »j : y» = „,; : „^^ ■ „_, ; 

mit Hilfe der in (257) abgeleiteten Beziehungen zwischen den Coordi- 
naten der beiden Brennpunkte folgt fflr den anderen Brennpunkt 



d, h. lier letztere fällt nach (18) mit dem Mittelpunkte des dem Tan- 
gentendreieck umschriebenen Kreises zusammen. Offenbar gilt auch 
die ümkehrung. 

261. Die Fnsspunkte der Normalen, welche von einem beliebigen 
Punkte des einem Dreieck umschriebenen Kreises auf die Seiten des 
Dreiecks gefallt werden, liegen in einer Geraden. 

Der Punkt des umschriebenen Kreises kann nach (257) angesehen 
werden als Brennpunkt einer dem Dreieck eingeschriebenen Parabel. 
Nach (23), S. 186 liegen aber die Fnsspunkte der Normalen, welche 
Tom Brennpunkte einer Parabel auf die Tangenten dieser Curre ge- 
fällt werden, auf der Scheiteltangente der Parabel, also in einer 
Geraden. 

263. Wenn die eine Reibe der Brennpunkte aller Kegelschnitte, 
fOr welche ein gegebenes Dreiseit Poldreiseit ist, auf einer Geraden 
liegt, so erfüllt die andere Reihe einen Kegelschnitt 
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Die Gleichuag eioea EegelschDitts, der das Coordinateadreiseit 
zam Poldreiseit hat^ ist ^(«, m) e^ o, u,* + «»Wj* + "»"i •= 0. Aeha- 
lich wie in (357) besteht bod eine Relation von der Form 
H(«i«i' + «i V + «» VJ + «>(«, ") 

= (Vi «1 + yt "s + »s «s) («1 "i + *i «s + «'s "3) , 
wenn yi nnd Ki, (t ^ 1, 2, 3), die CoordinateD der Brennpunkte Ton 
q){u,u) »= bedeuten, äqb dieser Relation folgt 

2fl)„ = t/.ß, +y,irj, 2o(, =(/,*! +y,«,, 2©„ — y,B, + j/,«,, 
daher 

^1 : «i : *B = (— (0,8^1 + ra„ys + (»i,ys)y, : (»„y, - fl>„s(, + (»«yg)«/, 
= i'^nyi + 'OsiVt — «>i»»3)y«- 
Beschreibt nun der eine Brennpankt die Gerade 

80 darchlänft der andere den Kegelschnitt 

«»««•lyi* + o>ai»»»J'ii* + »ii»»iy»' 
— (fl),s»i,+ a)„»M,)ysy,-(osg"is+%,»ii)ysyi-~Kt'«i + «'M'»i)S'iy»=0- 
Beschreibt insbesondere der eine Brennpunkt die unendlich ferne Ge- 
rade j), '= 0, 80 sind alle Kegelschnitte y(«, «)="0 Parabeln, die 
das Dreisett zum Poldreiseit haben, und die im Endlichen gelegenen 
Brennpunkte erfüllen alsdann den Feuerbach'schen Kreis, denn obige 
Gleichung stellt nach (165) fOr fMj— >^,- diesen Kreis dar*). 



263. „Jeder beliebige Punkt in der Ebene eines gegebenen gerad- 
linigen Dreiecks kann einer der Brennpunkte eines Kegelschnitts sein, 
der alle drei Seiten des Dreiecks berflhrt. Man soll nun untersuchen, 
welche Lagi der Punkt in Beziehung auf das Dreieck haben mQsse, 
damit der Kegelschnitt entweder Parabel, oder Ellipse, oder Hy- 
perbel sei."*) 

l) Vgl Schrotet: „Die Theorie der Eegelscttnitte, gestallt aof projecti- 
Tische EigeDachafteo" (iveit«r Tlieil der von Geiser and Scbrllter herauagegebeaen 
TorleSDDgeD Steiner's über BTiithetisclie Qeometrie], 3. Aufl., Leipzig 1876, B. 407. 

9) Steiner stellt diese Aufgabe im Jonmal ffli die reine und angewandte 
Uathematik, Bd. 8, 9. 96, 1827 („QeRammelte Werke", Bd. 1, S. ISS) nsd beant- 
wortet Hie in einem aoderen Artikel in demgelben Journal, Bd. 3, S. 191, ISST 
(Oee, Werke, Bd. 1, 8. 184). Vgl. aach Steiuer's Abhaodltmg „DäTeloppement 
d'nne e6iie de thäorfemeB relatib aui iectiona couiqnee", Annalee de Hathämali- 
qaee, Bd. 19, S. 47, 18SS, oder „Geaammelta Werke", Bd. 1, S. 198. Ferner Ter- 
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Mao wählt das Dreieck als Coordinateadreieck und hat dann ffir 
dea EegelBchoitt die Gleichuag 

(p{tl, U) t--2 2(a,Mj(fc, + Bs«sWi + «j«,«») -= 0, 

welche nach S. 55 eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel repi&entirt, 
je nachdem A9)(p,j>), d.h. ^aiO^asiaiPaPs -\- a.p^p^ + agp^p^)>^), 
< 0, = ist. Sind jj und ti, (i ■— > 1, 2, 3), die Coordinaten der Brenn- 
punkte des Kegelschnitts, so besteht wie in (257) die Belation 

2(»C«,«i«s + <^«s«, + «jMi«») + (»(«, m) 

= (yi«i + y»«« + j/sWsX'i«! + *i«s + «kW»); 

aus ihr folgen, wenn man mit Hilfe von yißi »= an die e eliminirt 

und die Coefficienten von tt^u,, u^ttj, U|Uj beiderseits vergleicht, für 

die Grössen a; bei gegebenem Brennpunkt y die Werthe 

2iitti = {jit*aa + ya'iOM - "^ViVi^^ta) ■ VtVt 

2(10^ =. (y,»<a„ + y,'o„ - SyaJ/.aj,,) : y,y, 

2fiOs — (y,'<o„ + yj'o>n — ^SiStf^ii) ■ tfiÄl 

femer wird 

80 dasB nnn fi^^{p,p) gleichbedeutend wird mit 

(j/s'^aj + !/3*«>H — 2!/,ysCJ„) (i/a'fiJi, + yi^oj« — 2y,y,(0„) 

■ (y.""« + y»^<»u - 2y.y,a,„) p, (^ + "'^ + ^) ■ 

Dabei ist der eigentlich noch aaftretende Divisor 16f'*yi^i^*yi' *^S' 
gelassen worden, da es nnr auf das Vorzeichen von fi^ip{p,p) 
ankommt. Die drei ersten Factoren, z. B. yt*Ou+ y3*o>M — Sy^y^co^, 
sind nnn, wie man aus der Bedeutung der Grössen an erkennt, sicher 
positiv, also ohne Einfluss auf das Vorzeichen; nach Multiplication mit 
dem positiven Product t/i^yt^y,* wird daher ^tpiPiP) gleichbedeutend mit 



dem der Punkt y in Bezug auf das Dreieck trigonal oder tetragonal 
gelegen ist Der Elammerfactor stellt, gleich Null gesetzt, nach (73) 
den dem Dreieck umschriebeDen Ereis dar; an ihn gehen, wie mit 
Benutzung des in (53) gegebenen Kriteriums folgt, von einem Punkte y 

gleiche man GeiBer: „Die Theorie der EegeUcbnitte in elemeotarer Datatellnng" 
(erster Theil der von Geiser und Schröter herauägegebeoen Vorlesungen Steiner'» 
aber Bj'Dthctische Geometrie), 3. Aofl., Leipzig 1876, S. 106 f. 
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ans reelle oder imaginäre TaugeDten, ä. h. der Puntt liegt innerhalb 
oder aneserhalb des Kreises, je nachdem 

< oder >0 ist Hierbei ist der stets positive Factor (DuiDgjtDgg 
ohne Einäuaa auf das Vorzeichen. Man erkennt hiernach, dass K 
positiT, der Kegelschnitt also eine Ellipse ist, entweder wenn der 
Brennpunkt y inuerhalh des Dreiecks Hegt, oder wenn der Brennpunkt 
ausserhalb des umschriebenen Kreises und in Bezug auf das Breieck 
tetragonal gelegen ist. Der Kegelschnitt ist dagegen eine Hyperbel, 
entweder wenn der Brennpunkt y innerhalb des umschriebenen Kreises 
tetragonal liegt, oder wenn y ausserhalb dieses Kreises trigonal ge- 
legen ist. Ferner sieht man, dass der Kegelschnitt eine Parabel 
ist, wenn y auf der unendlich fernen Geraden oder auf dem nm- 
schriebenen Kreis des Dreiecks liegt (vgl, (257)). 



361. Der geometrische Ort filr die Brennpunkte der Kegelschnitte 
einer Schaar ist eine Gurre dritter Ordnung. 
Durch die zwei Gleichungen 

9)(«, «) ^ 2(«,M,M, + «s«,«, + i^th^) = 
und 

ip(v, v) ^2(a,v,r( + «(«3», -|- ajtJ,rj) = 

wird eine Schaar von K^eUchnitten bestimmt, welche die Seiten des 
Coordinatendreiseits und die Gerade v berflhren. 

Nach Substitution der in (263) angegebenen, durch die Coordi- 

naten des einen Brennpunktes y ausgedrückten Werthe von a^, a^, a^ 

in die Gleichung <p(v, t>) => erhält man die Gurre dritter Ordnung 

»»fsyiC»»»s*+«>ss!'*'^2e)sjyjy,) + fBViy»(«>»»J'i*4-»ii!'j'— 2(o„y3j(,) 

+ «,Vjy,(o)„V+e),,y,*-2ö)„y,ys)™0. 

Nach Addition nnd Subtractiou von (»u»,*+«'Mft* + o»«V)!'iysä'3 
kann man diese Gleichung in die Form setzen 

Bei constanten y und variabelen v stellt sie diejenige Gurre zweiter 
Glasse dar, welche die Seiten des Goordinatendreiecks berChrt und 
einen bestimmten Punkt y zum Brennpunkt hat. 

Ist speciell »1 = die unendlich ferne Gerade (ti( =^pi), so besteht 
die Kegelschnittschaar aus Parabeln, ei(v,v) ist alsdann gleich Null, 
und der Ort der Brennpunkte zerßllt in Uebereiustimmung mit (257) 
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in den nmschriebeneu Kreis des Dreiecks und die unendlich ferne 
Gerade. 

265. Man bilde die Gleichung der Gurve dritter Ordnung, auf 
welcher die Brennpunkte aller Kegelschnitte liegen, die ein gegebenes 
Dreiseit zum Poldreiseit haben und eine feste Gerade berühren. 

DasB die Brennpunkte eine Curve dritter Ordnung erfüllen, folgt 
aus (264), denn die Kegelschnitte bilden eine Schaar. Fflr 

als Gleichmig der gegebenen Geraden i^t das System von Kegel- 
schnitten 9(m, u) ^ «i«!* + «j«»* + "^«s* ■= der Bedingung unter- 
worfen «1«!* + "^V + "^"i* =■ 0; ausserdem besteht eine Belation 
TOD der Form 

p(a,M,* + Ogttj* + ttjUg*) + ß>(u, m) 

— (yi"! + ?!«. + Vi«s) («i"i + *»«» + ^W|)- 
Eliminirt man aus dieser Gleichung die Grössen ei mit Hilfe der in 
(262) gefundenen Beziehungen zwischen den y« , gi und wa , und ver- 
gleicht man beiderseits die Coefficienteo von Vj^, u,*, »,', so folgt 

litt^ = (- ra„y, + »„yj + a>„y,)y,» — <o„y,y,y8; 
einen analogen Werth haben fia^ and ^o,. Durch Substitation tn 
«,«1* -j- Bj«(* + «jfj* = erhält man die Curve dritter Ordnung 

+ Vys'C*»»?! + o»« ys — ««ya) — («^u^i* 4- «o« V + «»wOyiyiyj ■= ö, 

wofür auch gesetzt werden kann 

[— tOjaDjyt"— ai„if,yj* — «uCsy,* + (©,»», + Ont^)?»?) 

+ (w„f, + "^ts)y,y8 + (©81 Vi + <»Bs«i!)yiy»](fiyi + '»y« + fsJ») 

— fl)(t>,tj).y,y,y(-=0. 

Zugleich ist klar, dass diese Gleichung bei constanten y und 
Tariabelen v die Curre zweiter Classe darstellt, fdr welche das Coordi- 
natendreiseit ein Poldreiseit und ein bestimmter Punkt y der eine 
Brennpunkt ist. 

Ist speciell Wi — ■ die unendlich ferne Gerade {vi-^pi), so be- 
steht die Kegelschnitts ch aar ans Parabeln, m(ti,v) verschwindet, die 
Curve dritter Ordnung zeriallt Alsdann in Üebereinstimmung mit (262) 
in den Feuerbach'schen Kreis und die unendlich ferne Gerade'). 



1) Für Nr. 2G4 und 265 Tgl. anch den ADh&ag ed g !2— 26. 
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266. Die Verbindangaliiiien ii^end eines PuckteB P eines Eegel- 
Bchnittfl mit den beiden Brennpnnkten bilden mit der Tangente nnd 
Normale des Pnnktea P vier harmoniacbe StrahFen, 

Folgt daraus, dass die Tangente nnd Normale von P noch (28), 
S. 190 die Winkel der beiden Brennstrablen balbiren. 

Hierans folgt weiter: 

367. Die Tangente und Normale in ii^end einem Pmikte des 
Kegelschnitts treffen die Hauptaze der Gurre in zwei Punkten, die zu 
den Brennpunkten harmonisch liegen. 

Speciell f^r die Parabel folgt: 

268. Die Tangente und Normale in irgend einem Punkte einer 
Parabel treffen die Äxe in zwei Punkten, welche vom Brennpunkt 
gleiche Entfernung haben und auf verschiedenen Seiten desselben liegen. 

369. Verbindet man einen Brennpunkt S eines Kegelschnitts mit 
den Berührungspunkten P, Q und mit dem Schnittpunkte M zweier 
Tangenten, so halbirt die letztgenannte Verbindungalinie den Winkel 
PBQ der beiden von B aus nach P nnd Q gezogenen Strahlen 
(Fig. 8 nnd 9, S. 189). 

Zufolge des Satzes (26), S. 187') ist M der Mittelpunkt eines 
Kreises, der die Verbindungslinien der Brennpunkte mit den zwei Be- 
rüfaroDgspnnkten P, Q zu Tangenten hat Die Gerade MB ist dem- 
nach eine durch B gehende Centrale des Kreises nnd halbirt als solche 
bekanntlich den Winkel der beiden von B an den Kreis gelegten 
Tangenten, die mit BP und BQ zusammenfallen. 

370. Die Enveloppe aller Geraden, f^r welche das Product ihrer 
Entfernungen von zwei festen Punkten constant ist, ist eine Cnrve 
zweiter Classe, die die zwei gegebenen Punkte en Brennpunkten hat 

Es seien yi und 0i, (i= 1, 2, 3), die Coordinateo der festen Punkte, 
H|, u,, % die Coordinateo einer Geraden. Mit Hilfe von (1), 8. 9 
erh&lt man fOr das obige Prodnct 

und diese Gleichung stellt offenbar eine Curve zweiter Classe dar, 

1) Weitere Anwendiuigaii dw TheoremB (S6), S.187 hat Herr Laciaa QottBcho 
in der LOiimg einer Preisaofgabe gegeben, die uitchliesseDd an dieaea Theorem 
Herr QiiDdeHinger im Jahre 1893 den Stndirenden der mathematiich-DatDr- 
wiiieoachaftlichen Abtheilung der Technischen Hochschule in Darmitadt gestellt 
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welche nach (20), S. 168 die zwei gegebenen Punkte y und g zu 
Brennpunkten hat. Ertheilt man der Gonetanten alle möglichen Werthe, 
so entsteht eine conTocale Schaar von Kegelschnitten. 

Uebrigens kann die Gleichung der Cum aoeh geschriebeD werden 

in der Form ''— ' ^ ^ consi: ans den Bemerkungen S. 191 

and 8. 9 folgt alsdann, dass sie eine Ellipse oder HTperbel darstellt, 
je nachdem der CoDstanteii ein positiver oder negativer Werth er- 
theilt wird. 

Der obige Satz bildet übrigens die Umkehrung von (3), S. 179. 

271. Zwei conjfigirte Polaren eines Kegelschnitts, die sich in 
einem Brennpunkte der Curve schneiden, sind zu einander normal. 

Für yi und es als Coordinaten der Brennpunkte des Eegelschuitts 
besteht nach (30), S. '168 eine Kelation von der Form 

Ai9)(tt,tt)-©{«,«) = y,«.. 
Sind nun u und v conjugirte Polaren in Bezug auf ^(u, w) ^0, so 
ist tp(u, v)^0 oder jfy«, + y»'i< + 2o>(u, v) = 0, und da die Polaren 
durch den einen Brennpunkt, etwa y, gefaeu sollen, verschwinden so- 
wohl i/h als y„, es bleibt nur (d(u, v) => 0, d. L die beiden Geraden 
u und V sind nach 8. 13 zu einander normal. (Vgl, übrigens (33}, S, 193.) 

Äehnlich beweist man die Dmkebrung, dass zwei in einem Brenn- 
punkt sich rechtwinklig schneidende Geraden conjugirte Polaren des 
Kegelschnitts sind. 



AnwendTing von % 20 — SL 
273. Man bilde die Gleichung für den geometrischen Ort der 
Mittelpunkte des BSschels von Kegelschnitten, die dem Coordinaten- 
dreieck umschrieben sind und durch einen und denselben Pnnkt f 
gehen. 

Für den Mittelpunkt x einer Curve zweiter Ordnung bestehen 
nach (22), 8. 25 die Relationen -^/"(«i) — fiPi, (» — 1, 2, 3), wobei f 
einen Proportionalitätsfactor bedeutet. Ausgehend von 

2(a,£,:r, + a^x^x^ + a^x^Xf) = 
als Gleichung einer dem Coordinatendreieck umschriebenen Curve er- 
hält man also die drei Gleichungen 

pj>, -= fljarg -t- a,Xi 
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355 



hierzu tritt noch «i^«» + Oiej^i + Ob^i^j =* 0, so daes man dnrch 
Elimination Ton a, , o, , d, and q als Ort des Mittelpunktes x erhält: 
X, Xj ; 
X. X, \ 
pj ij a^i 
^2, j^gS, 2!,j^ ' 
oder 

Pi'i't^i -\ (ft'i + P»M»i»»^s - • ■ = 0, 

wobei die za dem vorhergehenden symmetrischen Glieder durch Punkte 
angedeutet sind. Für »,•=> — vgl (165). 



ä73. Man bilde die Gleichung fQr den geometrischen Ort der 
Mittelpunkte aller dem Coordinat«ndreiech eingeschriebenen und eine 
und dieselbe Gerade v berührenden Kegelacbnitte. 

Es sei 2((i,UgW, + o^gttgU, + «sUjM,) = die Gleichung eines dem 
Coordinatendreieck eingeschriebenen Kegelschnitts. Zu den drei Glei- 
chungen 

pii— «SÄ + "»!'» 

«»«»""«iPi + OlPl 

fOr die Coordinaten Xi des Mittelpunktes tritt noch als vierte hinzu 
''i^i^s *^ "(''s^i ~l~ "^^i^t ^ 0- Durch Elimination von (», ä^, «,, o, 
folgt 

J), ft 



— 



oder 
(_j),i),fl, -|-j)jP,«, +J>8f|i'()aa:i + Cp,v»r, — ftt'Bi'i 4-ft«i«,)p»a^ 
+ (PiV,Vi + Afa»i — Ps^i^)Pi'fi — 0, 
also die Gleichung einer Geraden, in Uebereinstimmung mit (15), S. 200. 

374. Man bilde die Gleichung ftlr den geometrischen Ort der 
Mittelpunkte aller Kegelschnitte, die das Coordinatendreieck zum Pol- 
dreieck haben und durch einen und denselben Pnnkt e gehen. 

Ausgehend von (tiX* -\- a^x^* -j- a^x^ = erhält man in derselben 
Weise wie bei (272) für den Ort des Mittelpnnktes in variabelen 
Panktcoordinaten Xi die Gleichung: 
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5 20— Sl. Nr. 214-976. 



\ P. ^i 

i i>, a-, ! 

Ä X3 

' eJ eJ bJ 



oder 



PiZi^x^Xi + Pte^^XgX, -{- Ps~s*x,Xi ^ 0. 
Für £f ■= :i: ytoa erhält man den umschriebenen Ereia des Drei- 
ecks. Vgl. (73), (74), (169) nod (171). 

375. Man bilde die Gleichung fflr den geometrischen Ort der 
Mittelpunkte aller Eegelschuitte, die das Coordinatendreiseit zum Pol> 
dreiseit haben und eine und dieselbe Gerade v berahren. 

Ausgehend von a,«,' -|- a,Uj^ -(- ffgUg* >~ erhält man auf gleiche 
Weise wie bei (273) fUr den Ort des Mittelpunktes x die Gleichung 
' «, jj, I 
!a:, p, I 

\^, Q Ä I " 

I u r, »j »( j 
oder 

Eine andere Ableitung von (274) und (375) ei^bt eich mit Hilfe 
von (30) und (31). 

27fi. Man untersuche, auf welche Weise die Art der 
Kegelschnitte eines Büschels, bezw. des zugehörigen Mittel- 
punktskegelachnitta, durch die Gestalt des als reell voraus- 
gesetzten Vierecks der Grundpunkte bedingt ist'). 

Was zunächst den Mittelpunktskegelschuitt M betrifil, so ist der- 
selbe nach (10), 8. 199 eine Hyperbel, Parabel oder Ellipse, je nach- 
dem sich durch die vier Grundpunkte des Büschels zwei verschiedene 
reelle Parabeln legen lassen, oder diese Parabeln in eine einzige zu- 
sammenfallen, oder imaginär sind. Die Grundpunkte des Büschels 
mögen nun besteben aus den Ecken des Coordinatendreiecka nnd einem 
Punkte e; uacb (273) lautet alsdann di« Gleichung des Kegelschnitts M: 

Pih'i^i + A^s^iV + Ri^i^V — (P»«» -{■ Pth)'i'^'H 
— (Ps«8 + Pi«i)^«»«i — (Pi^i -\- P%»i)h''i'^ -= 0. 

1) Vgl. HObias: „Der batycentriiche Calcul", Leipzig 18ST, § 363 nnd | 8G1 
(Bd. 1 der geBammeUen Werke, S. S36— 327); ferner vergleiche mau Steiner: 
„Vermiachte S&tse und Aufgaben", Jonmat für die reine nnd angewandte Mathe- 
matik, Bd. 66, S. 872f., 1868, oder anch „Geiammelte Wecke", Bd. 3, S. 678 f. 



5y Google 



Alien der E^elechnitte darch vier Gnindpankt«. 357 

Die Gattung dieser Curve M iet dieselbe wie die einer anderen Curre, 
deren Gleichung aua derjenigen von M durch Addition von 

(Pi^Ti +Pt^ -'rPiX») (*i«s^s + 'hh^t + ^^i«^) 
hervorgeht^ denn beide Gurren werden von p, ■= in denselben Punkten 
getroffen. Man erhält hierdurch die Gleichung 

welche eine Ellipse oder Hyperbel repräsentirt^ je nachdem 

> oder < ist, d. h. zufolge (3) je nachdem der Punkt s in Bezug auf 
das Goordinatendreieck trigonal oder tetragonal gelegen ist; im Falle 
p, ■— 0, also wenn g im Unendlichen liegt, ist der Kegelschnitt M 
eine Parabel. Mit Rtlcksicht auf die Betrachtungen S. 199 erhält man 
aus dem Vorstehenden das Resultat: 

„Haben vier Punkte in einer Ebene eine solche Lage gegen ein- 
ander, daas jeder derselben ausserhalb des Dreiecks, welches die drei 
anderen bilden, be£ndlich ist, so lassen sich durch sie zwei verschiedene 
Parabeln beschreiben. Liegt dagegen einer der vier Punkte innerhalb 
des von den drei anderen gebildeten Dreiecks, so kann durch sie 
keine Parabel heachrieben werden".') Im ersten Falle ist der Mittel- 
punktskegelachnitt eine Hyperbel, im anderen Falle eine Ellipse. 

Eb mögen nun noch die übrigen Kegelschnitte betrachtet werden, 
welche man durch die vier Grundpunkte legen kann. Wir behaupten, 
dase hier der Satz gilt: 

„Wenn von vier Punkten in einer Ebene jeder derselben ausser- 
halb des von den drei anderen gebildeten Dreiecks liegt, so lassen 
sich durch sie sowohl Ellipsen als Hyperbeln und zwei verschiedene 
Parabeln beschreiben. Liegt aber der eine innerhalb des von den 
drei anderen gebildeten Dreiecks, so ki^nnen durch sie weder Ellipsen 
noch Parabeln, sondern bloss Hyperbeln geführt werden".^ 

Zum Beweis dieses Satzes führen wir in den Ausdruck 

dessen Vorzeichen Ober die Gattung der Gurve 



1) Derjenige Eegelachnitt, weichet dos Coordinatendreieck zum Poldreieck, 
den Fimkt i zum Mittelpunkt hat, besitst nach (SO) dieselbe Oleichnng. Hit 
Rfickaicht auf (T&) nnd (IT) erkenut man auch, daaa sie einen Ereia nur dann 
danteUt, wenn t der HOheDecbDittpunlit de» Coordinatendieiecko ist. 

3) Vgl MObiaa a. a. 0. § 268. 

S) Uobiua ibid. g 264. 
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358 Anhang zu 8 20-Bi. Nr, 276-277. 

f{x, x) = 2(aiX^Xt + a,a^«, + «8*1^^) = 
Auskuiift gibt, an Stelle der Coefficieotea a willkOrliche Parameter v 
ein, indem wir mit ROcksicht auf -'- -f- 2i _|. "V. «■ o setzen 

oder wenn — ersetzt wird durch «i, so folgt o,«, + o,«, + a,ti, — 

"I 
und Ol ^ UfV, — «jfj, o, ■"«,«! — «,v,, o, ■=■ «,t), — «i^i* Hieiv 
durch rerwandelt sich F{p, p) in 

- ("»"j — "s"»)*?!* — («s«i — «1 «'«)*i>i' — («iP| — "»«O'ft' 

+ 2(m,v, — «,rs) («i«, — «iC,)i^ft H , 

also in einen Ansdruck, der gleich Null gesetzt zufolge (53), S. 34 in 
variabel en Li nieocoordi Daten v das Scbnittpunktepaar der Geraden 
u, — mit dem Kegelschnitt (vgl. (39) und 8. 216) 

E{x, x) = jji'a:,' + ft'a-s» + i),»V — 2p,j)s«,a^ — 2p,p^ x,x, 

darstellen wQrde. Ist dieses Punktepaar imaginär, so behält der letite 
Ansdrnck von F(p,p) für alle Werthe der v sein Vorzeichen, und 
zwar das negative, es bleibt also F(fi,p) auch för alle Werthe der 
a negativ, d. h. durch die Grundpunkte des Büschels k&nnen nar Hy- 
perbeln gelegt werden. Der Kegelschnitt E{x, x)==0 wird aber nach 
S. 36 von der Geraden u, ^ in imaginären oder reellen Punkten 
getroffen, je nachdem 

> oder < ist, d. b. je nachdem der Punkt e in Bezug auf das Coordi- 
natendreieck trigonal oder tetragonal gelegen ist. Im ersten Falle 
bestehen die Curven des Büschels nur aus Ellipsen. Das Schnitt- 
punktepaar von E(x, x) — mit u, = 0') ist dagegen reell, d. h. der 
Ausdruck F{p, p) kann für beliebige Werthe der vj, also auch der Oi, 
sein Vorzeichen wechselD, wenn der Punkt t tetragonal liegt; wegen 
des Vorzeichenwechsels von F(p, p) gehen also in diesem Falle durch 
die Grundpunkte des Büschels sowohl Hyperbeln sls Ellipneu und 
ParabelD, für welch letztere nach S. 199 die Anzabl gleich 2 ist 

Eine andere noch tiefer eindringenÜe Behandlung ist folgende*). 
Anf ein gemeinsames Poldreieck bezogen seien 

1) Hjui beachte, dsM die Gerade tt, •■ die Hanoomcale dei Pnnktei i 
(vgl. <iO)) in Besag anf daa Dreieck x^x^x, dantallt. 

3) Dieie Uethode kann anch cur Behandlnng des F^le* von ri«r imagiidren 
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Arten d. Eegelncha. mit vier gemeinBamen Punkten, beiw. TangeateD. 359 
f{x,x) = A,j',*+ ^sV+ ija-j^^O und g{x,x)^ a'i'+ V + V = 
die GleichimgeD zweier KegelBchnitte, di» ein Büschel kg — /'■»O 
mit vier reellen Grandpunkten bestimmen} dabei mUssen die x? 
tbeiliTflise negativ sein. In Liniencoordinaten erhält, man für dieses 
Hasche! die Gleichung ^^lL ^ ^^L j^ _^-_ „ o, woraus folgt, 
dass die Coordinaten des Mittelpunktee der dem Parameter X ent* 
sprechenden Curve die Werthe besitzen ^a^ = _' ■ , (i = 1, 2, 3), 

mit Q als Proportionalitätsfactor '). Die Parameter der zwei in dem 
Btlachel enthaltenen Parabeln sind durch die mit p^ ä:, 4- Pt^t + 1^% = ^ 
gleichbedeutende quadratische Gleichung bestimmt 

_ft'_ _L r«' _(_ _£!!_„ 0- 
1 — 1, ^1 — 1,^1 — 1, ' 

besitzt dieselbe zwei complexe Wurzeln, so ist der Mittelpunktskegel- 
sclinitt M eine Ellipse und, wie wir nun wissen, sind alle Curven des 
BQschels Hyperbeln. Hat jedoch die quadratische Gleichung reelle 
Wurzeln i! und K", so ist M eine Hyperbel, das Büschel besteht aus 
Ellipsen, Hyperbeln und zwei Parabeln. Den zwischen X' und k" ge- 
legenen Werthen des Parameters X entspricht eine stetige Reihe von 
Mittelpunkten, also ein Zweig der Hypeijoel M'^ allen ausserhalb des 
Intervallee von X' bis X" gelegenen Werthen des Parameters X, wozu 
auch X ^ ^ 00 gehSrt, entspricht wieder eine stetige Reihe von 
Mittelpunkten: der andere Zweig der Hyperbel M\ für X •=• X und 
X =■ X" erhält man hingegen die unendh'cb fernen Punkte von M, 
denen als Curven des Büschels, wie erwähnt, die zwei Parabeln zu- 
gebören. Man erkennt ferner, dass aus Gründen der Stetigkeit die 
Mittelpunkte der in dem Büschel enthaltenen Ellipsen einen Zweig 
des Kegelschnitts M, die. Mittelpunkte der Hyperbeln den anderen 
Zweig von M erfüllen'). 

277. Man untersuche, auf welche Weise die einem Vier- 
seit -eingeschriebenen Kegelschnitte nach der Lage ihrer 
Mittelpunkte angeordnet sind'). 

SchnittpQnkten verwandt werden. Vgl. den Artikel Über die Kriterien fflr die 
Realität der Scbnittpnnkte iweiec EegeUchnitte im vorliegenden Theile des An- 
hangee. 

1) Natlrlich Bind die p^ tbeilweise imagin&r. 

3) Vgl. Steiner a. a. 0. 

3} Vgl. Steiner a. a. 0., im Journal fOi die reine and angewandte Mathe- 
matik, Bd. 65, S. 314, in den „Qeiammelten Werken", Bd. S, S, 680. 
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360 Anhang an § 20-21. Nr. 277. 

Aaf das gemeinsame Poldreiseit bezogen seien 

^■(11, u) = X,u» + A,V + -IsV = 
nnd 

G(«,u) = «,'+",' + «,*-0 

die Gleidiungea zweier Kegelschoitte, durch welche eine Schaar 
XG-F={1- X,)it* + (X — A,)V + {-l - hW ■= 
mit vier reellen gemeinsamen Tangenten bestimmt sei. Die dem 
Parameter X entaprecbende Curve der Schaar ist nach S, 55 eine 
Ellipse, Hyperbel oder Parabel, je nachdem 

1= (j - 1,) (j - j.) (j - 1.) i(j - ijft- + (» - i,)ft' 

+ («-«!'.■) I 
> 0, < 0, =^0 ist. Ffifart man in diesen Ausdruck die Coordinsten 

m = (^-^)p', (i"l, 2, 3), 
des Mittelpnnktos ein, so Terwandelt er sich in 



wobei der jedenfalls positive Proportionalitätsfactor g* im Zähler weg- 
gelassen wurde. Hieraus folgt mit ROcksicbt auf (4), dass der Kegel- 
schnitt eine Ellipse oder Hyperbel ist, je nachdem sein Mittelpankt 
in Bezug auf das der Eegelscfanittscbaar gemeinsame Poldreiseit tri- 
gonal oder tetragonal li^t. Ausserdem liegen nach (15), S. 300 die 
Mittelpunkte aller Gurren der Schaar auf einer Geraden SR, welche 
durch die Mitten tr, ß, y der .drei Diagonalen des Vierseits geht, denn 
die zwei Endpunkte jeder Di^onale bilden ein der Scliaar ongehSriges 
Punktepaar; die Diagonalen selbst sind nach (20), S. 146 die Seiten 
des gemeinsamen Poldreiseita. Dem unendlich fernen Punkte S der 
Mittelpnnktsgeraden 3R entspricht natürlich eine Parabel (die einzige 
nicht zerfallende, die im allgemeinen in der Schaar enthalten); pasairt 
man beim Durchlaufen der Geraden SN die Punkte a, ß, y,') ä in ihrer 
alphabetischen Reihenfolge nnd ist etwa die Strecke Sa in Bezug auf 
das Poldreiseit tetragonal gelegen, daher aß trigonal, ßy tetragonal, 
yi wieder trigonal gelegen, so enthalten nach dem Voransgehenden 
die Strecken aß und yd die Mittelpunkte zweier Gruppen Ellipsen, 
während die Mittelpunkte zweier Gruppen Hyperbeln auf den Strecken 
ßy und 3a liegen. 

1) Bei der TnuBronnatJon von f{x, x) — und g(x, x) — ia eine Stimme 
Ton je drei Quadraten kOanen twar die y, beiw. p^ rein imaginBr werden, der 
obige AuBdnioh wOrde aber itet« reell bleiben. 

2) Man beaclite die in (207) erw&hnten ansattenden Parabebi. 



Digilizodby Google 



AehnUcbe EegelBchnitte einer Schaar. Maximum des Äa^mptotenwiDkeU. 36L 

Zu demselben Resaltat wäre man gelangt bei directer Benutzung 
dea oben mit K bezeicbneten Ausdrucks; fährt man in K den der 
Parabel entsprechenden Parameter 

ein , so wird Z - (i - A,) (A - A,) (A -!,)(*- A") (|),» + ft* + p,»)- 
Es wäre jetzt nur zu beachten, dass X gr&Bser als die kleinste und 
' kleiner als die grSsste der drei Grössen A, , A,, A, sein kann; immer 
lassen sich die Grössen A so ordnen, daas z. B. die Folge A,, A', A,, A, 
entweder eine wachsende oder abnehmende Zahlenreihe bildet. 

Zufolge (177) erfüllen die Mittelpunkte aller unter sich ähnlicher 
Kegelschnitte, welche das Coordiuatendreieck zum Poldreieck haben, 
die Corre vierter Ordnung 

i^piPtPtViyiytipiVi + ftyj + fty») 

die in den Ecken des Coordinatendreiecks je einen Doppelpunkt hat. 
Da diese Curve von der Geraden 3)t in vier Punkten geschnitten 
wird, gibt es unter den einem Vierseit eingeschriebenen Kegelschnitten 
im allgemeinen je vier einander ähnliche^). Jedoch gibt es nur zwei 
eingeschriebene gleichseitige Hyperbeln, und zwar sind ihre Mittel- 
punkte die Schnittpunkte des dem Poldreiseit umschriebenen Ereiaes 
^uPiVtyi "f '"nPiViVi + ^atPayiVi ^^ '"'*' ^^' Geraden SÄ. 

Man kann an das Vorausgehende die Aufgabe knüpfen, die Mittel* 
punkte derjenigen dem Vierseit eingeschriebenen Kegelschnitte zu be- 
stimmen, fQr welche tg* a ein Maximum oder Minimum wird. Nach 
(192) ist tg' a =* '„' ■ ,' -, worin qi die Abstände dea Mittelpunktes y 

von den Seiten des der Schaar zugehörigen Foldreiseits bezeichnen, 
während r den Radius des umschriebenen Kreises, Po die Potenz von y 
in Bezug auf diesen Ereis bedeutet Da nun die Mittelpunkte y auf 
der Geraden SN liegen und die Lothe qi, abgesehen von den Sinus der 
Winkel, unter denen SK gegen die Seiten des Poldreiseit« geneigt ist, 
gleich sind den Strecken ya, yß, yy, da femer Po gleich dem Pro- 
dnct ya'.yß' ist, wenn a', ß' die Schnittpunkte von 3)t mit dem um- 
schriebenen Kreis bedeuten, so wird die eben genannte Aufgabe 



1) Die geometrüohe Behandlung der BJmlichen Eegelachnitte, die einem 
BOecliel, beiw. einer Schaar angehören, IKait »ich asbr Oberaichtlich auch nnter 
Beihilfe des SaUes (SS!) vermOge der zwei in (330) berührten Tbeoreme erledigen, 
anf welche nch die dort angefahrten nnd fSr dieae Beb andlnnga weise xn berQck- 
richtigeuden Citate dei Werkes von Schröter beliehen. 
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362 Anhang zu § äO-81. Nr. 277—282. 

identisch damit, auf SDl einen Punkt y der Art zu bestimmen, dass 

—'■,—^-^ ein Maximum oder Minimum wird. 

Bei Einfuhrung irgend eines Anfangspunktes auf der Mittelpankts- 
linie mSge y die Ähscisse i] haben, femer seien a, ß, y, et', ß' die 
Abscissen der durch die gleichen Buchstaben bezeichneten Punkte; 
alsdann yerwandflt eidi der letztangegebene Ausdruck in 
(.V - <■) (1 - ß) (1 - r) 

(, - ay {rt - er ' 

und durch logarithmische Differentiation folgt 

-* 4--J— 4. ^ „o/ ' I M 

^_„T-,j_p-r^_j, ^\,_„'-r,_p-; 
als Bedingung fQr ein Maximum oder Minimnm. 

Uebrigens ist die ganze Discussion auch ohne Differentiation 
durchfllhrbar, lediglich durch nähere Betrachtung der Function 

(rj -a){ti ~ p) (n - y) 
{i,-«r(l-(J')' 



') 



278. Liegen die vier Grundpunkte eines EegeUchnittbüschels auf 
einem Kreise, so ist der Mittelpunktskegelschnitt des Büschels eine 
gleichseitige Hyperbel und die Axen aller Kegelschnitte des ßtischels 
sind parallel zu den zwei auf einander normal stehenden Asymptoten 
dieser Hyperbel'). 

Nach (216) sind im vorliegenden Falle die Axen der zwei in dem 
Büschel enthaltenen Parabeln zu einander normal; die Asymptoten des 
Mittel punktskegelachnitts M sind aber nach (9), S. 199 zu diesen Azen 
parallel, daher ist M eine gleichseitige Hyperbel. Mit Hilfe von (12), 
S. 199 £ ergibt sich, dass die Hauptasen aller Kegelschnitte des 
Büschels zu den Asymptoten dieser Hyperbel parallel sind. 

Hieraus folgt weiter: 

279. Wird ein Kegelschnitt Ton einem Kreise in vier Punkten 
geschnitten, so sind die sechs Halbirungsltnien der Winkel zwischen 
den drei Paar Gegenseiten des Vierecks der Schnittpunkte zu je drei 
den Hauptasen des Kegelschnitts parallel'). 

1} Vgl. hiertD Plücker: „ADalytiich-geometriBche Entwickluogea", 2. Bd., 
EBat^n 1831, S 222 ff. 

8) Vgl. Schröter: „Die Theorie der Eegetschnitte, gestützt auf projecti- 
viiebe Eigen tcbaften" (zweiter Theil der vod Gelier und SohrSter herauBsegebenen 
VoiIeBangen St«ii)er'i fiber gyntbetieche Geometrie), 2. Anfi., Leipiig 1S76, S. 811. 

S) Vgl. Steiner: „Veimischte Satte und Aufgaben", Joamal fOr die reine 
nnd angewuidte Matbematik, fid. G&, S. SSS, 1968, oder anob „Oesiunnielte Werke", 



Bd. 2, 3. 665 f. 
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Binäre kabiscbe Formen. 363 

DenD die HalbimiigsliiiieD derjenigen zwei Winkel, welche Ton 
den Geraden eines Paares der Gegenseiten gebildet werden, können 
als die Axen dieses Geraden paares angesehen werden. 

Dieser Satz lässt sich auch in folgender Weise aussprechen: 

280. „Halbiit man in einem Viereck im Kreise sowohl die 
Winkel zwischen den Diagonalen als auch die Winkel, welche die 
gegeoaberliegenden Seiten einBcbliesaen, so sind von den sechs Geraden, 
welche diese Winkel halbiren, drei und drei parallel", und selbstver- 
ständlich sind die drei ersten zu den drei anderen normal*). 



381. Die Pole einer Geraden v in Bezug auf die Kegelschnitte 
einer confocalen Schaar liegen auf einer zu v normalen Geraden. 

Für i.(fi{it, «) — o>(«, «) -= als Gleichung der confocalen Schaar 
ist nach (14), S. 200 der Ort der Pole von v die Gerade 
g^ =^ ± (9)'(r,) c}'(v^) *,) = 0. 

Da hier a>(u,u) ^=0 das imaginäre Kreispunktepaar darstellt, sind 
i»'(ti(), (t = 1, 2, 3), die Coordinaten des Normalencentrams der Ge- 
raden -v ; dieselben genOgeu aber, wie die Determinante fDr g^ zeigt, 
der Gleichung g^ <•= 0, d, h. gg'=0 ist zu der Geraden « « = normal. 
Ebenso erkennt man aus der Determinante, dass ^x ■= Normale des- 
jenigen bestimmten Kegelschnittes der Schaar kip{u, u) — ai(i(, u) ■= 
ist, welcher die gegebene Gerade v berührt, denn die Coordinaten des 
Beröhmngspunktes Xqi'(vi) — i»'(^')i (* "" ^i 2, 3), genügen ebenfalls 
der Gleichung (/, = 0. Vgl. (18), S. 201 bei gegebenen «,■ und Ter- 
ändertichen V(. 

«282. Excurs aber binäre kubische Formen. 
Es sei gegeben eine binäre kubische Form: 

f{x, g) ?^ as^ + 3hx-y + ^cxy^ ■{- (fy'j 
ihre Hesae'sche Govariante ist alsdann 

und hat das Gewicht 2. Eine andere CoTariante ist 



, . i (Bf dh 



dj dh _ df 3ft\ 



1) Steiner: „Aufgaben und Lehrsätse, entere aufznlOsen, letztere £n be- 
ten", JdqtdhI für die reiae nnd angevandte Hathenatik, Bd. 2, S. 97, 182T, 
F ancb „Gesammelte Werke", Bd. 1, S. 128. 
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sie hat das Gewicht 3. Die Discriminante r der kubischen Gleichung 

f(x, y) =■ ist 

(i) r — 4 (ac - 6^ (6d - O - («^ - &c)* 

und stimmt überein mit der DiscrimiDante der Hesae'schen CovartaDte 

(2) h{x, y) = {ac - h*)3? + {ad - hc)xy + (6d - c^)y\ 

Für 3(a:, y) findet man 
{3a) q{x, y) ■= {a*d - 3a&c + 26')«' + Z{abd + ft»c — 2a<^a?y 
+ 3(2Ä»d — aed — h<?)xy* + (36cd — atP — Sc^y*. 

Wir transformiren nun f mit Hilfe der Substitution 
(5) a; = aX-^r, y=a'Z-/J'y, 

deren Umkehrung gegeben ist durch 
(3a) —AX = ß'x — ßy, — AY^a'a; — «y, 

■wobei 

{4) A = a'ß—aß' 

die Determinante der Transformation bedeutet. 

Durch (3) m5ge f Übergehen in 

(5) F{x, 1) E£3 AX' + 3Bz»r+ 3cxr» + i)r». 

Alsdann besteht die Relation 

{6) A'k{x,y)-~H{X,Y) 

= {AC—B*)X'-\' {AD — BC)XY+ {BD - C*)r», 
und wenn man auch hier die Discriminante bildet, folgt 
(?) A» ■ A* ■ r = 4(AC— B^ {BD — C») — {AD — BC)K 

Ist die Discriminante r von Null verschieden und sind insbesondere 
a':a und ß' : ß in {3a) die Wurzeln der quadratischen Gleichung 
h{x, y) = 0, so mtUsen in F{X, Y) die Coefficienten B und C gleich 
Null sein, denn die Form {6} muss nun proportional sein zu XY, 
d. Ii. man hat^C— £' — 0, BD~C' — 0, AD~BC^O. Es 
kann aber A nicht verschwinden, sonst wäre auch B^O und f{X, Y) 
hätte den Factor Y^; ebenso kann D nicht verschwinden, sonst wäre 
auch C ^ und F{X, Y) hätte den Factor X\ Andrerseits folgen 
aus AC — jB* = 0.und aus BD — C^^O die Gleichungen 
{AC~B*)0'^(BD~C')A^O und {AC-B')D-\-{BD~C')B-=0 
oder 

{AD-BC)B = und (AD~BG)C=0, 

daher ist oothwendig £ ^ C = 0. 

Es erhält also unter den gegenwärtigen Annahmen F die ein&che 
Gestalt: 
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(8) F(X, Y) = AX^ + i) r»i 

für die Covarionte Q findet man 
(5) A'ä = Q = ÄD(AX^ — D r»). ') 

Nach Zerlegung in Factoren eei nun 
(10) f-lx-X,y)(x-X,y)(^-l,y). 

Man kann alsdann z — Aj y = 0, (»=1,2, 3), geometrisch als drei 
Strahlen betrachten, die bezogen sind auf zwei Grundstrahleu x ^^^ 
und y = ; oder wenn man X = und Z — als Grundatrahlen 
eiuföhrt, so zeigt sich, dass die drei durch f — ■ gegebenen Strahlen 

die Parameter haben J., ■=■ — V X' ^^^ ~ ^rlT' ^^ — ^'VlT' 
wobei B und s' die complex conjugirten dritten Wurzeln der positiven 
Siaheit bedeuten. Das Doppelverhältnias je zweier dieser Strahlen zu 
2 = und T =0 besitzt entweder den Werth e oder t*. Die Dar- 
stellung Ton Q in (9) ergibt den Satz, dass die drei durch Q^O 
dargestellten Strahlen erhalten werden, indem man zu je einem Strablen- 
paare von F-^O und zu dem übrig bleibenden dritten Strahle Ton 
f <=> je den vierten harmonischen bestimmt. Aus dieser Deutung 
geht hervor, dass q von der Form ist*) 

- 273 ={(2A, ~ A, - l,)x + (2i,i, - i,X. - A,A,)y} 
(12) {(2^ - A, - X,)x + (2AbA. - is^ - A,^)y} 

1(2-1, - -l, - i,)a: + (2/.A. - A,A, - A,i,)j,}, 
denn man kann in der That die Gleichung, die sich ergibt, wenn man 
den ersten dieser drei Factoren gleich Null setzt, in die Form bringen 

Die Hesse'scbe Covaiiante h wird') 

1) Zwischeo den GrOsun Q, R, F und E beateht die einfache Belaüon; 
ö' + B J" + iE* - 0. 
Nach DividoD durch A' folgt g' -|- rf* -j- ih' — 0, und zwar gilt dieie Eelation 
fOc alle Werthe der CoefficienUn von J^, die E nicht cn Null machen; aie be- 
steht daher auch fär alle Werthe der Coefficienteu von f, die r nicht eq Nall 
machen, d. h. die Bel&tion gilt identiBcb, mithin auch im Falle r ^ 0. 

S) Vgl. Salmon: „Leaaone introductory to the Modem Higher Algebra", 
4. Aufl., Dublin 18B&, S. 184. 

S) Ibid. S. 18&. Vgl. auch Ueaae: „Tranaformation einer beliebigen homo- 
genen Function dritten Oradea von cwei Variabeln durch line&re Sabatitution 
neuer Voiiabeln in eine Form, welche nnr die dritten Potenzen der neuen Varia- 
bein eatbUt" JoQnal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 88, S. S66. 
1641. 
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(13) -^*-=(C^. +«i« +€H,)x + iX,k,-\-sX^X, +s%l,)y} 

Das Doppeiverhältniss eines Strahlenpaares von F^^O za dem 
noch übrigen dritten Strahle von F-^O und zu einem Strahle von 
H^= besitzt nämlich den Werth — c oder — t*; andrerseits kann 
die Gleichung, die sich ergibt, wenn man den ersten Factor von (13) 
gleich Null setzt, in die Form gebracht werden 



-1, -z — l^i, 



(34) 

Man nennt vier Strahlen, deren DoppelrerhältnisB gleich einer ima- 
ginären dritten Wurzel aus — 1 ist, äqaianharmonisch gelegen. 



«283, Man bestimme diejenigen (sechs) Kegelschnitte des Bflschels 
Xg — f — ■ 0, für welche die vier Grandpunkte ein gegebenes Doppel- 
TerhSltnisB bilden'). 

Zieht man von irgend einem Punkte y einer bestimmten Curre 
X^g — / ^ des durch f=0 und g ^0 erzeugten Kegelschnitt- 
bflschels nach den vier Qrundpunkten Strahlen, so bilden diese letzteren 
ein gewisses Doppelverhältniss, das sogenannte DoppelTsrhältoiss der 
vier Grundpunkte für den Kegelschnitt X^g — f=0. Dasselbe hat 
nach (14), S. 124 stets gleichen Wertb, wo auch der Punkt y auf 
If^g — /*-= angenommen werden möge. Es wird nun gefragt, welche 
Gleichung der Paraiüeter X erfüllen muss, damit das DoppelverhältnisB 
einer gegebenen Zahl 3 gleich werde. 

Lässt man den auf X„g — /'«»O gelegenen Punkt y*mit einem 
der vier Grundpunkte zusammenfallen, so bestehen die vier zn be- 
trachtenden Strahlen aus der Tai^ente Aq j'(y, x) — f(y, a;) ■= in 
diesem Grundpunkte und aus den drei durch ihn gehenden Geraden 
X,g(i/, x) — f(y, x) = 0, (t => 1, 2, 3), des Kegelsehnittbllschels. Hierbei 
ist Xt eine Wurzel der durch (t homogen gemachten kubischen Glei- 
chung M'o(i,fi) = A»B— 3iV6 + 3^^*H — /t'A — 0, so das« das 
Doppelverhältniss s identisch wird mit dem aus ;i : p = A, und ans 
den Wurzeln von H'o(A,fi) — gebildeten. Da dieses Doppelverhältniss 
durch eine lineare Transformation nicht geändert wird, kann man an 
Stelle von X nud fi neue Variabein einführen durch 
(1) X = aX' — ßn', y^ — yX — d^', 



1] TgL GuadelfiDgei: .^orTbeorie des EegeUohaittbaiohels", Zütaolirift 
fOr Mathematik und FhjBik, 90. Jahrgang, S. 163—169, 1674. 
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wobei jetzt A', y.' nicht wie fiüher, 8. 364, die Factoreu der Heese- 
schen Covariante h{k, ^) von ^^(A, ft) sein eollen, eoDdem irgend zwei 
Factoren von ^^(A, fi) selbst. Ueberhaupt mQge sich die Form ^^(k,ii) 
darch diese Transformation verwandeln in 3il'^'(A' — yT), und k — A^^ 
möge Übergeben in A' — Ofi.'. Hier bedeutet ß^X'ip.' das Doppel- 
verhältniss von K'=0, fi'=0, A' — (i'=0 und A'— ffj*'— 0, oder 
auch das oben mit s bezeichnete Doppelverhältniss der vier Wurzeln 
von M'o(A,,*){A-A,^} = 0. 

Wir fdhren nun die Covarianten h und q der Form Tg(A, fi) ein. 
Nach (6), bezw. (13) und (^a), bezw. (U) in (282) ist in unserem Falle 

[Ä»A(A, ^) A'» + iV- ^'*= - (A' + £^')(A'+ ^VX 

(Ä) A"2(A, fi) ■= 2A'' - 3A' V' — 3A>'* + 2ft'» 

I — (A'+ fi')(2A' — ^')(A' — 2/), wobei A = ^y — aJ, 

daher 

W 3*(Z,^) (r+p')'{Sl'-^')'(X'-2p')" 

und wenn man fUr A': ^' daa Doppelverhältniss s einffihrt, folgt 

h*[i, f) (!-«+«')' ft + «)'(» + *y 

a'(i,p) (» + .)'(28-i)'(«-8)' ii + Äj'CSs-ij'C-a)' 

Diese Gleichung sechsten Grades in A : |i liefert die Parameter 
derjenigen sechs Kegelschnitte des Büschels lg — fif^= 0, für welche 
die vier Grundpunkte das gegebene Doppelverhältniss s bilden. 

Die vorstehenden Betrachtungen lassen sich leicht auf die Eegel- 
scfanittscbaar vG(ii, u) — jf (u, u) « übertragen. Die Parameter 
v= Vi'.Vj der drei in dieser Schaar enthaltenen Pnnktepaare werden 
erhalten durch Auflösung der kabischen Gleichung 

{S) *(»-,, V,) = i-.'B' — 3 Vv.BH + 3vj V^e - v/^' -= 0. 

Da vermöge der linearen Substitution A °= Av^, (i =» ^v, die binäre 
Form To(A,(i) Obergeht in \iAv„£v,) — ~ AB ■ (t>(vi,v,), so ist 

hierbei war zu beachten, dass die Substitutionsdeterminante den Werth 
— AB besitzt Mit Rücksicht auf (^ erhält man also: 

Diese Gleichung ist in s vom secbaten Grade, woraus folgt: 



w 
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«384. In der Schaar v,ff(«, «) — v, F(h, w) = gibt es sechs 
E^elschnitt«, für welche die vier gemeinsamen Grandtangenten ein 
gegebeoea Doppelverhältniss bilden^}. 

Ferner gilt der Satz: 

«286. Das Doppelverhältnise der vier Grundpunkte des Bfischels 
^9 — /"""O fflr die Curve zweiter Ordnung /"«^O, bezw. j? = ist 
dasselbe wie dasjenige der vier gemeinsamen Tangenten von /'«-O 
und j? = fQr die Curve g = 0, bezw. /"-= 0*). 

Denn für i = verwandelt sich (4) in dieselbe Gleichung wie 
(7) für Vg <= 0; ebenso liefert die Substitution ft >=> in {£) dieselbe 
Gleichung wie v^ = in (7). 

« Zusammenhang zwischen der Combinante tfi, den äquian- 
harmoniechen und harmonischen Kegelschnitten, sowie dem 
Poldreiseit des BQschels. 
«286. Für die Kegelschnitte 
(J(J /-^AiV + ^V + iaV-O. S^V + */ + a^>' = 
hat die Combinante ^ nach (27), S. 208 den Werth : 

(-3) - - * = f<x* + B V + r V = 0, 

wobei 

Auch besteht noch die Relation') 

(<) -i* = (e/-+Hj-2j), . 

in welcher 2% darch (6) nud (4) in § 17 definirt ist. Femer werde 
gesetzt Aa:,* ■= A, Bx^ •= B, Fa*,* = C, so dass 

(5) ~lt = A-\-B-\-C. 
Alsdann stellen auch 

(6) A -\- eB -\- i^C ^ Q und yl+e^B + ^C^O 

Ewei Kegelschnitte des Büschels kg — /*=« dar, und zwar werden, 
wie sogleich gezeigt werden soll, dieselben in jedem der vier Gnind- 

1) Vgl Oandelfingec a. a. 0. 8. 16S. 

8) Ibid. (FoBSDoto). 

S) Diese Belation bleibt aach nocb giltig, wenn iwei der OrOtHsn l^ ein- 
ander gleich Verden; vgl. dae entepiechende lUiaouuement in der FnsiDotf 1) 
eu S. S66. 
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punkte je von emem der beiden Strahlen berflhrt, deren jeder za 
den nach den drei übrigen Grundpnnkten gezogenen Strahlen äqnian- 
humonisch gelegen ist. Die Curven (ß) heissen daher die äqnian- 
harmoniechen KegeUehnitte des Büschela. 

Ebenso sind 
(7) -2^ + B+C— 0, ^-2B + C=-0 und A-\-B~2C=0 
diejenigen Eegelscfanitte dea Büschels, fQr welche das analog wie bei 
(6) betrachtete DoppelTerhältnise gleich — 1 ist 

Beweisen wir zunächst die Behauptung Ober (tf). Die kubische 
Gleichung zur Berechnung der in dem Büschel Xg — /■«O enthaltenen 
Geradenpaare ist (X — i^) {X — X^) (X — ^) = 0; ein Factor ihrer 
Hesee'Bchen Covariante hat daher nach (13), 8. 366 die Gestalt 

»C + «1. + «'^) + y.«. + 'K^, + «'i,« 

und ergibt in Terlundung mit Xg — f^ 0, d. b. X •~f:g, die Gleichung 
(X, + bX, + ^X,) (A,«.» + A,V + A,V) 

+ CA,A, + sX,X, + «M,A,)(*.' + V+ V) " 
oder 

Mit Bilfe des zweiten Factors der Hesse'schen Coyariant« erhält man 

Die oben für die Kegelschnitte (7) ausgesprochene Behauptung 
beweist man ganz analog unter Benutzung der kubischen Covariaate q. 
Der Factor Ä(2A, — Aj— A,) + (2;ijAg— A,A,— A,ig) derselben ergibt 
in Verbindung mit lg — /■=■ die Gleichung 

(2X, -Xt~ X,) {X,x* + X,x^' + X^x,^) 

+ (2X,X, - X,X, - A,i,)(x,» + J!,» + X,*) = 
oder 

2^-B— C—0. 
Auf Grund der vorangehenden Bemerkungen zu (6) nnd (7) folgt, 
indem in (13), S. 366 und {11), S. 365 a: = /", y = ^ gesetzt wird : 

(ö) -27g(/;<7) 

~(2Ä—B—C)(-A + 2S — C)(~A — B-{-2C). 
Als weitere Corariante möge noch eii^efUhtt werden 

für (2) berechnet findet man 

ß-=9(Aj — i,)(JlB — ij)(^i —^)^i^^, 
daher 

QKadaltingai, Verlmngcn. 24 
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(10) Q' 81ÄBC. 

Da Don ftir willkOrlicbe Weithe A, B, G stets die Identität stattfindet 
2'lÄBC={A-^B-\-Cf~^A-\-B-\-C)iA-\-aB-\-B*C){A+t*S-\-BC) 

-{-{2A — S~0){~A-^2B — C){—A-B-\- 2C), 
so ei^bt sich mit Hilfe tou (iO), (5) und (S) die Bektion 
(21) ß- - I *' + 27» . * (/, 5) + 81« « J) . 

Die Bimnltanen InrariaDten 6 und H, gebildet fQr die zwei äqaian- 
harmonischen Kegelschnitte, verschwindeo, denn sie werden, wie man 
leicht sieht, gleichbedeotend mit 1 + e -|- g* ^ 0. 

Bildet man ferner itlr die zwei äquiaoharmODischen Kegelschnitte 
die Gleichnng der harmonischen Curre zweiter Classe S, . so wird 
dieselbe 

2M= Br(6* + fi*)V + rA(fi + (*) V + A8(e + e»)«,» — 0, 
also gleichbedeutend mit der Gleichung ron i^ ■>= in Linieocoordi- 
naten. Dasselbe Resultat ei^bt sich, wenn man die Gleichnis der 
harmonischen Corve zweiter Ordnung X ^ ^ aufstellt. Wir hönnen 
daher sagen: 

#287. „Die Combinante ip wird eingehüllt von allen 
Geraden, welche die beiden äquianharmonischen Kegel- 
schnitte nach harmonischen P unkte paarea schneiden, und 
ist gleichzeitig der geometrische Ort aller Punkte, von wel- 
chen aus sich an dieselben beiden Kegelschnitte harmonische 
Tangentenpaare legen lassen."') 

Ein weiterer Satz lautet: 

«288. Die zwei äquianharmonischen Garven and i> bilden 
ein System dreier Kegelschnitte, Ton welchen je zwei ein- 
ander in Bezug auf den dritten „als Directriz polar ent- 
sprechen", d. h. die in Bezug auf eine der drei Curren genom- 
menen Polaren von Punkten einer anderen Curve des Systems 
nmhöllen die dritte Curve*). 

Man zeigt dies nach ähnlichem Verfahren wie bei (66). 

Fflr die drei harmonischen Kegelschnitte gilt der Satz: 

«289. „Jeder der drei harmonischen Kegelschnitte hat 
mit ii eine doppelte Berührung, wobei die BerQhrnngssehnen 

t) OaDdelfinger a. a. 0. 8. 167. 
S) Ibid. 
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mit den Seiten des gemeinsamea Polardreiecks zuBammen- 
fallen."') 

Folgt sofort daraus, dass z. B. die Gleichung dea harmonischeD 
Kegelschnitts 2Ax* ~ Bx,* — ra;B'-=0 auch geschrieben werden kann 
in der Form 3Ai,' — ^(a;, a:) = 0. 

«390. Jeder der drei harmonischen Kegelschnitte geht 
durch unendlich viele Poldreiecke von if(x,z) ^0. 

Die Gleichung von ^ ^^ in Liniencoordinaten ist nämlich 
^ + ^ + ^ ^ Oj um zu zeigen, dass z. B. der harmonische Kegel- 
schnitt 2A«,* — Bajj* — r^'g' =■ durch unendlich viele Poldreiecke 
von if) geht, wäre nach (U), S. 162 zu beweisen, dasa die Invariante 6, 
gebildet für beide Gurren, verschwindet. Man findet aber in der That 
för diese Invariante den Werth -x" ~~ n" — y == '^' Offenbar sind 
die in (289) und (390) angegebenen Beziehungen der harmonischen 
Kegelschnitte zu ^ =- für diese Gurven chaTakteristisch. 



«291. Kriterien der Realität für die Schnittpunkte zweier 
CuTven zweiter Ordnung. 

Die Gleichungen der vier Schnittpunkte zweier Kegelschnitte 
f(x,x)-=0 und g{x,x)='0 sind nach (37), S. 141: 



(i) (ij- gy^- 2i,H+"VÖ + (;!,- i,) VF -2)^3+ X,'G 

± (-1. - Ä,)V^J''^^VH+VG-=0, 
wobei A,, ^,il, die Wurzeln sind der kubischen Gleichung 
(3) \{X) = i.'B - 3i»e + SAH - ^ — 0, 

also anch %{X) — B(l — A,)(i — ^)i'^ — ^)- 
Ist die Discriminante 

(5) JB = 4(BH - e')(_ÄQ - H") - (eH — ABf 

-g(^-^)'(^-A,)'(A,-i,)' 

dieser kabischen Gleichung negativ, so hat die Gleichung bekanntlich 
eine reelle nnd zwei complez conjugirte Wurzeln, Hält man in (1) 
das Vorzeichen des ersten Gliedes fest (es sei positiv gewählt), and 
ist kf die reelle Wurzel, so sind alsdann die beiden folgenden Glieder 
complex conjugirt, und (1) ergibt entsprechend den verschiedenen Yor- 



1) Oundelfioger a. a. 0. 
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zeichea der Wurzeln jedeofaUa zwei reelle und zwei tmagioäre Schnitt- 
punkte. 

Ist die Discriminante (3) poaitiT, ao hat (2) drei reelle Wurzeln, 
ea werden daher auch die drei AoadrQcke F — 2XtS-\- i*G reell. 
Haben dieselben gleiches Vorzeichen, so sind die vier Schnittpunkte 
nach (X) reell-, das Vorzeichen kann ahdann, da die Geradenpaare 
X,g — f-.0 (* =- 1, 2, 3) in diesem Falle reell sind, nach S. 36 nur 
negativ aein. Haben zwei der Grössen F — 2ijfl + ^'^ ^'b anderea 
Vorzeichen als die dritte, so sind die vier Schnittpunkte imaginär. 

Bezieht man die beiden Kegelschnitte 



(4) fix^x)^^ ^anXiXi=0, und jf(a;,a;)=^ ^fta«;«* =- 

auf das gemeinsame Poldreieck, so werden ihre Gleichungen nach (30) 
and (29) in § 14: 

(5\ i^^'"' ** = *'^^' + ^^' + ^^»' = ^ 

^^ W.a:)-Z.'+X,« + V-0, 

wo z. B. X, nach (25), (15) und (13) in § 14 definirt ist durch 

analog X^ und X^. 

Hierbei wird rorausgeaetzt, dass die Determinante £ von g(sc,x)m^O 
nicht verschwindet; diese Annahme ist erlaubt, da es im Folgenden 
nur auf die Beatimmung der Schnittpunkte, bezw. die Realität der- 
selben ankommt. 

Ist r die Determinante der Substitution, durch welche die ur- 
sprtinglichen Gleichungen (4) in die Gestalt (5) transformirt werden, 
so ist 

(7) r*B = 1, 

und nach (27) in § 20: 

(5) -|r^*-(A,-;,)(A,-A,)Z,'-f (A,-AO(i.-Jl,)X.* 

Mit Hilfe von (6) und (7) kann fflr (8) gesetzt werden 
(So) _ -i V - (J"- 2l,H+X,'G) -{-{F- 2A,fl-+ X,'G) 
+ (^-2A,fl + VG), 
worin «( — y ^{xi) . 

Diese Formel, die wir soeben ffir den Fall ungleicher Wurzeln 
von {2) mit Hilfe der kanonischen Formen (5) abgeleitet haben, gilt 
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ganz allgemein. Schreibt man nämlich die rechte Seite von (8a) in 
der Form 3F - 2{A, + .1, + h)S+ C^* + V + VJ<? "o^ <lrBokt 
man nun die Summen i, + A, + jI, und A,' + ^* + Aj' dnreh die 
Coefficienten von (2) aus, so folgt 

- ^ S'i» -^ B^F -^ e(3QG - 2BB) - 2BHG, 
wobei rechts Uj durch -^g'{x^ zu ersetzen ist. Alsdann verwandelt 
sich die rechte Seite nach (7a) und (7b) in § 17 in B*{Hg~2x + Qf), 
es folgt also — -^ ifi = Q/' + He? — 2% in Uebereinstimmung mit (4), 
S. 368. 

Die notbwendige und ausreichende Bedingung dafQr, dass die 
Ausdrücke ^— 2A,ff+/,*G (»=1,2,3) für beliebige Werthe der 
Mt=- Y?'(^*) Qegati» seien, fallt also auf Grund von (öo) damit zu- 
sammen, dass die Combinante ^ eine positive definite Form ist. 

Bevor wir diese Untersuchung Ober Realität der Schnittpunkte 
weiter fortsetzen, wollen wir fOr ii(x,x) ^0 noch die Gleichang in 
Liniencoordinaten ableiten. Aus {ß) findet man 

I r« • VC», «) - - (J, - J,)' (J, - A,) (i, - J.) U,' 
- (J. - hf (l, - X,) (J, - i.) ü,' - (i, - J,)' (1, - J,) (J, - « P,' 
und erhält nach Einführung der Werthe der JJi aus (36), S. 141 mit 
Rücksicht auf die Relation t^B = 1 die Gleichung: 

(9) -\'"V (", «)-(«.- Ki' (f - 21, Jf + j,'e) 

+ (1,- j,)'(P- 2i,a + i,'a) + (X, - x,)<(F- 2/.H + vff)- 

Wir wollen nun die kubische Gleichung (2) durch eine Yariabele 
H homogen machen. Alsdann ist die Hesae'sche Govariante h von (2) 
nach {13), S. 366 gegeben durch 

(10) - 18Ä(A, ti) = B^iK, - l,y(X - KtCf + (A,- AO'(X - ^^)» 

+ (A.-A,)«(i-A,^)»}, 
wofQr wegen r*B'= 1 auch gesetzt weiden kann 

- ISr-ift rt - (.!-, - ^)' (/ - A,rt' + (J. - «.)■(» - J,(.)' 
+ (J,-J,)'ei-V)"- 
Es geht also (d) ans (10) dadurch hervor, dass man setzt X* •= F, 
Ifi ^ H, ft* ^ G. Andrerseits hat man fQr die Hesse'sche Covariante 
von (2) den Ausdruck 

h(K, (i) = (BH - e')A' + (eH - ÄB)K(L + (^e - H')fi», 
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daher vird 

(12) -^ V(«, tt) = (BH - Q*)F + (GH - AB)E + (^9 - H»)G . 

NEoh (S) ist 

andrereeits ist B*(A, — A»)" (-1, - A,)* (A, - -l,)» — 27 B, in Folge Ton 

r*B = 1 wird daher 

(W) 2' ± (*■••*»*") - 729 -R- 

Denkt man eich nun eine Transformation wie (35), S, 28 an- 
gewandt anf 

il)(x, x) — i!»,,»,» + 2tiiXiXt + *„V + 2tuXiXs + Sit^Äja^ + ^„V. 
80 zeigt (36), 8. 29, dasa die Relation stattfindet^) 

*„ . ^(ar, ar) = (i,,,x,' + ^.,a:,0' + (*u^« - *..*)'.'* 



^2'.±i*'i 



-V- 



Bieraua geht hervor, dasa ^ stets dann und nnr dann definit ist, wenn 
*„ ■ f ^+ i1',i1('m*m) '^*i If"!! if"» — if'ii* gleiche Vorzeichen haben. 

Da wir non an und fQr sich den Fall ^ > betrachten, mnES 
also ^+ (tii^tii'ts) positiv sein, ebenso tut denn ^(x, x) sollte nach 
(8a) und S. 373, Zeile 13 eine positive definite Form darstellen; hier- 
aus folgt, dass auch 

V„ = l&x,*« - *.,' > 
sein mnss. Die Bedingung, dass sich die Kegelschnitte (4) in vier 
reellen Punkten schneiden, ist daher 

R>0, *u>0, V„ = i^„i&„-^!.„»>0. 

Es ist kUr, dass man allgemeiner hierfür setzen könnte: 

B>0, *,(>0, Vii>0, wobei i^i. 

]m Falle der einfachen Berührung der beiden Kegelschnitte hat 
die Gleichung (2) zwei gleiche Wurzeln, etwa A, -= A^i ^ verschwindet. 
FOr die Realität der beiden übrigen Schnittpunkte ist nothwendig, 
dass das Geradenpaar, welches der Doppelwnrzel entspricht and nach 
S. 133 und 156 den stets reellen Berührungspunkt mit den zwei Qbrigen 

1) ^^±lf,i^u^„) n«h (>«) ^ 0, HO mau *„-♦(!, 0,0) nach (1). 
S. 66 von Null Terachieden wId; gleiche! gilt von V,,i^ii — f,,', da Bonat oicht- 
vencbwindende Werthe Pi, Pt eiutireo, fflr welche i^n Pi + <^iiA ~ *> *■■"' 
Vti Pi "¥ 'Ati f ■ ^ ''i ^- ^- f"' welche v(P| , Pi, 0) ^ wKre. 
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Schnittpankten Terbindet, reell sei; Iiierzu genflgt F — 2Xin-\-X*G<.(i, 
oder nacli (11) *!'(», u) > fOr die Coordinateo aller Geraden Uty die 
nicht durch den BerOhrnngspankt gehen. Aehnlich wie 8. 51 kann 
man auch sagen, dasB irgend eine der drei BaaptaDt«rdeterminanten 
y.-f > sein niiiss. Im entgegengesetzten Falle sind die zwei Rbrigen 
Schnittpunkte imaginär. 

Im Falle der doppel^n Berflhmng ist X^^}^^ and 

daher auch ^(u, u) ^ 0. Die Gleichnng Xiff — f^O reprÄsentirt 
die stets reelle Berttbrnngssehne doppelt zählend, X^g — /"-= die 
Tangenten in den zwei Berfihrungspankten. Die beiden BerOhrungs- 
punkte sind also reell oder imaginär, je nachdem das Geradenpaar 
X^g — f = Q reell oder imaginär ist, d. h. je nachdem 
F~2X^E-\-Xt*G<(i oder >0 
fOr die Goordinaten U( aller Geraden, die nicht dnrch einen der 
BerOhrungsponkte gehen. Man könnte zufolge (Sa) auch sagen, 
dass die zwei BerCihrungspunkte reell oder imaginär sind, je nachdem 
^(x, x)>0 oder <0 ist fflr jeden Punkt x, der nicht aaf der Be- 
rilhrungssehne liegt^ d. h. kfirzer je nachdem eine der Grdssen ^i(>0 
oder < 0. Diese Sehne wird übrigens, wie {8a) zeigt, im gegen- 
wärtigen Falle doppelt zählend auch durch ^ {x, x)^Q dargestellt 

Setzt man Ä,, = BH — G», 2\^ — GH — AB, h^ — AQ — H', 
so ist nach (11) ji^VC«,«) — Äu^ + 2Ä,(ff +Ä„G; man kann daher 
sagen, dass im Falle der doppelten BerDhinng sEmmtliche Hauptnnter- 
determinanten ^u Terschwioden mftssen, dagegen kSnnen A„ und A,j 
nicht gleichzeitig Null sein, weil sonst in Folge von 

B - 4(Ai,A„ - A.,') = 
auch Ajj verschwinden und alsdann Oaculation Torliegen würde. Die 
BerQhrangspunkte sind reell oder imaginär, je nachdem irgend eine 
der Grössen ^n positiv oder negativ ist. 

Im Falle der Gsculation verschwinden zufolge der Fussnote zn 
S. 136 die Ausdrücke h^^, Aj, und A,,. 

Die Kegelschnitte des Büschels haben endlich vier zusammen- 
fallende Punkte gemeinsam, wenn ^(x, x) ^ 0. Es geht dies aus den 
Betrachtungen S. 135 und 136 hervor, wenn man dabei die oben ge- 
fundene Relation {8a) beachtet. 

Wir wollen nun die erhaltenen Resultate Ober die Realität der 
Schnittpunkte zweier Gurven zweiter Ordnung f{x, x) => 0, g{x, x) = 
übersichtlich zusammenstellen. 
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Ea sei im Folgenden 

ferner sei ü - ^^i *"*"*•■' ~ ^C''..*» -*.."). 
■ s 
Y(«,u)=^^V»«iW* - 162(A„Z+ 2Ä„fl-+ Ä„G), 

wobei Ä,, — BH - O», 2Ai( «OH — ^.B, Ä„ — ^9 - H*. 

I) jR^O: Tier verschiedene Schnittpunkte. 

1) ü < : zwei reelle and zwei imaginäre Schnittpunkte. 

2) B > 0: Tier reelle oder Tier imaginäre Schnittpunitte. 

») if'» > und V*» > 0, t'^ifc, Tier reelle Schnittpunkte (i und i 

irgend zwei bestimmte, verschiedene Zahlen aus der Reihe 1, 2, 3} '), 

b) dieBedingungena) Bind nicht erfüllt: vier imaginäre Schnittpunkte. 

II) E — 0: specielle Fälle der BerQhruog. 

1) Nicht alle H*« gleich Null: einfache Berflhmng, zwei Schnittpunkte 
fallen zusammen; die beiden anderen Bind: 

a) reell, wenn unter den drei GrSesen V^ eine willkürlich aus- 
gewählte positiv ist*), 

b) imaginär, wenn anter den drei GrSssen Yii eine willkürlich 
ausgewählte negativ ist'). 

2) Alle ^i, gleich Null, nicht aber alle iiu:') 

a) A,i und A„ nicht gleichzeitig Null: doppelte Berührung, 
und zwar 
a) reell, wenn unter den drei 6r5sBen iia eine willkürlich 

ausgewählte positiv ist, 
/)) imaginär, wenn unter den drei Grössen ^u eine willkürlich 
ausgewählte negativ ist 
'') &I1 ^Äj, ^ Ä,j -= 0: Oaculation. 

c) Auch alle ^((.gleich NulP): die vier Schnittpunkte fallen 
zusammen. 

1) Wenn disM Bedingangen neben i( >■ fOr irgend ein b««tiinmte« t, 
beiw. k erfflllt liod, ■□ gelten «ie aach fSr jede« *, beiw. k. 

t) Eb ist dann für jedes Werthsjatem m, iw, :«^, welohee H'(k,w) — nicht 
arfflUt, H'(u,»)>0. 

9} El iat dann für jedes Werthijitetn u,;tti:H«, welche« ¥(»,«) — nicht 
erfüllt, V(»,it)<0. 

4) Man kennte anch tagen V («, u) identtech Nall, nicht aber ^{x,x). 

&) Man kSnnte anch eagen V[a;,ii;)E^O. 
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«393. Um die Realität der vier gemeinsamen TaDgeoten 
von f(x, x) = und g(x,x) ^ zu anterBQchen, hat man genau die* 
selben Betrachtongen wie zuvor durchzufQbren, jedoch ausgehend von 
einer Combinante 9>(«, u), welche aus F(u, u) und G{n, u) in derselben 
Weise zu bilden ist wie i>{x,x) aus f{x,x) und g{x,x). Man findet 

—1- ,,(«,«) - xM^y - K){K -KW-\-'-' 

oder auch \ fp{u, «) — — (^e<? + BWF—2ABE)\ an Steile von 
y(M,tt) tritt 
<i>{x,x) = AB\{AQ - H*)Sf+{QH- AB)x-\-{BH ~&^Äg)- 
Andere, allerdings etwas complieirtere Kriterien sind zUm ersten 
Male (auch fDr Schnittpunkte) von Herrn K. Eemmer^) gegeben worden. 



«303. Mau bilde die in (292) erwähnte Combinante 9)(u, u) fQr 
die auf rechtwinklige Coordinaten bezogenen Kegelschnitte 
o*«,' + 6* V — V =" nnd V + «s» — 0, 
also fQr die Cnrven einer confocalen Schaar. 

Mao findet - \- tp{n, w) = (a» — 6»)«,» — (a* - 6»)«,» + 1, und 
dieser Ausdruck stellt gleich Null gesetzt die conjngirte gleichseitige 
Hyperbel zu derjenigen dar, welche die Verbindungslinie der zwei 
Brennpunkte der confocalen Schaar zur reellen Hauptaxe hat. üeber 
die geometrische Bedeutung der letzteren vgl. die unten*) citirte Ab- 
handlui^ von Steiner. 

294. Wie viele Punkte gibt es auf der Curve zweiter Ordnung 
fix, x) =-=■ 0, in denen der Erümmangsradius r einen gegebenen Werth 
besitzt? 

Aus (17), S. 213 folgt r'iMV - »'(/■„/■«, Q = 0; nach (199) 
ist aber ioifi,fs,ft) — ia,m]f{x,x) — 2E, wofür nun — 2S gesetzt 
werden kann, da der Punkt x auf f{x, :r) = liegen soll. Wir er- 
halten also f^T^A^p/ + SB" = oder 

1) „Kriterien dei Bealität fflr die Schnittpiuikte von Linien Rweitec Ord- 
nung". iDaoEDial-DigBertatian. Oieggen 1878. 

2] „Elemeotare LOanng einer geometrischen Aufgabe, und Ober einige damit 
in BesiehoDg stehende Eigenscbaften der Kegel scbnitte". Jonnial für die reine 
nnd angewandte Mathematik, Bd. 87, 3.185, 1847, oder „Oeaammelte Werke", 
Bd. 9, S. 414. 
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{rit^Ä^p,^ + 2h) {At^Aip^* + 2He) 

(i-M^*j),»+2ff£')=0, 
vobei t und 6* die complex conjugirteo drittes Waraeln der poBitiren 
Eioheit bedeuten. Jeder der drei Elammerfactoren stellt eine Cnrve 
zweiter Ordniing dar, doch ist nnr die erste reell; ihre Schnittpiuikte 
mit f(x, a;) = liefern diejenigen Ponkte, in denen r einen gegebenen 
Werth hat. Im altgemeinen gibt es also deren je 4, wenn wir von 
den 8 jedenfalls imaginären absehen, die bei Beracbsichtigang der 
complexen Elammerfactoren in Betracht kommen. Die vier Funkte 
von gleichem Erflmmungsradius r liegen auf der Curve 

welche einen mit dem Directorkreis S ^- und somit auch mit 
f{x, x)'=0 concentrischen Kreis darstellt, was übrigens aus Gründen 
der Symmetrie klar ist. Bei der Parabel zerfallt nach S. 148 f. der 
Directorkreis in die Directrix und die unendlich ferne Gerade; dataos 
geht hervor, daas bei der Parabel die Pnnkte von gleichem Krümmungs- 
radius auf Parallelen zur Directrix gelegen sind. 

396. Wie viele Punkte gibt es im allgemeinen aaf einer Gurve 
»**' OrdoQi^, in denen der KrümmangBradius r einen gegebenen Wertb 
besitzt? 

Aus (20), S. 213 folgt 

r>(n - 1)»T V^ ± {fu f.J..y - ^' (fu U, ^5) - , 
d. h. alle Punkte von gleichem Krümmungsradius r liegen auf einer 
Cnrve 6(rt— 1)*" Ordnung; da sie auch auf der Curve /"(*,, «^,a^)«=0 
gelegen sind, gibt es im allgemeinen je 6n(n — 1) Punkte von der 
verlangten Beschaffenheit. 

396, Es gibt im allgemeinen Gk{k — 1) Tangenten einer Cnrve 
}!" Classe, in deren Berührungspunkten der Krümmungsradius r einen 
gegebenen Werth besitzt. 

Folgt aus (14), S. 213 in gleicher Weise wie das Resultat von 
(295) aus (20), S. 213; speciell für Curven zweiter Classe findet man 
mit Hilfe von (15), 8. 212 ein ähnliches Resultat wie bei (394): es 
können höchstens vier reelle Punkte von gleicher Krümmung vor- 
handeo sein. 

397. Man beweise, dasa die Gleichung des Krümmungsmittel- 
punktes, der dem Berührungspunkte einer Tangente u der Curve V 
Classe 7)(f(i, v,, t'j) = zugehört, die Form besitzt 
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wobei Vi, »2, «s variabele Liniencoordinaten bedeuten und die D de- 
finirt sind durcli 

D, « 9'(m,)<o'(ws) — v'Cwj)"^«»)/ A — 'P'(?H)<o'(u,) - 9)'(«i) <»'(«,), 
A =- <p'C«i)»'(«2) - "P'W^'C«.)- 

298. Man Bucbe im Auscblnsa au (297) die lÄnge des zum Be- 
rOhniDgspUDkte der Tangente u gehörigen ErQmmung&radius der Gurve 
i^ Classe 9)(h,, «,, %) -= 0. (Vgl. die Fussnote 1) zu S. 212.) 

299. Die Evolute einer Curve n"' Ordnung ist von der Ordnung 
3n(n - 1). 

Es ist beim Beweis dieses Satzes zu iragen, in wieviel Punkten 
eine Gerade u, ^ die betr. Evolute schneidet; man hat also nach 
(23), 8. 214 gleichzeitig zu betrachten die Gleichungen 

(n - 1) rp,' ■2'± ifn fn fj,,) «. + » {f, ,(;,,(,)■ m (f, i.) ^ 

und /"(«!, Xj,a^) ^ 0, von denen die erste in den x vom Grade 
3(» — 1), die zweite vom Grade n ist. Aus beiden folgen im all- 
gemeinen 3n(n — 1) Werthsjsteme von z, : Xj : x^, womit obige Be- 
hauptung bewiesen; natürlich ist vorausgesetzt, dass die gegebene 
Cnrve n*" Ordnung keine singulären Punkte enthält. Das Auftreten 
solcher Punkte würde diese Zahl 3n(n — 1) reduciren. 

Zu derselben Zahl 3n(n — 1) gelangt man auch in folgender 
Weise. 

Aus der Definition der Evolute folgt, daas ein Punkt y dieser 
Curve angehört, wenn von den n* Normalen, die nach S. 204 von y 
nach der Curve n*" Ordnung /"(«i, «j, Xj) ■= gezogen werden kSnnen, 
zwei zusammenfallen, d. h. wenn f{xi,Xj,Xg) — von der Curve n*" 
Ordnung (22), 8. 204, auf der die Fuaspunkte jener Normalen liegen, 
berflhrt wird (vgl. auch 8. 216 unten); wir wollen die Gleichung dieser 
letzten Curve durch g{Xi,Xj,x^) •—<) bezeichnen, und haben nun zu 
uutersuchen, von wie hohem Grade in den y die Bedingung der Be- 
rfihrnng wird. Es werde zuvor allgemeiner gefragt, wie hoch in den 
Coefficienten der Gleichung einer Curve m*" Ordnung g(x^,Xf,Xg)'=0 
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die Bediagang dafür ist, dass ^ — = die Gurre n*" Ordnung f^^ 
berührt'). Ersetzt man j = durch j -f ^Ä === 0, wo Ä ■— eine 
andere Curve «»"'^ Ordnung darstellen möge, so hat man zunächet ftlr 
die Berflbmngspnnkt« x toü /" => mit */ + AÄ -= die drei Glei- 
chongeo fff(x() ■—(?'(«;) + i.h'{x^, (i = 1, 2, 3), aua denen durch Eli- 
mination von Q und h folgt ^i C/*(^i)5'(a^) Ä'(fl:j))^0. Die Schnitt- 
punkte dieser Curve von der Ordnung « — 1 -|- 2(m — 1) «- » + 2m — 3 
mit f=-0 sind diejenigen Punkte, in denen f von einer Curve dea 
BOschels g -{- Ih^O berührt wird. Da die Anzahl dieser Schnitt- 
punkte (n + 2m — 3)n beträgt, müssen die CoefBcienten von 
g -\- ih -=0, also auch die von (? = allein, in die Bedingung der 
Berührung im Grade (» -{- 2m — 3}« eingeben. In dem oben speciell 
vorliegenden Falle ist j(ir|, a^, Zg) = von der )(""' Ordnung, die Be- 
dingui^ der Berührung von ^ = mit f^O wird daher in den 
Coefficienten von g, somit auch in den j/,, vom Grade (3n — 3)n oder 
3w(tt — 1), d. h. die Evolute einer Curve n"' Ordnung ist von der 
Ordnung 3n(w — 1). 

«300. Man gebe einen Weg an zur Bildung der Gleichung für 
die Evolute einer Curve ^ Classe 9(u,,Uj, u,) « 0. 

Sind u,, w,, ti, die Coordinaten der Tangente irgend eines Punktes 
der gegebenen Curve, Vi,v^,Vs die Coordinaten der zugehörigen Nor- 
male, so hat man co' (u,) U( -|- ra' (r,) «^ -f* *"' ("g) "s ""^ i ferner ist 
V>'{^i)^i -^ 'P'i*'i)^i "h 'p'i^s)Vi=™^i da die Normale durch den Be- 
rührungspunkt der Tangente u geht Um die Gleichung der Evolute 
in Liniencoordinaten zu erbalten, sind die u,- zu eliminiren ans der 
Gleicbong f" Grades <p(ui, »,, «,) ■= 0, aus einer Gleichung ersten 
GradeB und einer vom Grade (Je — 1). Die beiden letzten Gleichungen 
sind in den v,- linear, während <p(u„ Uj, u^) ^ die v, überhaupt nicht 
enthält. Die Resultante ist alsdann, wie in der Algebra gezeigt wird, 
in den v vom Grade }c(k — 1) -)- i ■ 1 => i:^ Zugleich folgt, dass für 
eine Curve ft*" Classe die Evolute von der Classe ft* ist. 

Zu demselben Resultat gelangt man in nachstehender Weise: 

Setzt man der Kürze halber Xi^a'(vi), so liegen die Gleichungen vor: 

vC«!, «I, «s) = 0, "P'O'i)«! + 9'(»M + 9(«a>i — 0, 

«iii + Hjig-f tijaJs — O. 

Die Elimination von u,,iif,tt^ liefert das Product der Gleichungen der 

k{k — 1) Tangenten, welche die gegebene Curve q> = mit 

1) Tgl. hierau „AoaljtiBche Geometrie der höheren ebenen Curren von 
Salmon", dentich bearUeitet von W, Fiedler, 3. Anfl., S. 103. 
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7)'(Mi)«i + y'Wfi + 9' («»)»'» = 
gemeinsam hat; speciell erhält man wieder den Ausdruck für die 
Evolute in variabelen Liniencoordinaten vi durch die Subetitution 
Xi=' to'(vi), so daas also im EliminationsreBultate die vj verm&ge der x,- 
eingeben im Grade i{k — 1) und vermöge der in 

y'Cwi)«'! + ?>'(«>)«> + y'Cwa)^ = 
explicit stehenden Vi im Grade kl, somit insgesammt im Grade 

jt(fc - 1) + ft == Ä*. r 

301. Man bestimme den geometrischen Ort der Paukte y, von 
denen an die Curve zweiter Ordnung f{x, x) -> vier Normalen von 
gegebenem Doppelverhältniss gelegt werden können^). 

Die Fussponkte der Normalen werden nach (33), S. 304 aus 
/"(ic, «) = ausgeschnitten durch die gleichseitige Hyperbel 

Nach (283) ist nun fßr diese Cur?e g{x,x)'^0 und für f(x,x) — 
zu bilden die kubische Form 

iu welcher jedoch H verschwindet, wie bereits S. 217 unter Angabp 
des Grandes erwähnt. Alsdann hat man, von dieser kubischen Form 
aasgehmd, die Glaichmg - J^l;^ - 5 ^n)r(iH^fi'(^)i «■ b«" 
den, in der s das gegebene Doppelverhältnias bedeutet (vgl. (,4), S. 367). 
Im allgemeinen gehen die yi in h{X,(i) im vierten Grade ein, in q(_i^,ii) 
im sechsten Grade; der Ort der Punkte y ist also im allgemeinen eine 
Curve 13. Ordnung. Da jedoch speciell von einem Punkte y des Kegel- 
schnitts g(x, x) ^ des Btiachels Hg — (t/"c=0 die vier Normalen 
von gegebenem Doppelverhältniss gezogen werden sollen, so ist su 
setzen A = 1, fi ^ 0, wodurch sich h{3L, (i) nach S. 364 reducirt auf 
— 6*, ffC^l, fi) auf — AB^ — 2Ö*. Diese AusdrDcke wären nun zu 






substituiren in ' j' ^ = h, wobei zur Abkürzung gesetzt ist 



(l + «)'(2«-l)'C8-2)' 

man erhält alsdann 9« — k(AB* + 2e»)» = oder 

{e' +l/Ä(^B» + 3G')| (e" — Vifc(^B» + 29')}= 0, 
die Cnrve 12. Ordnung zerfallt also in zwei Curven sechster Ordnung. 

1) Die hier gegebene Methode wurde im Jahre IBTT Heim W. Fiedler von 
Henn Qnndelfingei mitgetheilt. 
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382 Anhang zu 3 23—26. Nr. 301—308. 

SpeciflU fQr s *= müssen zwei ron den vier Normalen znsammen- 
fallen, der Punkt y also anf der Evolute liegen; wenn s •= 0, wird 
k •=• — and man erbält in der That als Ort von y die zwei Carven 

sechster Ordnung 46' + -^-^^ = ^ und AB* = 0, deren erste in 
Uebereiostimmung mit (35), 8. 217 die Evolute darstellt, während die 
zweite nach (38), S. 217 das doppelt zu zählende Product aus den Haupt- 
axen von f{x, a:) ■= und der unendlich fernen Geraden repräaentirt 

302. Man bilde eine Gleichung zur Bestimmung der Fusapnnkte 
der Normalen, welche von einem beliebigen Punkte y nach einem 
Kegelschnitt f{x, x) = gezogen werden. 

Sind y( die Goordinaten des beliebig gegebenen Punktes, Xj die 
Coordinaten eines NormalenfdsspnnkteB, m'{fi) die Goordinaten des 
Normalencentrums der Tangente in x, so bestehen die Relationen 
yt = Xxi + "i'ifi)! (> = If 2, 3), denn die drei Punkte y, x und das 
genannte Normalencentrum liegen in einer Geraden (vgl. auch (19), 
S. 213). Nach Einführung der Werthe ot'(/i) ^o'S'^ unter Anwendung 
der in (6), 8. 86 gebrauchten Bezeichnungsweise: 

Vi — («11 + ^)«l + «i»«t + «i»3^ 

& — ffu«! + C«M + i)3^i + «««» 

Es sei nun B^ "^ :^(ßi\ßi%ßsi} ^i^ ^^^ ^^^ Goefficienten der x in 
diesen drei Gleichungen gebildete Determinante, so dass also z. B. 
^M = "m + ^t ßm =~ Ofai 1- 8- f-> ferner sei Bj» die ünterdeterminante 
,Ton ßti in B. Die Auflösui^ obiger Gleichungen nach Xi ergibt als- 
danu B£i'= Bij^i -f- Bsf^t + Bk^s- Diese Werthe der x substituirt 
man in f{x, x) i= und erhalt dadurch eine biquadratische Gleichung 
fOr k, denn die Bf* enthalten X im zweiten Grade. Durch Einsetzen 
der Wurzeln X in Bx« == B^yi + BiiVs + Bjf^s ergeben sich die 
Coordinaten Xi jener Normalenfusspunkte. 



Anwendung tos % 22 — 26. 

303. Man beweise, dass die Hessiane, sowie die Cayley- 
ache CuTve eines Kegelschnittnetzes Combinauten sind. 

Gehen wir aus von dem Netz xqo -|- A^ -|- fix «^ 0, so ist za 
zeigen, daas sich bei Substitution von 

*t9 + ki' + fta - 0, (j - 1, 2, 3), 
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CombinanteneigmiHaliaft der Heasiane und Cajley'toheD Carre. 383 

an Stelle von <p, resp. ^, lesp. % die Ausdrücke fQr die Hesaiane and 
fBr die Cajle/ache Carye aar um eine Potenz der Determinante der 
SnbstitutioD ^ + (xiAjfij) andern. 

Wenn man nnn fQr xigi + li,il> + f^X entsprechend den Werthen 
1,2,3 des Index i zur Abkflrzung setzt f(x,x), g(x,x), h(x,x), bo 
wird die Gleichung der HeBsiane des durch f, g und h bestimmten 
Netzes: 
'^ ± (f'i^d, ff'C^). A'(^5) =2 ± («.Aif*.) -^ ± i'P'i'^i)i''(^)Xi=^)). 

womit fQr die Hessiane obige Behauptung erwiesen ist. 

Die GleichuDg der Caylej'schen Curve werde dadurch aufgestellt, 
daas man zuerst den Polkegelschnitt einer Geraden u in Bezug auf 
f{x,x) und g(x,x) sucht. Derselbe wird 

N(x,x) = (l^fii - Agfii)^, + (p,x, - (t^x.) ifj + (x. a, — x,A,) N3 — 0, 
wobei zur Abkürzung gesetzt ist 

Jetzt musB noch zu N{x,x) und zu h{x,x) die Gleichung des 
harmonischen Kegelschnitts gebildet werden. Die Curve N,^0 wird 
nnn von jeder Geraden u in einem Pnnktepaare getroffen, das harmo- 
oisch liegt zu den Schnittpunkten dieser Geraden sowohl mit ^ => 0, 
als mit x = ^'> ■^^her ist 

(^1 , *)ii«i' + 2(J^„ *)!,«,«, H = und 

W , X)u»i' + 2(J^i, x\,u,u, + . ■■ = ().') 
Aehnlicbes gilt von N, und N^. In Folge dessen bleiben bei Bildung 
der Gleichung des harmonischen Kegelschnitts von N und h nur flbrig 
die Glieder: 

«.ftft - -liC.) I W , »).i«.' + 2(«., »)..".«. + ■ 1 + 
+ J,(ft«, - ft«,) { m, *)„«," + 2 W, ♦)„»,«, + ■•• 1 + 
+ft(«,*, - «,i,)IW, «)..».' + 2(w.. 1;)..«.". + ■ ■ ■!• 

Jede dieser drei geschweiften Klammern enthält denselben Äns- 
dmck für die dem Netz %tp -i- Xilr -\- m •= zugehSrige Cayle/sche 
Curve; Yon letzterer ist daher die Cayley'sche Curve des durch f,g,h 
bestimmten Netzes in der Tbat nur verschieden nm den Factor 

_2' ± t».^'^- 



1) Ueker die BweichDnngsweüe vgl. (13), S. 1 
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384 Anhang so § 32-26. Nr. 804-806. 

304. Man bilde die GleichuDg det HesBe'schen Gurre eines Netzes, 
dessen eiaeelne GutreD sämmtlicb einen und deoselbea Ponkt ge> 
meinaam habeq. 

Als Seiten des Coordinatendreiecks führen wir ein die Tangenten 
ar, = 0, a^ "= zweier Kegelechnitte 90(3:, 3;) = und il){XfX)^0 
des Netzes in dem allen Curven gemeinsameD Punkte Pj die Tangente 
;r, ^ Ton q> trifft ^ in einem zweiten Punkte Q, die Tangente 
x, = von i> trifiFt <p in einem zweiten Punkte if ; die Gerade QB 
sei die dritte Seite des Coordinatendreiecks. Wird eine weitere Gurre 
des Neticea durch das Geradenpaar !c,Xj — gebildet, so erhält man 
als Gleichnng des Netzes; 
"C^aV + 2aiiXjXt + 2oigar,a^) + ^(6,1X1' + 2&,ja^a:j + aftjja^a^) 
+ 2itXiX, = 0, 
und hier kann noch (vgl (303)) «(, = &,g =« gesetzt werden. Für die 
Uessiane des Netzes folgt 

f{xj, Xt, X,) = a,s6,ia;,' + «mÖ« V — 2a,g&j3a:,a;ja^ — 0, 
eine Curve dritter Ordnung, die in dem gemeinsamen Punkte der 
Kegelschnitte des Netzes einen Doppelpunkt hat mit den Geraden 
ati = 0, «1 ■>= als Doppelpunktstangenteu. (Auf der Geraden ä, ^ 
liegen die Wendepunkte dieser Curve dritter Ordnung, d. h. diejenigen 
Punkte, in denen der Krümmungsradius unendlich gross ist, also nach 
(20), S.2I3 der Ausdruck V + (|j^. ^ ^) verschwindet) Dorch 
passende Wahl des Einheitspunktes kann die Hessiane in der Form 
dargestellt werden X,' + V + ß^-^i -^-X»*) = 0. 

305. Für dasselbe Kegelschnittnetz die Gleichung der Cayley* 
sehen Ourve aufzustellen. 

Nach der auf S. 225 angegebenen Methode bilden wir zuerst die 
Gleichung des Folkegelschnitts einer Geraden u in Bezug auf 

tp ^ fljja;,* -f 2aitXiXg 
und x^Xj^Xj, alsdann die Gleichung der harmonischen Curve zweiter 
Classe zu dem Polkegelschuitt und zu ^ ^ hi'*'* + ^bj^x^Xg. Man 
findet alsdann für die Caylej'sche Curve: 

sie zerfällt also in den allen Kegelschnitten des Netzes gemeinsamen 
Punkt und eine Curve zweiter Classe, welche in den Ecken Hj ■" 0, 

1) Vgl. HetBC: „Deber Corven dritter Oidnnng nnd die Kegelschnitt«, 
welche diese Curven in drei verecbiedenea Punkten berühren." Joamol fOi die 
reine und angewandte Mathematik, Bd. SS, S. 168, 1817. 
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resp. u, B> des CoordiciatendreieckB von dessen Seiten x^ •= 0, 
reap. i^ -= berührt wird, während a^ — die BerÖhrungesehne, 
u, o= deren Pol darstellt. 

806. Haben alle Eegelschnitt« eines Netzes eine gemeinsame 
Sehne, so zerfallt die Hessiane in diese Sehne and einen Kegelschnitt. 
Die drei Gleichnogen 

f(sc,x)-~0, /"(ar, a;) + 2m«ff« — 0, f(x,x) -\-2n^g^ '=0 
stellen drei Kegelschnitte dar, welche durch die Schnittpunkte der 
Geraden gc >» mit f(x, x) — hindurchgehen. Die Gleichung des 
Kegelschnittnetzes ist daher im vorliegenden Falle 

xf{x,x) -f- 2Jlm,g, + 2^w,3a — 0. 
Die Heesiane des Netzes wird 

^ m^qa + g^Wj n^qt + q^n^ •= 

I /s »"«2» + ff' '»» «'99 + ffi«s 
oder auch 



wobei sich in der That der Factor q^ ausscheiden lässt. 


Mit Hilfe 


der Identität 






A f. f, ««,»)1 






g. «1 «s s. '^g 

»t, m, «3 m, " 






»,",».». 1 





folgt 

«*, «) -^ + fc».".) - i.2! ± (/'■'»>">) + "'■2 - <'■'■"»' 

80 dass die Gleichung des in der Hessiane enthaltenen Kegelschnitts 
die Gestalt erhält 

2«.^ ± «<».«■) - fi', ») 2 ± (ä'"^»») - "• 

Fohrt man die Coordinaten des Schnittpunktes e der beiden Geraden m 
nnd n ein durch «j ^ m,nj — ffign,, u. s. w., so entsteht 

2q.f{^,x)~g,f{x,x)-0. 
Auch diese Curre hat mit den Kegelschnitten des Netzes die Sehne 
gt = gemeinsam; ausserdem trifft sie irgend eine Curve g{x, x) =• 
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386 Anhang m 8 88—26. Nr. 306—814. 

des Netzes in deren Schoittpunkten mit der Polare ff(g,x)'^0 des 
Fonktes e in Bezug auf g(x, x) •« 0. 

Von Wichtigkeit ist endlich noch die Bemerkong, daea die Polare 
des Punktes e in Bezug auf den der flessiane angebörigen Eegelaclmitt 
2qxf(j!, x) — g,,f{x, x) •= mit der gemeinsamen Sebue der einzelnen 
Gurren des Netzes zusammeoföllt; der Punkt e ist nach (197) zugleich 
derjenige, in welchem sich die übrigen Sehnen Hcbneiden, die je zwei 
Gurren des Netzes gemeinsam sind. 

807, Haben alle Kegelschnitte eines Netzes zwei Funkte ge- 
meinsam, so zerfällt die Cayley'sche Gorve in drei Punkte, tutmlich 
in die zwei gemeinsamen und in einen dritten Punkt, der mit dem- 
jenigen identisch ist, in welchem sieb nach (197) die übrigen gemein- 
samen Sehnen von je zwei Corvea des Netzes schneiden. 

Wie in (306) wird ausgegangen yon dem Netz 
xf{x, z) + SAg^Mi, -[- 2(tqtnx -" 0. 
Nach der Bemerkung am Schlüsse von § 33 kann man die Glei^ong 
der Caylej'schen Curve bilden, indem man erst den Polkegelschnitt 
Ton qatnt •= und q^rix ^ berechnet und alsdann zu ihm und 
f(x, «) ■" die harmonische Curve zweiter Glasse. Die Gleichung des 
ersteren kann auf dieselbe Art abgeleitet werden, wie die der Hessiane 
in (306), nur sind die fi dasetbat zu ersetzen durch die «i; man findet 
2.(2^ + («,m,»ij) -5, — ^ i Cffi *"»">) '"»1=0» ^*f Kegelschnitt 
zerlällt also in die gemeinsame Sehne q^^^O und die Gerade 

Die harmonische Gurre zweiter Glasse zu f{x,x) — und s^r, -= 

ist (J ;;)^ — 0, oder anch 2 V ± («i«««») • (j ^^ — 0, zufolge der 

obigen einfachen Relation , welche zwischen den drei Geraden q, -~ 0, 
r^ ^ 0, Uz ^ besteht, rermSge deren dieselben durch einen und 

denselben Punkt gehen. Der Factor ^ ||] — stellt aber nach (53a) 
in § 4 das Schnittpanktepaar der Geraden 3, = mit f{x, x) —0 
dar, während^ + («i»»»»!) — <l»e Gleichung des in (306) durch e 
bezeichneten und daselbst näher besprochenen Punktes ist. 

308. Haben alle Kegelschnitte eines Netzes drei Punkte gemein- 
sam, so besteht die Hessiane aus des drei Verbindungslinien dieser 
Punkte, die Gayley'sche Gurre aus den drei Punkten selbst. 

Es geuügt hier das Netz zu betrachten, welches durch alle dem 



Digilizodby Google 



Kegel Bohsittge webe mit ein, ivei odei drei gemeinsamen Tangenten. 387 

Coordioatendreieck nniBcIiriebeoeii Eegelsclinitte gebildet wird; man 
kommt dann sehr leicht zu obigem Resultat 

Dualistisch zu den voranstehenden Sätxen ergeben sich die folgenden: 

309. Die Hessiane eines EegelschnittgevebeB, dessen einzelne 
Curven eine Tangent« gemeinsam haben, ist eine Gurve dritter Glasse, 
welche die gemeinsame Tangente zar Doppeltangente hat. 

Ausserdem l&sst sich noch Folgendes Ober diese Gurre s^en. 
Es seien P und Q die BerOhrungspunkte der Doppeltangente mit 
der Hessiane und 97 (t4, u) ^ 0, bezw. i) (u, «) ~ irgend zwei 
Kegelschnitte des Gewebes; von P kann alsdann noch eine weitere 
Tangente an ^(u,u)«0 gezogen wefden, Ton Q eine solche an 
9(u, u) •» 0. Durch den Schnittpunkt S dieser beiden Tangenten 
gehen die drei ßfickkehrtangenten der Gurre dritter Classe, d. h. die 
Tangenten in solchen Punkten, in denen die Länge des Erammungs- 
radiua gleich Mull ist Nach (14), S. 212 genOgeo diese Tangenten u 
der Gleichung^ + (^ g-^ ^) — 0, wenn durch F(ui, u»,«») — 
die Hessiane dargestellt wird. Tgl. (304). 

310. Die Cayley'sche Gurve eines Kegelschnitte webes, dessen 
einzelne Gurren eine Tangente gemeinsam haben, zerfallt in diese 
Gerade und in einen Kegelschnitt Bei gleicher Bezeichnung wie in 
(309) sind P und Q die BerQhrnngspankte der beiden Tangenten PS 
und Q8, also S der Pol der BerOhruugssebne. Vgl. (305). 

311. Haben alle Kegelschnitte eines Gewehes zwei gemeinsame 
Tangeuten, so zerfällt die Hessiane in den Schnittpunkt dieser Tan- 
genten und in einen Kegelschnitt Vgl. (306). 

812. Die Cayley'sche Gurre eines solchen Gewebes zerföllt in die 
beiden gemeinsamen Tangenten und in eine dritte Gerade. Auf ihr 
liegen die Spitzen der Qbr^en drei Paare von Tangenten, die je 
zwei Curven des Gewebes gemeinsam sind. Vgl. (307). 

313. Haben alle Kegelschnitte eines Gewebes drei Tangenten 
gemeinsam, so besteht die Hessiane aus den drei Schnittpunkten 
dieser Tangenten, die Caylej'sche Gurve aus den drei Tangenten selbst 
Vgl. (308). 

314. Man bilde die Gleichung der Hessiane eines Kegelsohnitt- 
netzes, in welchem sich eine Doppelgerade befindet 

FOr X7(x, x) -{- X^(x, x) 4" ^<^<' ^0 zerfällt die Hessiane in 

86« 
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388 Anbang tn § 32— S6. Nr. 514—830. 

«., « mid in V + g^ IJ w,) = 0, den Polkegelschnitt der Ge- 
raden w in Bezug auf das BQschel xipix, x) -(- A^(x, x) ■« 0. 

Uebrigena ist die Doppelgerade eines Netzes fQr das conjagirte 
Gewebe eine gemeinsame Tangente, denn wenn eine Corve ip(y, u) ■— 
conjugirt sein soll zu der Doppelgeraden w»^ — 0, so heisst dies 
die Gerade u> soll die Curre berühren. Die Hessiane des Netzes ist 
aber nach (38), S. 240 identisch mit der Cayley'schen Curre des con- 
jugirten Gewebes; nach (310) besteht sie also aas der Geraden w, °=0 
und aus einem Kegelschnitt: 

315. Die Cayle/sche Curre eines Eegelschnittnetzes, in welchem 
sich eine Doppelgerade befindet, ist eine Curve dritter Classe, welche 
diese Gerade zur Doppeltangente hat. 

Die Cayley'sche Curve des Netzes ist nach (39), 8. 240 identisch 
mit der Hessiane des conjugirten Gewebes, das zufolge (314) ans 
Kegelschnitten besteht, die eine Tangente gemeinsam haben. 

Bepiäsentirt x^(x, x) -i- i,i>{x, x) -\- nwj = das Netz, so er- 
gibt sich übrigens nach S. 235 die Gleichung der Cayle3r'6cben Curre 
dadurch, dass man in der GleicbuDg ^ + (~~ ^~- «,] ■- des Pol- 
kegelscbnitta einer Geraden u an Stelle von x^'.x^: x^ einführt 

(WaWji — Wg«,) : (Wa«, — w^u^) : («i«» — «^w,). 
Nach (309), bezw. (304) muss sich die Cayley'sche Curve schlieaslich 
darstellen lassen durch einen Anfidmck von der Form 
aUi' + 6 (7," - 6k D; CT, D, = 0. 

316. Die Hessiane eines Kegelschnittnetzes, in welchem sich 
zwei Doppelgeraden befinden, besteht aus den beiden Geraden and 
aus der in Bezug aaf irgend eine Curre des Netzes genommenen 
Polaren des Schnittpunktes der zwei Geraden. 

Denn die Hessiane des Netzes xip(x , x) -{- kv^^ -{- (HCx* •= hat 
die Gleichung ««Wj, -^ + (ip' (iCi) f, w'j) — 0. 

317. Die Cayley'sche Curre eines Kegelschnittnetzes, in welchem 
sich zwei Doppelgeraden befindeu, besteht aus dem Schnittpunkte der 
beiden Geraden und aus dem harmonischen Kegelschnitt zu dieaem 
Geradenpaare und zu irgend einer Cnrve des Netzes. 

Nach 8. 225 erhält man die Gleichung der Cayley'schen Curve 
des Netzes xtp(x, x) -j- Xv^* -f~ f'^x* ~~ 0> indem man die Bedingongs- 
gleichuug dafür aufstellt, dass die Gerade u, = die Curre ^(x, x) •— 
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und das Geradenpaar v,«', - ^ + (v^w^ti^) «> in zwei harmonisclien 

Funktepaaren schneidet. Ist (p(d;, x) definirt durch 

a a 

so würde man als Cayley'sche Carve den Pnnkt ^ + (v^w^u^ = 
und die Cnrve zweiter Claase (" ) =0 erhalten. 

318. Die Geaammtheit der Kegelschnitte, welche ein gegebenes 
Dreieck zum Poldreieck haben, bildet ein Netz; die HesBiane desselben 
besteht aus den Seiten, die Caylej'sche Curre ans den Ecken des be- 
treffenden Dreiecks. 

Wählt man das gegebene Dreieck zum Coordinatendreieck, so ist 
die Gesammtheit der in Rede steheuden Kegelschnitte gegeben durch 
XX ' -\- kx^ -\- (tXg* — > ; man kommt alsdann leicht zu obigem Resultat. 

Da dieses Netz drei Doppelgeraden enthält, so besteht das con- 
jugirte Gewebe aus der Gesammtheit aller Kegelschnitte, welche diese 
Geraden berühren; die Heseiane des Netees ist nach S, 340 identisch 
mit der Cayley'aeben Curre des Gewebes, die Cajiej'sche Carya des 
Nötzes identisch mit der Hessiane des Gewebes. Mit Hilfe Ton (313) 
wäre man also gleich&lls zu obigem Resultat gelangt 



319. Die Cayley'sche Carre eines Netzes von Kreisen 
besteht aus dem imaginären Kreispunktepaare und dem ge- 
meinsamen Potenzmittelpnnkte. 

Dass das imaginäre Kreispunktepaar der Cayley'sclien Ourve an- 
gehört, folgt sofort aus (307); dass der noch übrige Beatandtheil dieser 
Curre der Poteuzmittelpunkt ist^ zeigt (307) in Verbindung mit (71). 

320. Die Hessiane eines Netzes von Kreisen besteht ans 
der unendlich fernen Geraden und einem Kreise, der alle 
Curren des Netzes rechtwinklig schneidet, dem sogenannten 
Orthogonalkreise des Netzes. 

Dass die nneodtich ferne Gerade dam Orte angehQrt, folgt sofort 
ans (306). Ein weiterer Bestandtheil der Hessiane ist nach (306) ein 
Kegelschnitt, der gleichfalls durch die zwei, allen Curven des Netzes 
gemeinsamen Punkte hindurchgebt, also in unserem Falte ein Kreis 
ist; er möge durch bezeichnet werden. Der in (306) durch g be- 
zeichnete Punkt ist jetzt der Potenzmittelpunkt aller Kreise des Netzes; 
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Beine Polare in Besag anf den Kreia fölU nach (306) mit der ge- 
meinsamen Sehne aller Kreise des Netzes, also mit der unendlich 
fernen Geraden zusammen, woraus hervorgeht, dass der Potenzmittel- 
paukt » aller Kreise des Netzes zagleich Mittelpunkt von ist; 
Jedenfalls ist also mit dem Orthogonalkreis concentriscb. Dass 
aber beide znsammenfallen, ergibt sich in folgender Weise: Die 
Eessiane ist nach III, 8. 220 der geometrische Ort fOr die Spitzen 
aller in dem Netze enthaltenen Geradenpaare. Diese Spitzen rflhren 
zum Tbeil Ton denjenigen ausartenden Kreisen her, welche dnrch die 
unendlicli ferne Gerade und die Radicalaxe irgend zweier Kreise des 
Netzes gebildet werden (vgl. 8. 59), and zwar erfüllen sie dann, wie 
bereits erwähnt, die anendlich ferne Gerade; zum Theil rühren sie her 
von den in dem Netze enthaltenen circalaren Geradenpaaren (vgl (224)) 
and erfüllen alsdann den Kreis 0, der somit ein Ort fQr die Grenz- 
pankte aller dem Netze angehSrigen KreisbUschel ist. Irgend ein 
Radios von ist daher, da der Mittelpankt e Potenzmittelpunkt ist, 
als Tangente an einen (allerdings ausartenden) Kreis des Netzes zn 
betrachten. Mithin mnas der Orthogonalkreis aller in dem Netze 
enthaltenen Kreise sein. 

321. Die Directorkreise aller Kegelschnitte eines Ge- 
webes bilden ein Netz. 

Denn die Gleichung des Directorkreises irgend einer Curve 

,(«, «) = »v(«, «) + »*(,., «) + (■«(«.»)- 

des Gewebes ist nach (29), S. 148 in den Parametern x, A, ft linear. 

322. Die Directorkreise aller einem Dreieck eingeschriebenen 
Kegelschnitte bilden ein Netz, dessen Hessiane aus der anendlich fernen 
Geraden nnd aus demjenigen Kreise besteht, fQr welchen das gegebene 
Dreieck Poldreieck ist. Nach (320) ist dieser Kreis zagleich Ortho- 
gonalkreis für alle Kreise des Netzes nnd nach (2S0) Ort der Mittel- 
punkte aller eingeschriebenen gleichseitigen Hyperbeln. 

Zu den dem Dreieck eingeschriebenen Kegdscbnitteu gehSren als 
ansartende Gebilde die paarweise genommenen Ecken des Dreieoks; 
die 2ngeh3rigen Directorkreise haben die Seiten des Dreiecks zn Durch- 
messem und schneiden sich zu je zweien in den Endpunkten einer 
H.5be. Die Höben sind daher Badicalaxea fOr Kreise des Netaes, der 
HShenschnittpuukt also der Mittelpunkt des Orthogonalkreises. Sind 
nun A, B, C die Ecken des gegebenen Dreiecks, A^ S^, C^ die Fuu- 
punkte der zagehörigen Höhen nnd ist E der Eöhenschsittponkt, so 
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bestehen nach der elementEuen Deäoitioii der Potenz (vgl. auch (251)) 
die Relationea 

da ferner z. B. die Seite BG, auf welcher der Höhenfuaspunkt Ai ge- 
legen ist, mit HAi einen rechten Winkel einschliesst, ao sind A und 
Ai, wie in der elementaren Planimetrie gezeigt wird, harmonieche 
Pole in Bezug auf einen Ereis mit dem Mittelpunkte B and dem 
Radius q =>= YHÄ ■ MA, . Nun ist aber HA ■ SAi auch gleich der 
Potenz des Punktes M in Bezog auf diejenigen Kreise, welche AA^ 
zur Schnittsehne haben nnd zu denen die tlber AC und AB als Durch- 
measem construirten Kreise gehören; daraus geht hervor, dass jener 
Kreis mit dem Mittelpunkte H und dem Radius q — ySA • SAi 
der Orthogonalkreis des Netzes der Direetorkreise ist FOr ihn sind 
A und A^, analog B und B^, sowie C und C^ conjugirte Pole, er 
hat daher in der That das gegebene Dreieck zum Poldreieck. Aas 
If' — SA • HA^ folgt wieder wie in (75), dass der Radius des Kreises, 
somit auch der Kreis selbst, nur dann reell ist, wenn HA und HAi 
gleiche Richtung haben, d. h. wenn H aasserhalb des Dreiecks ABC 
liegt, wenn also ABC ein stumpfwinkliges Dreieck ist. 
Aus Vorstehendem folgt: 

323. Die Tangenten, welche von dem Schnittpunkte H der HChen 
eines Dreiecks an die über den Seiten als Durchmessern construirten 
Kreise gezogen werden k&nnen, sind Ton gleicher Länge, und zwar 
eben so lang wie die Tangenten, welche von H an die Direetorkreise 
der Tier dem Dreieck eingeschriebenen Kreise gezogen werden kSnnen. 

334. Die Entfernung l des Schnittpunktes der Höhen eines Dreiecks 
von dem Mittelpunkte irgend eines dem Dreieck eingeschriebenen 
Kegelschnitts ist gegeben durch ? ^ p* + (ö* i ^^i 'wobei f den 
Radius desjenigen Kreises bezeichnet, für welchen das gegebene Dreieck 
Poldreieck ist, während a und b die halben Hauptaxen des ein- 
geschriebenen Kegelschnitts bedeuten. Dabei hat in a' + b' das positive 
oder negative Vorzeichen zu stehen, je nachdem die Curve eine Ellipse 
oder Hyperbel ist. 

Folgt ans (322) mit Rücksicht auf (329). Uebrigens erkennt 
man wieder sofort, dass die Mittelpunkte aller einem Dreieck eiu- 
geschriebenen gleichseitigen Hyperbeln {a* ~ &' « 0) auf demjenigen 
Kreise liegen, fOr welchen das Dreieck ein Poldreieck ist (vgl 164). 

335. Die Rodicalaxe der Direetorkreise von ii^nd zwei Kegel- 
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schnitten, die einem Dreieck eingeschrieben sind, ist Directrix fDr eine 
dem Dreieck eingeschriebene Parabel 

Folgt aus (332) mit Hackaicht auf (237) nnd (238). 

336. Die Directorkreise aller Kegelschnitte desjenigen Gewebes, 
dessen Gurren ein gegebenes Dreiseit zum Foldreiseit haben, werden 
von dem umschriebenen Kreise des Dreiseits orthogonal geschnitten. 

Wählt mau als Dreiseit das Goordinatendreiseil, so ist 
'«,' + 1«.' + (■«■'- 
die Gteichnng des Gewebes; zu den Curven des Gewebes gehören auch 
die doppelt zu zählenden Ecken des Dreiseits und die zugehörigen 
Directorkreise bestehen aus dem von der betreffenden Ecke aus ge- 
zogenen ctrcnlaren Geradenpaare. Der Orthogonalkreis des Netzes der 
Directorkreise muss auch diese Geradenpaare rechtwinklig schneiden, 
daher nach den Ausführungen zu (320) durch deren Spitzen geben, 
also durch die Ecken des oben erwähnten Poldreiseits. 

337. Die Mittelpunkte aller gleichseitigen Hyperbeln, die sich 
in irgend einem Kegelscbnitt^ewebe befioden, liegen auf einem Ereiae. 
(Vgl. (169).) 

Der Mittelpunkt jeder gleichseitigen Hyperbel kann nach (230) 
aufgefasst werden als der der Curve zugehörige Directorkreis (vgl. 
(11), S. 59); die Directorkreise des Gewebes bilden aber ein Netz, auf 
dessen Orthogonalkreis also die Mittelpunkte jener gleichseitigen 
Hyperbeln liegen mfissen. 

338. Die Directricen aller in irgend einem Kegelschnit^ewebe 
enthaltenen Parabeln gehen durch den Mittelpunkt des Orthogonal- 
kreises aller Directorkreise des Gewebes. 

Jede Directrix ist, zusammen mit der unendlich fernen Geraden, 
als Directorkreis der zugehSrigen Parabel anzusehen; alle Director- 
kreise bilden ein Kreisnetz, dessen Orthogonalkreis also auch die 
Directricen der Parabeln rechtwinklig schneidet, d. h. diese Directricen 
mQssen durdi den Mittelpunkt jenes Orthogonalkreises geben. Vgl. 
auch (320) und den Schlnsa von (306). 



339. Man nennt Polviereck*) einer Curve zweiter Classe ein 
solches, bei dem zwei Paare Gegenseiten conjugirte Polaren in Bezug 
auf die Curve sind. Nach einem Satze von Hease^ besteht alsdann 

t) Tgl. ßeje: „Die Oeometiie der Uge", 3. Aufl., ]. Abth., 18B6, S. 880. 
2) Tgl. 8. MO f. 
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KQcIi das dritte Paar Qegeueeitea aus coujugirten Polaren. Es gilt 
nun der weitere Satz^): 

Die YerbindnogslinieD der Ecken Ä, B, C eines Dreiecks mit den 
Polen a,i, c der gegenüberliegenden Seiten geben durch einen und 
denselben Ponkt D, der mit A, B und C ein Polviereck bildet 

Sei nämlich zunächst D der Schnittpunkt der Geraden Äa und 
Bh, so ist ASGD ein vollständiges Viereck, durch dessen Ecken die 
drei Geradenpaare gelegt sind: BC und AD, CA nnd BD, AB und 
CD, Die Geraden des ersten Paares sind conjugirt, denn AD gebt 
nach Constmction durch den Pol a ron BC; ebenso sind CA und BD 
conjugirt, denn BD gebt nach Construction durch den Pol 6 Ton CA. 
Nach dem oben ernähnteu Satze von Hesse sind alsdann auch die 
Geraden AB nnd CD des dritten Paares conjugirt, d. h. CD geht 
durch den Pol c von AB. 

Man conatrnirt demnach irgend ein Polviereck, indem man drei 
Ecken A, B, C desselben willkürlich annimmt; darch sie ist die vierte 
Ecke D bestimmt. 

330. Wenn eine Curve zweiter Ordnung 

■l gihXiXt = 0, 

die zu einer Curve zweiter Classe i^ i— conjugirt ist, durch drei 
Ecken A, S, C eines Polvierecks ASCD von f °=0 hindurchgeht, 
so muss anch noch die vierte Ecke D auf ^ — liegen'). 

Die Geradenpaare BC und AD, sowie CA and BD bilden zwei 
Carren' zweiter Ordnang, zu denen die vier doppelt zu zählenden 
Punkte A -= üa\ B ■= 0"/, C = üy\ D -« Ui* conjugirt liegen. Nach 
g 26 muss daher die Gleichung der Curve zweiter Classe f — ■ von 
der Form sein F(u, tt) = a^UJ -{• <hU^' + a^Uy* -\- a^Ud*, so dass 
die Bedingung der conjugirten Lage wird: 

[F,g] = a,[U.;g: + a,[Uf',g] + ».[F,',s] + o,[W,5] -0, 
wobei iÜa',g] zur Äbkflrznng gesetzt ist für 

ffufi' + 2</„a,a, H 1- ff„ V» 

nnd analoges gilt von den Qbrigen [ü^,g]. Nuu ist aber nach Vor- 
aussetzung [JJa*,g] '~[Uß',g]^=[Uy*,g]=0, also mass, wenn nicht 



1) Vgl. Beye a. a. 0., B. 311, sowie die S. SSO citirte Arbeit von Hesse 
im Jonrnal fOr die reine nnd angevandte Mathematik, Bd. 20, S. SOS, Nr. 16. 1840. 
S) Be;e a. a. 0. S. 825. 
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0« bereits Null ist (d. b. wenn nicbt die Ecken Ä, B, C bereits ein 
Poldreieck von F bilden) anch 

verschwinden. 

Beispiel eines EegelsohnlttgevebeB mit zwei Doppelpunkten. 
831. Man beweise nachstehenden Satz von Steiner'): 
„Der Ort einer Geraden 6, welche in zwei gegebenen festen 
Kreisen A} und B* solche Sehnen 8 and s^ bildet, deren Yerhältnies 
irgend einen gegebenen Wertb h hat, so dasa s : ^ ■= %, ist allemal 
i^end eis bestimmter Kegelschnitt Cr'; and alle auf diese Weise be- 
stimmten Kegelschnitte, wofern der Werth k nach einander alle Grössen 
dnrcbläoft, bilden eine Currenschaar^, B(6"), mit vier (reellen oder 
imaginären) gemeinschaftlichen Tangenten {R, R^, S, Si), ond zwar 
gehSren die gegebenen Kreise A* und B* selbst mit za diesem BOschel, 
n&mlich sie entsprechen beziehlich den Werthen k=^(i und k—oo. 
Dem Werthe t — oder s = Si entspricht die Parabel ^', welche 
den Mittelpunkt M der Centrale der beiden Kreise Ä', & znm Brenn- 
punkt und die Badicalaxe L zur Tangente im Scheitel bat Dem 
Werthe jt;s=a:i') entsprechen beide Aeholichkeitspuokte % und i^, 
die zusammen eine specielle & sind." 

Der Mittelpunkt y des Kreises A} hat von der Geraden Cr(t(. = 0) 

die Entfernung * , daher ist (4-) •=• a* -. — '^, — r: fttr t 

als Mittelpunkt des Ejvises B* ist analog 1^) ^6* — , '. — t ■ 

Setzt man ^» = a>p,»oi(«,u)-V. -B» = 6»Vü)(m,«) — «.», so ist 
p*A} — i^p/B* ^ die Gleichung des gesuchten Kegelschnitts. Für 
variabele Wertbe von ¥ stellt dieselbe offenbar eine ganze Sehaar 
von Kegelschnitten dar. Dem Werthe k-=-a:b entspricht das Ponkte- 
paar a'p^'u,* — h'p.'tty* — 0, welches aus den zwei Aehnlichkeits- 
punkten besteht, denn es liegt auf der Verbindoi^slinie der Mittel- 
punkte y und «. Der Wertb % ■» 1 liefert den K^elschnitt: 
(a' — i')PM*p,'a>{u, «) -\-p,'t*' — *>•*«»* ■" 0, 



1) „üeber einige oene Begtiounnngi- Arten der CuTven tweiter Ordnaag nebit 
damos folgenden neaen Eigenschaften derselben Corven". Joanal fOr die rsine 
nnd aogewandte Uatbematik, Bd. 46, 8.310, 18B3, odei auch „Oeiammelte Werke" 
Bd. S, S. 4S7. 

3} Bei Steiner (teht „einen Curvenbfltohel". 

S) a nnd b sind die Radien von A*, becw. B'. 
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dessen Brennpnnktepaar p*u,^ — P*^^ '= ^ ^&ch. (12) aus dem Mittel- 
punkt der Strecke ye und kos dem unendlicli femen Punkt der Centrale 
bestellt; dieser Eegelachoitt iat daher eine Parabel, deren Axe mit der 
Centrale zasammenlallt. Aucb die Radicalaze der beiden Kreise A* 
nnd & ist eine Tangente der Parabel, denn fQr die Radicalaxe ist 
jedenfalls s =' s^, daher % •— 1 ; da diese Gerade auf der Centrale, 
also auf der Axe der Parabel normal stebt^ ist sie die Scheiteltangente. 
Bei beliebigem Werthe von ä hat der Mittelpunkt des EegelscbDitts 
die Gleichung Wp^/V, — p,Vy=^Q-^ das eine Brenn pnnktepaar ist ge- 
geben durch k'p/u,'' — P**>g* ^^ 0, liegt also harmonisch zu den Mittel- 
punkten der beiden Kreise. Allerdings stellt diese letzte Gleichung 
das reelle Brennpunktepaar nur dann dar, wenn J^ positiv ist^ d. h, wenn 
s' and Sf' gleichzeitig positiv oder gleichzeitig negativ sind oder mit 
anderen Worten: venn die Gerade, welche die Sehnen s und s^ bildet, 
die Kreise A* und B* beide reell oder beide imagin&r trifft^). 

Will man den Ort der Brennpunkte aller Curren der Schaar 
p,*A' — i*j)/jP* — haben, so ist diese Gleichung, ähnlich wie es 
bei einem einzigen E^elschnitte schon S. 113 geschah, zusammen- 
zustellen mit dem imaginären Kreispunktepaare id(u, «)^0. Man 
erhält hierdurch das Eegelschnittgewebe 

« (o»p/io(«, m) — V) P' — ^^ { l'p*o>(u, m) — »,*} iv*+ (*<»(«. «) — 0, 
das gleichbedeutend ist mit dem Gewebe xUy'-(-^u/-|- ^(d(u, u) ~> 0. 
Die Punktepaare desselben, also die Brennpunkte der oben betrach- 
teten Schaar, liegen nach VI, S. 328 auf der Cajley'scben Carve des 
Gewebes, welche nunmehr in die VerbindungsliDie ye und in den- 
jenigen Kegelschnitt zerfallt, von welchem an das Punktepaar y, g 
und an a>(u,t4)^0 harmonische Tangentenpaare gezogen werden kennen. 
(Dies folgt durch dualistische üebertr^ung aus (317)). Die von 
einem Punkte des eben genannten Kegelschnitts nach y und e ge- 
zogenen Geraden müssen also einen rechten Winkel einschliessen, 
d. h. die Corve ist der Ober der Strecke ye als Durchmesser er- 
richtete Kreis. 

Dnrch das Vorhergeheude sind, mit Rflcksicht auf die Gleichung 
J^pyU, — p,itf ^ des Mittelpunktes von G', die nachstehenden Sätze *) 
bewiesen : 



1) Die OrllMe k* iit offbnbar negativ, wenn der eine Ereii in reellen, der 
andere in imaginären Punkten getroffen viid. In ähnlicher Weise gilt die am 
ScbiQMe von (tSS) für den Fall einas poeitiven l' abgeleitet« Qleichnng aach 
dann noch, wenn X* negativ iet, d. b. wenn die Potenz des Punktes a negativ wird. 

S) Steiner a. a. 0. In dem angeRIhrten 8atse sind die Uittelpnnkte der 
Ewei gegebenen Kreise mit Ä nnd B bezeicbnet; ibre VerbindangaUnie mit X 
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„Die Mittelpunkte der Ortscurven, J5(<?*), liegen B&mmtUoh in 
der Axe X, auf welche zugleich auch je eine Axe Ton jeder CurTe 
föllt. Ob die erste oder zweite Äse der Curve auf X iäilt, hängt 
davon ab, ob ihr Mittelpunkt jenseits der Strecke AB, oder ob er in 
dieser Strecke liegt. Dadurch scheiden sich die Gurren in zwei Ab- 
theilungen, etwa Gr{Gi') und Gr(Q^'). In Hinsicht der Brennpunkte 
dieser beiden Gruppen hat es folgende Bewandtniss; 

Die Brennpunkte der Gr(G,*) Hegen in der Axe X und jedes 
Paar Brennpunkte f und ^ ist zu den Punkten A und B zugeordnet 
bannoniBch, Dagegen liegen die Brennpunkte der Gr(G/) in dem 
Kreise M^*, welcher die Strecke AB -^20 zum Durchmesser hat, so 
dasB jedes Paar Brennpunkte zugleich die Endpunkte einer zu diesem 
Durchmesser senkrecbten Sehne des Kreises sind." 

332. irDie Tangenten jedes Kegelschnittes Q^, welcher mit zwei 
Kreisen A* und B* vier reelle oder imaginäre Tangenten gemeinsam 
hat, bilden in diesen Kreisen solche Sehnen s und «,, deren Verhältniss 
constant ist, d. h. fQr alle Tangenten denselben bestimmten Werth 
h hat".') 

Folgt ans der Gleichung des Kegelschnittes G*, die von der Form 
sein mnes A* — XS* =- 0; man hat nur in diese Gleichung auf Grund 
der schon in (331) benutzten Formeln die Grössen s* und s' ein- 
snführen. 



üeheT EegelschDltte, die zwei andere doppelt berühren. 

(Netze und Gewebe mit zwei Doppelgeraden, 

bezw. Doppelpunkten.) 

Soll ein Kegelschnitt h{x, x)^0 zwei andere f{x, ic) ■=» und 

g(z,x)'"0 doppelt herahren, so muss es gerade Linien v, — und 

u'x = geben der Art, dass 

h(z,x) ^f{x,x) -f- V,* und h(x, x) ^^ i.g(x,x) + u>J, 
d. h. man hätte f — Xg^ w,' — vj LH (Wi + d) (w« — vj); es mflssen 
somit die Geraden v und k durch die Spitzen eines der drei Geraden- 
paare gehen, welche in dem BQschel f — ^^=■=0 enthalten sind, and 
ausserdem müssen v und iv zu dem betreffenden Geradenpaare har- 
monisch liegen. Den drei Wurzeln A,, l^, X, der kubischen Gleichung 
(4), S. 132 entsprechend gibt es somit drei Systeme von Berahrunga- 
curren. Mit RQcksicht darauf, dass nach (17), S. 138 die Spitzen der 



1) Steil 
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drei in f — At; •=> eothaltenen Ger&denpaare fOr jede Carre des 
Büschels ein Poldreieck bilden, folgt der Satz von Steiner*): 

333. ,,Die gesammten Eegelsclmitte C*, velche beide gegebenen 
Ellipsen^ J.' und & doppelt berühren, zerfallen vermöge ihrer Be- 
ziehung zn den drei Polen z, y und « in drei Teisebiedene Schaaren 
S(Cj*), S(Cy') und S{C/), welche sich jedoch im allgemeinen gleich 
verhalten und gleiche Eigenschaften haben, so dass wir der Kürze 
halber nur ron der einen Scbaar, etwa von S{C,^) za sprechen brauchen." 

„Berührt eine Carve C die Ellipse A' in den Punkten p und p^ 
und die Ellipse B* in den Punkten q und qi, so gehen die Berührungs- 
sehnen pp, und qqi durch deu Pol x und sind allemal zn den Gegen- 
seiten X und X^ zugeordnet harmonisch." 

Auch die Umkehruug dieses Satzes wird von Steiner aufgestellt: 

334. „Zieht man durch den Pol x irgend zwei zn den Seiten 3E 
und 3E, zugeordnete harmonische Gerade, etwa 6 und B, so schneiden 
sie die Ellipsen A' und B' beziehlich in solchen Punkten ppi und c^ti,, 
io welchen dieselben von einer Curve CJ berührt werden; und ferner 
schneiden sie verwechselt, B die A' und G die &, in solchen Punkten 
p", Pi" und g", 2,", in welchen A* und B' von einer anderen Curve C,' 
berührt werden." 

Ist nämlich f — X^g^=^-^i, so wird auch gleichzeitig für b«- 
liebige Werthe ;* und v: 

/■-».«- ;i-.((c3£ + -«.)■- (C« - «3e,)'|, 
oder man hat 

4^v/-+ ose - vX,y = iiivX,g + (^3E + v3E.)» 
nnd 

4{ivf~ (fiX + vX,)' = ^(ivX^g — 0*X - v3E,)». 
Hierbei sind (*3£ — »Xj = und fii£ -f- v3£, — ■ die oben mit G und B 

1) ,,Ä11gäii]eiiieUotrachtDiig über einander doppelt berQhreDde Eegelichnitte", 
Journal fOr die reine and angewandte Mathematik, Bd. 45, S. 213, 1B68, oder 
„Oeaammelto Werke", Bd. S, S. 47!. In dieser Abbandlnng finden aioh ancb die 
flbrigen S&tse, die im Folgenden Ewiaoben AnfÜhrungBEeicben gesetzt Bind. Die 
wabre Qnelle, am der Steiner seine S&tse gescbOpft bat, dflrfte jedoch nicht 
die Theorie der EegeUchnittnetze eein, Bonderti, wie die Aaafübrungen dea Herrn 
W. Fiedler treffend zeigen, die Methode der deecriptiven Geometrie. Vergleicbe 
W. Fiedler: „lieber die DurcbdriDgnng gleich Beitiger Rotationeb^perboloide von 
parallelen Ajon". Acta Matbematica, Bd. 6, S. S31— 408, 1884. 

2) In Besag auf den hier genau citirten Wortlaut Steiner's mSge bemerkt 
werden, daee nach der Einleitung zu dieser Natamer im Folgenden ((S33) — (342)) 
statt der Ellipsen Ä* und B' irgend zwei Eegelacbnitte gesetzt werden kOnnen. 
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bezeichneten Geraden. Es bedarf wohl keiner näheren Erlünteroog, 
wie mit den beiden letzten Identitäten die Steiner'sche Bebanptang 
erwiesen ist. 

Ist X die Ecke des gemeinsamen Poldreiecks der Eegelscbnitte 
/*— »0 nnd g^O, in der sich 3£ und %, schneiden, und ist X die 
Gegenseite dieser Ecke, so zeigt die Form 4fivf+ ((i3i — v3£i)* = 
der Gleichung irgend eines der doppelt berührenden Kegelschnitte die 
Kichtigkeit des Satzes: 

335. „Alle Curven C^' haben gemeinschaftlich x nnd X zu Pol 
und Polaren." 

Aach kann man zeigen: 

336. „Von den gemeinschaftlichen Secanten je zweier Curven C,' 
gebt immer ein Paar, etwa Q und H, durch den Pol x, and sie sind 
allemal zn £ nnd X^ zugeordnet harmonisch." 

Zum Beweise werde gesetzt 

*Cft v) = 4^./' + (^3E -»«,)■ = 4p.. ;,j + ((.se + v3e,)' ; 

sind fii, V| willkürliche Parameter, so ist alsdann 

nnd zufolge dieser Identität stellt jedenfalls fifti^' — vv,X,* — ein 
Paar gemeinschaftlicher Secanten der Kegelschnitte ^(fi, i')^0 und 
^(^,,t'j)«0 dar, und zwar geht dieses Paar durch den Schnittponkt x 
von 3£ mit X, und liegt harmonisch zu dem Paare 3E, 3E^. 

337. „Die acht BerCthruagspunktie je zweier Curren C^ mit den 
Ellipsen J? und B* liegen jedesmal in irgend einem Kegelschnitt ly." 

Zunächst' werde als Abkürzung eii^fOhrt 3£' = A, 'S.* -> f, 
2f — X3£i^2Aij/ + 3£3£i ^B, wodurch man erhält 

*(|t, v) = f*'A + 2/tvB + v»r. 
Femer gilt nun die Identität 

(Ap« + 2B^v + rv»)(Af^' + 2B^.v, + Tv,«) 
-KAp + Bt-K + (Bf. + Tv)vA* = {kV - B^i^v, - ^,vf 

daher 

Diese Identität zeigt nicht nur, dass die acht Berühmngspunkte der 
Kegelschnitte VO*» v) — und fini, Vi) — mit f= und g^O 
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auf dem E^elschnitt (A^ -{- Bv)ii^ -\- (ßft -f- ^v)vi ~- liegen, aon- 
dem sie liefeit auch (bei gleicher Bezeichnnng wie in (333)) die Um- 
kehnmg; 

338. ^Legt man durch die vier BerOhrungspankte p und Pi, 
q und Si irgend einen willkQrlichen Eegelschiiitt S*, so schneidet er 
die gegebenen GurTen A' und S' in Tier solchen nenen Paukten p" 
und Pi", j" und g,*", iu welchen dieselben von einer anderen CurTe C,* 
berfihrt werden."*) 

Sind r, s, t, u die vier Schnittpunkte der Kegelschnitte /*•» nnd 
g^O, ao gilt feraer der Satz : 

839, ^ede vier Berührungspunkte j), j^ , g, g, Hegen einerseits 
mit den Ecken r nnd 8 in einem Kegelschnitte, etwa M', und anderer- 
seits mit den Ecken t und u in einem K^^lschnitte Mi^." 

Dieser Satz ergibt sich mit Hilfe der Identität 

0*»A + 2^vB + t-'O»-!* - 0*i'A + 2ftf,B + v,»r)v' 

= 0**1 - i^iv){{(iv, + f*i«')A + 2vv,B], 
vermöge deren rechts f eliminirt ist, und ganz analog könnte mau ver- 
fahren, nm A zu eliminiren. Die Gleichung (fif^ -|- f(iy)A>|' SvViB— >0 
des E^elschnitts M* zeigt nun, dass derselbe dnrch die Schnittpunkte 
von 3£ mit B =" 0, also dnrch die Punkte r und s geht; andererseits 
liegeu, wie die linke Seite der Identität zeigt, auf M* auch die Schnitt- 
pnnkte zweier Kegelschnitte ^(ft, v) ^ und i>(ni, Vi) ■= 0, die f nnd 
g doppelt berühren. 

Da überdies A — S*, B =- 2/" — SESE^ — /" -f A, </, so berühren sich 
auch alle Curven SP in den Punkten r and 5, and zwar sind die 
gemeinschaftlichen BerOhrungstangenten 91 and @ die Tangenten des 
Kegelschnitts /'-f-^ij7"=0 in seinen Schnittpunkten mit 3£ =^ 0.') 

Man hat daher den Satz: 

340. „Die gesammfan Kegelschnitte M* berühren einander in den 
Punkten r und 8, so dass sie daselbst gemeinschaftliche BerUhrungs- 
tangent«n, etwa 91 und @ haben mit der gemeinschaftlichen Berührongs- 
sehoe rs = 3£ uud somit einen speciellen Curven-Büsohel, B{M'), 
bilden." Analoges gilt natürlich von den Kegelschnitten M^*. 



1) Dia Willkarlichkeit des EegeladtnittB D' tritt in Beiner Gleiobang dadoicli 
zu Tage, dui sie den Parameter fi, : v, enthält. 

8) ITeber die geometriacbe BedeutoD^ de« EegelBOhnitti /"-f 1,^ — 
vgl. (218). 
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Eid weiterer Säte benutzt das Vierseit, welches durch die vier 
gemeiDBamen Tangenten R,S,T,U der Kegelachoitte /'— and ^^0 
gebildet wird; er lautet: 

341. „Werden zwiecheu je zwei Paar zuBammengehöriger Be- 
rührungspunkte p und pj^, q und ^^ die vier Wechselsehuen pq, pqi, 
p^q und f^^i S^^S^^t ^^ berühren dieselben iusgesammt einen be- 
stimmten Kegelschnitt, etwa X'*, welcher dem Vierseit BSTU ein- 
geschrieben ist und auch die zwei Oegenseiten X and X^ berührt 
(indem die letzteren, sowie die Tangenten B, S, T, U Bpecielle Wechsel- 
sehnen sind)." Die Gleichung von X^ ist ^(u, «) — V ö («,«) — 0. 

Die Gleichungen der Eegelschnitte durch zwei Paare Berührungs- 
punkte sind nach (337) von der Form xA -f- AB -)- fif ^ 0; diese 
Gurven bilden daher ein specielles Metz, und die oben genannten 
Wechselsefanen sind Geraden, die dem Netze sngehSren. Mach YI, 
8. 222 umhüllen dieselben die Cayley'sche Cnrre des Netzes, welch 
letztere im vorliegenden Falle, da A = S' = und V =-^'' ^0 
Doppelgeraden darstellen, nach (317) aus dem Schnittpunkte x dieser 
beiden Geraden und aus dem harmonischen Kegelschnitte zu irgend 
einer Curve des Netzes, etwa B-— /"-f-Aij, und zu 3£3£i='/' — l,g 
besteht. Die Gleichung des harmonischen Kegelschnitts wird 

j(»,«)-Ve(«.»)-Oi 

daher sind die Geraden des speciellen Netzes xA -|- ;IB -f- fiT »- 
zum Theil Tangenten von F — i^'G •™ 0, znm Theil gehen sie durch 
den Punkt x. Die Curve F— X,'G — berührt, wie ihre Gleichung 
zeigt, die vier gemeinsamen Tangenten R, S, T, ff von f^O and 
ff = 0, und ala harmonischer Kegelschnitt za f — Aj^ >« und 
f -\. X^g ^ berührt sie nach S. 144 anch die in deren Schnittpunkten, 
den Grundpnnkten des Büschels, gezogenen Tangenten von f -\- Jl,^ -^ 0; 
femer berührt sie das Geradenpaar f — A,jf => 0. 

Die Hessiane des Netzes doppelt berührender Kegelschnitte S(C/) 
besteht nach (316) aus dem Geradenpaare 3E, 3E, und aus der in Bezug 
anf irgend eine Curve des Netzes genommenen Polaren des Schnitt- 
punktes X von 3£ und X,. Mit Hilfe von XVII, S, 232 und unter 
Kücksicht darauf, daSB F — X^^G -=^0 von Wechselsehnen berührt 
wird nnd einen Bestandtheil der Cajley'schen Curve bildet, folgt: 

343. Der Berührungspunkt jeder Wechselsehne mit dem Kegel- 
schnitt X* liegt harmonisch zu den Schnittpunkten dieser Wechsel- 
sehne mit dem Geradenpaare 3E, X^ nnd mit der Polaren des Panktee x 
in Bezug anf iigend einen der doppelt berührenden Kegelschnitte C^K 
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KegeUchnitte, die nvei Ereiee doppelt berühren. 401 

M'ach diesem allgemeinen Satze beriobtigen sich einige Angaben 
Steiner's, die bereits von Henn Schur als unrichtig erkannt worden 
aind^). 

Ans den Sätzen (333) bis (343) folgen leicbt die entsprechenden 
(Ür diejenigen Kegelschnitte, welche speciell zwei Kreise 
doppelt berOhren. Vor Allem ist hier aber zn bemerken, dass von 
den drei Systemen S{GJ), S(C,»), 8(C,') eines im Vei^leich mit den 
beiden anderen besonders ausgezeichnet ist, indem eine Ecke x des 
gemeinsamen Poldreiecks der beiden Kreise f-^O und g -=^0 nach 
(324) in Richtung der Radicalaxe im unendlichen liegt, während die 
beiden anderen Ecken y und e zugleich die Greuzpunkte des Büschels 
von Kreisen f — Aj? — ■ sind. Wir wollen der Kürze halber auf die 
den früheren Sätzen entsprechenden jetzt nicht näher eingehen, son- 
dern verweisen auf die betreffende Abhandlung von Steiner'). Nur 
die nach (341) von den Wechselsehnen nmhQlUe Curve, sowie den 
Ort der Brennpunkte aller Kegelschnitte, welche die zwei Kreise doppelt 
berühren, wollen wir noch etwas näher betrachten, und zwar für das- 
jenige System doppelt bertihrender Kegelschnitte, dessen Berührungs- 
sehnen nach (333) durch den im Unendlichen gelegenen Fol x gehen, 
also zur Radicalaxe parallel sind und von ihr gleich weit abstehen. 

343. Es seien 

f^ilx) -»'^'ftV— und 9 = t1) — s'tp,V=0 

die Gleichungen der zwei Kreise mit den Hittelpnnkten y, bezw. e 
nnd den Radien r, bezw. s; alsdann ist nach (180) und (182) 

P*f — Pv'9 = 
der Ausdruck für das Product aus der Radicalaxe und die unendlich 
ferne Gerade; die bisher mit A^ bezeichnete Qr&ase besitzt also den 
Werth Pf* : p*. Femer wird 

Fiu, li) = xp* fw/ - r*p,'Q(M, «)], G{u, «) - tp* [«,« - s'p.'miu, u)\ ; 
für den nach (341) von den Wechselsehnen umhüllten Kegelschnitt 
F — A,*G ■= erhalt man somit die Gleichung 

i>,*«,' — P*^* — Pv^Pi^if^ — s*) ö (m, «J = . 

1) Vgl. Steioer's gesammelte Werke, Bd. S, 3, 740. 

t) „Ueber einige nene Berti mmnoga- Arten der Curven iweiter Ordnung nebat 
darauB folgenden neuen EigeoHcbarten derselben Cnrven." Joamal für die reine 
und angewandte Mathematik, Bd. 46, S. 106 ff , 1662, oder „Qeaammelte Werke", 
Bd. 8, S. 4U ff. 

Sondalllngar, VorltntnsiD. 26 
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Uan erkenot sofort, dass die Brennpunkte dieser Cnrre gegeben sind 
durch p,Uf +P,,«, -= 0, wobei jp,«,, + p^w, — nach (12) den Mittel- 
punkt der Strecke ye darstellt, während p.tiy — |),h, — > auf der ge- ■ 
meinsamen Centrale der zwei gegebenen Ereise im Unendlichen liegt 

Hieraus geht hervor, daes der Ort der Wechselsehnen eine Parabel 
X' ist mit der Centrale der zwei Kreise als Axe und mit der Radical- 
aze als Scheiteltan geilte; übrigens wQrde dies rein geometrisch auch 
daraus folgen, dass die Curve F — kj^G^ von den Geraden 3E und Xi 
des Paares f — l^g <=• berQhrt wird. 

Aus (342) ei^ibt eich femer: 

344. Der Schnittpunkt m einer Wechselsehne u> mit der Radical- 
aie X liegt in der Mitte zwischen dem Bejührungepunkte der Parabel 
X* mit dieser Wechselsehne und dem Schnittpunkte von u> mit der 
Centrale. Da die Radicalaze zugleich Scheiteltangente der Parabel X' 
ist ond der Mittelpunkt M der Strecke ye den Brennpunkt bildet, so 
folgt mit Rflcksicht auf (23), S. 186: Die Normale, welche vom 
Punkte M auf eine Tangente der Parabel X* geßUt wird, trifft die- 
selbe in dem mit m bezeichneten Punkte; es ist klar, wie man hier- 
nach umgekehrt beliebig riele Tangenten von X' construiren kann. 
Da der Kegelschnitt X* mit den zwei Kreisen f^O und ^ — nach 
(341) vier Tangeuten gemeinsam hat und eine Parabel ist, erhält man 
mit Hilfe von (332) und (331) den Satz: 

345. „Jede Wechselsehne bildet in den gegebenen Kreisen gleiche 
Sehnen; d. h. schneidet z. B. die Gerade pq die Kreise A' und S' mm 
zweiten Mal, etwa in den Punkten p" und ^, so ist stets die Sehne 

Betrachten wir nun noch die Brennpunkte derjenigen Kegel- 
schnitte, welche die zwei Kreise A^, B* doppelt berühren. Geht man 
Toa den Gleichungen der Kreise F(u, u) =- 0, G{«, u) ■— in Linien- 
coordinaten aus, so ist die Ableitung der Gleichung des die beiden 
Kreise doppelt berührenden Kegelschnittsystema genau analog zn dem 
frOher (S. 398 ff.) betrachteten allgemeinen Falle bei Pnnktcoordinaten. 
An Stelle des Geradenpaares f — k^g^'O tritt jetzt ein Pnnktepaar 
F — l'G a^O, das auf der Centrale yt liegen soll. Aus den oben 
angegebenen Ausdrücken für F und Ö findet man leicht A'— r*p,* : «*p,* 
so dass 
^p,*F(_u,u) — r'p,*G(u,u) — oder tjj,V(sVV — »'äV) — 

t) Steiner a. o. 0. 
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AehDlichkeitakreia als Ort der WechBalacbnitto. 408 

disBes Punktepaar darstellt; es gehört der Scbaar von Ereisen F— XG=0 
an tmd besteht aaa dem Schnittpunkte der zwei äUBseren, andreiseita 
- dem der zwei inneren Tangenten der Kreise ^ ^ 0, O ^0, d. h. 
F — k'G ^ repräsentiit die zwei Aehnlichkeitspankte von Ä* und B*. 
Wir wollen für dieselben ala Abkdrzang einfahren 

«■ = (sp.Uf + rpfU.) = 0, 14, = (3p,Uy — rpftt,) — 0, 
so daas F — i.'G gleichbedeutend wird mit ii>/j)i'tin, - u,. 

Wir führen nun mit Steiner die Definitionen ein: ^Die BerQh- 
rongstangenten der Curve C* und der Ereiae A* und B*, d. b. diejenigen 
Tangenten, welche in den Punkten p tmd p^, q und $, zugleich die 
Carre und die respectiven Kreise berflhren, sollen P and P^, Q und 
Q, heissen." 

„Der Schnitt PP^, d. b. von P mit P^, heisse p, und der Schnitt 
QQi heisse ^,; femer mSgen die Wechselschnitte PQ und P,Q,, PQi 
und Pj Q bezieblich durch q und q, , i und i^ bezeichnet werden , so 
dasa also p und p,, q nnd q,, i und i, die Gegeneckeu des vollstSn- 
digen Vierseits PP^QQi sind." 

Alsdann folgt dualistiach zu (341) der Ort fdr Wechselschnitte, 
indem man zu f (u, u) nnd G{ti, u) die AusdrQcke in Pnnktcoordinaten 
f(3^z) und QfXjX) herstellt und alsdann f — A'*ga-0 bildet. Natür- 
lich sind f (a:, a:) und i(x,x) den früheren f(x,z) und g{x,x) propor- 
tional, nämlich f{«, «) — — t*^Pt'f{x, x), g(ar, a:) — — T*^p,''g{x, x), 
daher wird f — A'*g •= gleichbedeutend mit 

.M^Vi..'(''P,- e 3., -'V (;;:), j-o, 

und diese Gleichung repräsentirt nach (181) den über der Terbindungs- , 
linie der beiden Äehnlichkeitspunkte als Durchmesser construirten 
„Aehnlicbkeitskreis". Wie nach (341) die Wechaelsebnen zum Theil 
Tangenten von F — A^'ff =■ sind, zum Theil durch den Punkt x 
gehen, so liegen jetzt die Wechselschnitte fi, pi auf der Centrale X, 
die Wecbselscbnitte q, q„ i, i, auf dem Aehnlichkeitskreiee f — l'^g^O. 
Der zu ^(ft, v) = (i*A + 2f*i'B + wT — in (337) dualistische 
Ausdruck liefert nun das System doppelt berQhrender Kegelschnitte; 
um ihn zu erhalten ist an Stelle von A-^-X', V ^"S,*, B^f-^X^g 
in (337) bezw. zu setzen 

welch letzterer Ausdruck gleichbedeutend ist mit F + i.'G. Werden 
an Stelle von w, und u, die Ausdrücke t^ and «„ eingeführt, so ergibt 
sich fOr das System doppelt berührender Kegelschnitte die Qleichui^; 
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t^^Um* 4- v^f^n' 4- ^f («„* + «„*) — 4:fivr's^p/p,'eo(u, h) = 0. 
Diese Curven gehörea also dem System au 

x'u„* + i'«,» + ii'to{u, h) = 0, 
d. h. einem specielleu Eegelschnit^ewebe. Ein ähnliches Gewebe trat 
bereits in (331) auf; dort wurde auch gezeigt, dass die Cajley'scbe 
Corve der Ort fOr die Brennpunkte der einzelnen Gurren des Gewebes 
ist und aus der Verbindungslinie der zwei Punkte Um und «,, sowie 
aus dem Qber tnn als Durchmesser coostruirten Kreise besteht: 

316. Es liegen also die Brennpunkte der das obige Gewebe bil- 
denden doppelt berührenden Kegelschnitte zum Tbeil auf der Centrale, 
zum Theil auf dem Aehnlichkeitskreise. Die Gleichung dea Gewebes 
zeigt übrigens noch, dasa die in ihin enthaltenen Funktepaore 
x'u„* -{- A'u.* ^ 0, d. h. die auf der Centrale X befindlichen Wechsel- 
schnitte p und fi^ zu den zvei Äehnlichkeitspuokten harmonisch ge- 
legen sind. 

Bezüglich weiterer Einzelheiten sei nochmals auf die oben citirte 
Ahhandlnng Ton Steiner verwiesen. Uehrigens ist durch die Ergeb- 
nisse der Nummern (333)— (346) in Zusammenhang mit (193) und 
(194) der allgemeine Theil der Steioer'scben Arbeit erledigt. Man 
hat nur zu beachten, dass in (334) mit Rücksicht auf S. 324, Zeile 14 
zu setzen ist 4uv = = — ;, ji ■= P (daher u «= ? =), femer 3E| "■»., 



BrennpTuiktcQrve fSr die einem Vlerselt eingesohriebenflii Eegelsolmitta. 
Es sei xrp{u, w) + Xi!j(m, m) == die Gleichung der einem Vierseit 
eingeschriebenen Kegelscbnittschaar. Aehnlich wie in (331) folgt als- 
dann, dass die Cayley'sche Curve des Gewebes 

x<p{u, w) + A^(«, u) + ito(u, u) = 
der Ort der in dem Gewebe enthaltenen Punktepaare, also der Ort für 
die Brennpunkte der genannten Schaar ist. 

347. Die Hessiaue des Gewebes wird nach III, S. 226 ron den 
Trägem der Ponktepaare, d. b, von den Axen aller Kegelschnitt« der 
Schaar umhüllt. Ferner gelten wieder alle ans § 22 ~ § 26 folgenden 
Sätze über Kegeliichnittgewebe, nur ist zu beachten, dass nunmehr das 
imaginäre Kreispunktepaar ffi(u,u)«aO dem Gewebe angehört. Da 
nach (38), S. 240 die Cayiej'sche Curre identisch ist mit der Heasiane 
des conjugirten Netzes, so lässt sich z. B. Satz V, S. 332 anwenden, 
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BreüDpnnktacDrTe füt die einem Vieraeit eingeBchnebenen Segel achnitte. 405 

und zvar würde alsdann folgen, dass die in dem Punktepaar 
©(«, u) = gezogenen imagiüären Asymptoten der Cayley'schen Curve 
dritter Ordnung sich in einem Punkte g dieser Gurre achneiden, der 
conjugirt ist zu dem reellen, dritten Schnittpunkte x der unendlich 
fernen Geraden mit der Curve. Hieraus geht hervor, dass q den im 
Endlichen gelegenen Brennpunkt, x den unendlich fernen Brennpunkt 
der einzigen Parabel darstellt, die in der Eegelscbnittschaar ent- 
halten ist'). 

Eine weitere Eigenschaft der Brennpunk tscurve C^ ergibt sich 
aua XIV, S, 231, wenn wir wieder die Cajiej'sche Curve als Hessiane 
des conjtigirt«n Netzes auffassen. Hiernach bilden die Strahlen, welche 
ii^end einen Punkt von (7, mit zwei conjugirten Polen verbinden, eine 
Involution, und zwar sind die Doppelstrahlen dieser Involution nun- 
mehr zu einander rechtwinklig, da die imaginären Kreispunkte unter 
den conjugirten Polen enthalten sind; daraus folgt, dass alle Strahlen- 
paare der InvolntioD dieselben Winkelhalbirenden besitzen. Man erhält 
somit nachstehenden Satz von Schröter'): 

348. „Zieht man von irgend einem Punkte a der allgemeinen 
Biennpunktscurve Cg zwei Strahlen nach zwei beliebigen andern Funkten 
derselben b und c und nach den conjugirten ß und y, so ist allemal 
■^ bac ^ -^ ßf^y", oder diese beiden Winkel ergänzen sich zu zwei 
Rechten. 

Der letzte Znsatz Ober die Ergänzung zu zwei Rechten findet sich 
allerdinge bei Schröter nicht. Doch folgt ans dem eben erwähnten 
.Satze, wie Schröter zeigt*), das Theorem von Steiner*): 

349. „Sind a und a, h und ß, c und y die Brennpunkte irgend 
dreier demselben Vierseit eingeschriebenen Kegelschnitte, so findet 
zwischen ihren gegenseitigen Abständen allemal die Relation statt^ 
dass z. B. 

ac.ae ay .a y 
bc.ßc by.ßy 

ist* 

Zufolge des Hesse'schen Satzes lY, 8. 220 kann man sich näm- 
lich leicht drei conjagirte Polepaare conetruiren; bilden die Punkte 

1} Vgl. Schröter: „Ueber eine besondere Curve S*" Ordnung and eine 
einfaehe Erzeugangtart der allgemeinen Curve S*" Ordnung". Math. Annalen, 
Bd. S, S. GS, 1871. 

8) „Ueber CnrveD dritter Ordnnng". Matb. Annalen, Bd. 6, 8. 87, 1879. 

3) A. a. 0. S. 88. 

4) „Lehiaätie". Joninal für die reine and angewandte Hathematik, Bd. 46, 
8. 181), 18G3, oder „Gesammelte Werke", Bd. 3, S. 4S4. 
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Anhang lu § »2—86. Nr. S4S— 8SS. 



a, b, c ein Dreieck, so liegen alsdann die zugehörigen conjugirten Pole 
«, ß, y anf einer und derselben Geraden, and zwar ansaerdem a aaf 
der Seite bc des Dreiecks, ß aaf ea, y anf ab. Han hat alsdann 







woraoB mit Bflckaicht anf 




™(aS.)-«m(«Srt, 


m («/i») - sin (o/)/), 


sin (bac) *- sin (ßay), 


Sic (ß^c) — am (bif-) 


die Steiner'adie ReUtion folgt 





360. Zur Ableitung der Gleichung der Brennpunktscurre kann 
man noch folgenden Weg einschlagen. 

Sind $0 ~> 0, r. -= 0, «2 ■» 0, ^ == die vier gemeineamen Tan- 
genten aller Kegelschnitte der Schaar x'ip{u,u) -i- l'jli(tt,u) ^0, so 
repröaentirt die Gleichung 

xff»' + ^''.* + f*«.* + *(;,» — 
im Verein mit 

"»(sr, q) + io){r, r) + (iti>(s, s) + vo>((, — 
das zu dem Gewebe x'<f>(u, «) + iV(«, «) + fi'raf«, «) -= conjagirte 
Kegelschnittnetz ; denn jede Cnrre des Netzes liegt conjugirt zu 
tp(u,ii) — " 0, zu i>(u,u) ^ and zu »(u, «) — 0, also zu jedem Kegel- 
schnitt des Gewebee. Die Hessiane dieses Ketzes ist, wie bereits 
oben erwähnt, identisch mit der Gayleyschen Gurre des Gewebes, 
d. h. mit der Brennpunktscurve für die dem Tangentenrieraeit ein- 
geschriebene Kegel achnittschaar. Bei Ableitung der Gleichung der 
Hesaiane hat man zu beachten, dass diese Cnrre der Ort fdr die 
Spitzen aller Geradenpaare dea Netses ist; daher müssen die drei 
Gleichungen bestehen; 

xq,q, + Af-,n + fS.s, + vt^ti — 0, (i — 1, 2, 3), 
und hierzu tritt noch die Relation 

xa>(q, q) + i-ta{r, r) + ^id(s, s) + va(t, t) •*- 0. 
Bei Elimination ron x, X, fi, v erbält man für die Hessiane die Deter- 
minante vierten Grades 

2.Ji '•»fi s.«i t,ti 
S,q» r.f-i s,S| t,tt 

Si9* *****> 5>s> t»tt 

ta(s,q) a>(r,r) io(s,8) w(*, Q 
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Zwei Cnrveii, von welchen «oa siwei Strecken gleich groaa erecheinen. 407 
also 

— m(t,t) . (grs)3,r,s, — 0. 
Wenn statt dea beliebigen YierBeita insbesondere ein Dreiseit und 
die unendlich ferne Gerade gegeben sind, besteben die Eegelscbnitte 
der Schaar ans den dem Dreiseit eingeschriebenen Parabeln; wird der 
Einfachheit halber das Coordinatendreiaeit zu Grunde gelegt, so er- 
hält mau als Gleichung der Brennpunkbecurre 
ft ^ j 
ft a^ ) 

i»,i (0|, atfs I 

welche nun in üebereinstimmung mit (264) und (257) in die anend- 
lieb ferne Gerade nnd den umschriebenen Kreis des Dreiseits zerfällt. 

351. Hau bilde ähnlich wie in (350) die Gleichung der Brenn- 
ponktscurve für diejenigen Kegelschnitte, welche ein gegebenes Drei- 
seit zum Poldreiseit haben nnd eine feste Gerade berühren. Vgl. (262) 
und (265). 

863. Es mögen nun die im Yorausgehenden gefundenen Resul- 
tate Über die Brennpunktscurve einer Kegelschnittschaar angewandt 
werden auf den Fall, dass die zwei Gewebe rorliegen 

1) xua . «d + XUi . Mc 4- ita(u, u) — 0, 

2) XMa . Ug + A«6 . Md -|- f*0)(u, «) = 0. 

Die Oaylejr'scbe Curre des ersten Gewebes ist der Ort der Brenn- 
punkte aller Kegelschnitte, die einem durch die Geraden ab, ae, db, de 
gebildeten Yieraeit eingeschrieben sind, während die Cayley^scbe Curre 
des zweiten Gewebes der analoge Ort für diejenigen Kegetsdmitte ist^ 
die dem Yierseit der Geraden a&, ad, eb, cd eingeschrieben sind. 
Ausserdem sind fUr 1) die Punktepaare a and d, sowie b und c con- 
jugirte Polenpaare, während von a and c, sowie b und d gleiches gilt 
mit Bezug auf das Gewebe 2). Mit Rücksicht auf den Satz ron 
Schröter in (348) folgt alsdann, daas von jedem Punkte einer der 
beiden Brennpunktscurven, die den Geweben 1) und 3) zugebören, die 
Strecken ab nnd cd unter gleich grossen Winkeln erscheinen oder 
unter solchen Winkeln, die sich zu zwei Rechten ergänzen'); und 
zwar gibt es auf jeder Gurre einen Theil, von dessen Punkten aus 

1) Vgl. (Ml). 



Digilizodby Google 



408 Anhaog zu § 2S— 26. Nr. 362— 8&3. 

die Strecken gleich gross eracheinen und einen anderen Tbeil, für den 
die betreffenden Winkel Supplementwinkel sind. Die Nothwendigkeit 
dieser Erscheinung wird schon dadurch erklärt, dass auf Grund der 
Kriterien in (277) jede der beiden in 1) und 2) für ^ =0 enthaltenen 
EegelBchnittBchaaren im allgemeinen zwei Gruppen Ellipsen und zwei 
Gruppen Hyperbeln aufweist und dass von jedem Punkte der Cayley- 
schen Curre eines jeden der beiden Gewebe, also von dem Orte der 
Brennpunkte, die Strecken ab und cd unter gleichen oder supplemen- 
tären Winkeln erscheinen könaen auf Grund elementarer Sät7^*). 

Auch zeigt sich dies bereits in dem einfacheren Falle, wo die 
Strecken ab und cd in einem Punkte zusammenstossen, so dass etwa 
b mit c zusammenfallt; die beiden obigen Gewebe sind alsdann 

3) xUaUä + W + (t«(w, «) = 0, 

4) XMa«» + A«6«,, -j- ftffi(tl, u) -« 0. 

Im Falle 3) folgt dualistisch zu (315), dass die Gayley'sche Curve 
des Gewebes eine Curre dritter Ordnung ist, die den Punkt h zum 
Doppelpunkt hat. Bei Ableitung ihrer Gleichung verfahren wir ähn- 
lich wie 8. 225, bilden also zuerst den Ausdruck für den einem Punkte x 
nach (16), 8. 200 zugehörigen Polarkegelschnitt N; man äudet 

N = «6 . «, .^ + (d, 6, rB») + ih . «j -2 ± (»1 ^ ^») = 0. 

Alsdann ist die Bedingung dafür aufzustellen, dass von dem Punkte x 
an N ~° und (a(u,u)o-0 harmonische Tangentenpaare gelegt werden 
können. Man erhält hierdurch 

S.. .^ ± W S, »,) + ff., .2 + (o, 6, «.) - 0, 

wobei Hab nnd Htd die Ausdrflcke für die den Punktepaaren a, 6, 
bezw. h, d zugehörigen Directorkreise bedeuten, also für diejenigen 
Kreise, welche die Strecken ab, bezw. bd zum Durchmesaer haben 
(vgl. (231)). 

Eine einfache Constructiou der Brenspanktscurve von 3)*) 
e^ibt sich folgenderm&ssen. Der Ausdruck Au»* -|- fiio(u, t() in der 
Gleichung des Gewebes 3) repräsentirt nach (3), S. 57 gleich Null 
gesetzt fQr beliebige Werthe der Parameter X, (t ein System coneen- 
trischer Kreise um den Mittelpaukt I>. Ans 

1} Vgl. Oeiser: „Die Theorie der EegolBclmitte iu elementarer Dantellong" 
(erster Tbeil der TOa Oeiaer and SohrOter beraDsgegebenen Vorleanngen Steiner'a 
Aber BjDthetiBobe Qeometiie), S. Aufl., Leipzig 187fi, S. 69 Diid 93. Diese ,^IeDien- 
taren" Sätie ergeben aioh Obrigens aofort mit Hilfe der Figuren 6 ond 9, S. 1S9. 

S] Vgl. Schröter, a. a. 0. Math. Annalen, Bd. 6, S. 86. 
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xu^Uj + ^"4* + ^"»(tt, «) <= 

folgt alsdann, dasa die Punktepaare dieses Gewebes 3), also Punkte 
der Curve dritter Ordnung, erbalten werden, indem man von den 
Punkten a und d an die concentrisehen Kreise um h die Tangenten- 
paare legt. Die Schnittpunkte je zweier Tangentenpaare, die dem- 
selben Kreise angehören, sind auf der Curve dritter Ordnung gelegen; 
denn die Coordinaten dieser Punkte genügen der Gleichung des Ge- 
webes 3).') Auch erkennt man aus der Construction, dass in der 
That von irgend einem Punkte der Curve die Strecken ba und bd 
entweder gleich gross oder unter Supplementwinkeln erscheinen; die 
Gurvenbogen, auf denen das eine oder andere stattfindet, werden durch 
die Punkte a und d, welche gleichfalls der Cnrve angehören, begrenzt. 

Einen eigenthflmlichen Fall repräaentirt das Gewebe 4). Dua- 
listisch zu (307) folgt, dass die Cajlejr'sche Curve nunmehr zerfällt 
in das circulare Geradenpaar f. 1 =0, dessen Spitze in b liegt, und 

in die Verbindungslinie der beiden Punkte a und d. Ton allen Punkten, 
die auf dieser Linie zwischen a und b gelegen sind, erscheinen offen- 
bar die Strecken ba und hd unter Supplementwinkeln; von allen 
Punkten, die auf einer Verlängerung der Strecke ad gelegen sind, er- 
scheinen ba und bd gleich gross. 

Bei Anwendung der in (331) abgeleiteten Gleichungen zeigt sich, 
dass für «j »=> dj , ßt = yi •= bj , ä{ — di die nicht zerfallende Cnrve 
dritter Ordnung erhalten wird, wenn man in K .m^^^ H . n^^^O 
das Vorzeichen — wählt, während die ausartende Curve dem Vor- 
zeichen -]-~ entspricht. 

363. Die Äzen aller Kegelschnitte, welche in den Geweben 3) 
und 4) enthalten sind, gehen zum Theil durch den Punkt b, zum 
Theil umhQllen sie je eine Parabel, welche speciell im Falle 3) aus der 
Steiner'schen Parabel des Punktes b in Bezug auf das Punktepaar a, d 
besteht 

Die Enveloppe der Äsen ist die Hessiane der betr. Gewebe; im 
Falle 3) ergibt sich dualistisch zu (314) als Hessiane der Fankt 
»t •» und der Kegelschnitt ^ + (9''("i^''''(''s^^8) "" 0, wobei 

9l(tt, w) = MaWj, 

und dieser Kegelschnitt repritsentirt nach S. 201 f. die Steiner'ache 



1) Vgl. Tl, S, »88. 
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Parabel tod b in Bezug aof ip{u, u) ^ 0. ^) Im Falle 4) erhält mau 
dualistiscli zu (306) wiederum den Punkt b and die Parabel 

2«. -2! ± (t •■'("■) »■ ''■) - •'("• «) -2 + (»' ». *) - 0- 



Wir wollen die Enveloppe der Axen aller Eegebcbnitte einer 
Schaar noch in einem anderen Falle betrachten, der uns zo der so- 
genannten Steiner'scben Carre dritter Classe führt. 

Die Stelner'Bohfl Curre dritter OlaBse*). 

854. Die Azeo aller Parabeln, die ein gegebenes Dreieeit zum 
Poldreiseit haben, nmhOllen eine Carre dritter Clasae mit einer Doppel- 
tangente und drei Rfickkehrpunkten. 

AU« Parabeln, die das Coordinatendreiseit zum Poldreiseit haben, 
sind gegeben durch 
{1) «,«1* + «,V + «,V — 0, wobei a,j)i* + «,ft* + c^ft* — 0. 

Wir stellen nun diese Scbaar von Parabeln mit 0(11, ti) « zusammen 
zu der Gleichung 

(_3) «,«,» + o, V + o,V + ftffl(tt, «) - 0, 

welche ein Gewebe darstellt, da die Parameter Ui der Bedingung 
"iPi* ~f~ t'tPt* ~l~ "tPi* ^ ^ unterworfen sind. Die Heasiane des Ge- 
webes ist die von den Axen der Parabeln eingehfillte Curre; am ihre 
Gleichung abzuleiten, sind die nach u« (> ■=> 1, 2, 3) genommenen par- 
tiellen Differentialquotienten Ton (.3) gleich Null zu setzen, d. h. man hat 

«,«. +4-«''(«i) = 

«<«> + -j "•'("») — *>, 
und hierzQ tritt noch 
«lA* + «iA* + «aPt* — 0; 

1) N&herei fibai diese Parabel findet mui in der oben citiiten Abhandlang 
von Schröter in Bd. 6 der Uath. Annalen. 

8) Steiner: „Ueber eine beBondere Carre dritter Claiie {and vierten Oiade*)", 
Joarnal für die reine and angewandte Hathematik, Bd. 68, S. tst— SS7, 186Q, oder 
^Gnammelte Werke", Bd. S, S. 68»-~e4T. Tgl. aach Cremona: „Snr l'bjpocjr- 
ololde k tioia rebroociements", in demielben Joarnol, Bd. 64, 8. 101 — 198, 18M. 
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darch Elimination der ut erhält i 
atalt der Determinante 



(3) 



«, 

ti, 
A' P,' t! 



3 die Gleichung der Gurre in Ge- 



Die unendlich ferne Gerade p. ^ ist ftlr diese Gurre eine 
Doppeltangente, denn ersetet man «i durch Pi-^ Xvf, (i ^ 1, 3, 3), so 
TerschiriDden die Coefficienten ron A" und l^ auf Grund der Relationen 
<"'(?') ~' ^1 ^^)* Factor von A* reprilsentirt gleich Null gesetzt das Paar 
der BerQhrangspankte der unendlich fernen Geraden mit der Curve. 
(Vgl. auch (309).) FSr den STnthetischen Nachweis der drei RQck- 
kehrtangenten vergleiche man die wiederholt citirte Arbeit von 
Schröter*); fnr die analytische Bestimmung der Rtlckkehrtangenten 
gewährt (309) die nSthigen Hil&mittel. 

Die Steiner'sche Gurre dritter ClaBse steht in einer einfachen Be- 
ziehung zu der Brennpunktscarve derjenigen Parabeln, welche das der 
Betrachtung zu Grunde liegende Dreiseit zum Poldreiseit haben, also 
nach (265), bezw. (351) zu dem Feuerbach'schen Kreise des Dreiseita 
und zu der unendlich fernen Geraden. Diese Beziehung ist folgende: 

356. Legt man von einem Punkte des Feuerbach'schen Kreises 
das Tangentenpaar an irgend eine der Parabeln, die da« zugehBrige 
Dreiseit zum Poldreiseit haben, so sind die Winkelhalbirenden dieses 
Geradenpaares Tangenten der Steiner'echen Gurre dritter Glasse und 
somit auch Axen zweier Parabeln, deren rier Schnittponkte nach (217) 
auf einem Kreise liegen. 

Nach Vlllb und Villa, 8. 228 lassen sich nämlich von ii^end 
einem Punkte der Brennpnnktscarre an die KegeUchnitte des zn- 
gehSrigen Gewebes Tangentenpaare einer Involution legen, deren 
Doppelstrahlen coqjagirte Polaren der Heeaiane, also Tangenten der 
Hessiane sind. Im vorliegenden Falle müssen diese Doppelstrafalen zu 
einander rechtwinklig sein, denn sie mOssen harmonisch liegen zu dem 
noch den imaginären Kreispunkten gezogenen Geradenpaare, das ja 
gleichfalls dem betr. Gewebe angefaSrt; daraus folgt aber, dass die 
Doppelstrahlen die Winkelhalbirenden sind aller tibrigen Geradenpaare 
der Involution. 

1) Math. AnnalsD, Bd. 6, S. M. 
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Zu geuau derselben Steiner'schen Curve {3) in (354) gelangt man 
bei Lösung der Aufgabe: 

356. Mau bilde die Gleichung derjenigen Curve, welche von den 
Scheiteltangenten aller einem Dreiseit eingeschriebenen Parabeln nm- 
hfllU wird. Vgl. (264) und (261). 

Sind y/, bezw. /,, (»^1,2,3), die Coordinaten des Scheitels, 
bezw. des unendlich fernen Punktes der Scheiteltangente der Parabel, 
sind femer üj, (> = 1, 2, 3), die Coordinaten des Berührungspunktes 
der Curre mit der unendlich fernen Geraden, so besteht die Relation 
(i) «iV^Vg + HjVjV^ + '^i^\^i ^^%fj — V,', 

falls die Parabel dem Coordinatendreiseit eingeschrieben istj dabei ist 
(vgl (62), S. 102) m(v, v) — v,» + v,'. Die Coordinaten W( der Scheitel- 
tangente genügen nan den Gleichungen ti, <>— und u, — 0; da aber 
nach (1) yi0i — ti* mm 0, so lässt sich Uf = ersetzen durch 

?j.: + äi! + «.v_o 

oder durch 

Mit Rücksicht auf die, aus <»(», v) ^ r,* + v," folgenden Relationen 
Ziik = D>n — titk läset sich die letzte Gleichung in die Form bringen 

wofür aoch gesetzt werden kann 

(5) 0>MMi(p,«,-ÄM,)* + 0'si''i(P»«,— Pl«B)' + '»U«3(l'lM.-ft'*l)*— 0; 

denn u« ist gleich Null, da der Punkt t auf der Scheiteltangente u 
Hegt, und aus u,'=0,p,-=0 folgt 

'.:'*:'. = (ftw* - Ps^) •■ (P»«i — Pi«t) ■ CPi«! — Pi«i)- 

Die Curve {2) ist mit der in (354) erhaltenen identisch, wie man 
durch Vergleichung der Coefficienten sofort erkennt. 

Eine dritte Erzeugungsweiae genau derselben Steiner'schen Curre 
dritter Classe, die in (354) und (356) erhalten wurde, ist folgende: 

857. Die Asymptoten aller einem Dreieck umschriebenen gleich- 
seitigen Hyperbeln umhüllen die Steiner'sche Curve dritter Classe. 

Die Hessiane des Gewebes (2) in (354) ist nämlich nach (39), 
8. 240 fiQr das conjugirte Netz die Ca^ley'sche Curre, also die Enre- 
loppe aller Geradenpaare des conju^irten Netzes; die Gleichung des 
letzteren ist 

(I) a^x,Xf + OtXgXi + 0,3:,*, + (tj)," — 0, 

wobei öi*o« + "s""« + ''»"'i» ^ ^'y 
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Vierte Erzengonga weise der SteiDer'scbeo CnrTe dritter Clasie. 418 

denn auf Gnmd der BedingongsgleichoDg a,i»^ -|- 0,0,1 + ^"'n ^ ^ 
nud znfolge to(p,p)^^0 ist jede Curve dieses Netzes conjugirt zu 
jeder Parabel des Gewebes (2) in (354). Nach (162) stellt aber nun- 
tnelir a^x^Xg -\- a^x^x^ 4* ^is^^ " ^ ^i^ Gesammtlieit des Büschels 
gleichseitiger Hyperbeln dar, die dem Coordinatendreieck umschrieben 
sind (vgl. anch (166)), und die Geradeupaare des Netzes (1) sind 
(vgl. (26), S. 45) die Äs;mptotenpaare der gleichseitigen Hyperbeln. 

356. Yiertens kann man die Curve in (354) dadurch ab- 
leiten, dass man die Gleichung des zu dem Netz (l) in (357) con- 
jugirten Gewebes aufstellt und dessen Heasiane bildet Es möge diese 
Aufgabe ganz allgemein gelöst werden, indem wir ein beliebiges 
Dreieck zu Grande legen, dessen Ecken gegeben seien durch Ua ^ 0, 
u^ — 0, Uy = 0; ist alsdann u,) =« die Gleichung des dem Dreieck 
zugehörigen Höhenschnittpunktea, so lautet die Gleichung des coo- 
jagirten Gewebes 

ÄM„» + Am/ + fiu/ + vui' = 0, 
wozu noch die Bedingungsgleichang tritt 

xpj + Ip^* + itpy* + vpi' — 0, 
damit jede Curve des Gewebes auch conjugirt sei zu dem Glied p,* 
des Netzes (1) in (357). Hieraus geht hervor, dass sämmtliche Cnrven 
des Gewebes Parabeln sind, und zwar enthält das Gewebe alle Parabeln, 
für welche die Tier Punkte a, ß, y, S ein PoWereck bilden im Sinne 
Ton (32d). Dabei ist ug gleichbedeutend mit 

Für die Heasiane erhält man, dualistisch zu (350), die Gleichung 

I «!«<. ßlUfi yiWy diUi \ 
«»«a ßlttfi >■)«/ *i«J i 
atu„ ßaup yiUy StUj \ ' 

! Pa' Ptl* P* Pi* \ 

welche eich fSr 

«„ ^ Ml = 0, f(|S ^ «, =. 0, My ^ l(g — 0, 
ttj = ^ M, -f- ^ - fij + ~ M, = 0, 

d. h. wenn das Coordinateudreiseit der Betrachtang zu Grunde 
gelegt wird, redacirt auf: 



Digilizodby Google 



Anhang sn § 32-2it. 



— (o>„u, + i»,i«, + (o„«,) 



o, j! 
«, ;J 



(»all, + «J,,«, + o„u,) 



ft'ft-R- (^ + |^ + t)' 



Diese Gleichung ist mit {3) in (354) gleichbedentend, indem sie 
ans (5) in (354) dnrcfa Multiplication mit hervorgeht. 

869. Welche Carre wird von den Axeu aller einem Dreiaeit ein- 
geschriebenen Parabelo umhüllt? Vgl. (347). 

Die Äzen sind als Verbindungelinien der Brennpunkte die TiSger 
aller Pnnktepaare, welche in dem durch 

«1«.% + «i«s«i + «>«i«i + fwC", «) — 0, 
«iPtPi + «tPaPi + «3-PiP« — 
bestimmten Gewebe enthalten sind; fftr die Hessiane findet man die 
Gurre dritter Classe 



u, «, 


»-(«,) 


«. «, 


"■(«.) 


«, «, 


»'(".) 


P,P, P,P, PtP, 






Da alle Eegelacbnitte des Gewebes die unendlich ferne Gerade 
zur gemeinsamen Tangente haben, ist diese Gerade nach (309) eine 
Doppeltangente der Ourve dritter Classe. Wie nun eine Carve dritter 
Ordnung mit Doppelpunkt drei Wendepunkte besitzt, so hat die Gurre 
dritter Glasse mit Doppeltaugente drei RUckkehrpankte. Wir sind 
also auch bei vorliegender Aufgabe wieder zu einer analogen Corre 
dritter Classe gefQhrt worden wie bei (364), (366) und (367). i) 

Auf gleiche Weise wie in (355) erhält man mit Rflcksicht auf 
den SchlusB von (350) und (264) den Satz: 

360. Legt man von einem Punkte des einem Dreieck umschrie- 
benen Kreises da« Tangentenpaar an eine der dem Dreieck eingeschrie- 
benen Parabeln, so sind die Winkelbalbirenden dieses Geradenpaares 

1) Tgl. Steiaer: „Tennüchte S&Ue und Anfgabeo", Jonmal fOr die reine 
and uigewuidt« MaUiematik, Bd. fiC, 8. S7t, 18S8, oder „Qaiainmelto Werke", 
Bd. S, S. 6TT f. 
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Tangenten der in (359) erhaltenen Corre dritter Glaase und somit 
auch Äien zweier eingeschriebenen Parabeln, deren Tier Schnittpunkte 
nach (317) anf einem Kreise liegen. 

361. Welche Carve wird von den Sohmteltangenten aller Parabeln 
amhtllll^ die ein gegebenes Dreiaeit mm Poldreiseit haben? Vgl. (265) 
und den Beweis zn (261). 

Bei analoger Behandlung dieser Aufgabe wie in (356) gelangt 
man sn der Gleichung 

%i«i(A«i ~Pi"») (P|W» — ft«i) + "»»«^(ftWs —ft«i) (!»»«> —Pa»i) 
+ «>m«>(a«|— J>B«s)(i'»«i -A".) + «'m%(J'»«b — A«»)* 

+ «J.1«|(P»«1 — PiMs)* + fi>i.«i(Pi*is - A«i)' — 0. 

Von dieser Corre dritter Classe gilt gleiches wie bei der in (360) 
erhaltenen: sie hat die unendlich ferne Gerade zur DoppeUaogente 
und besitzt drei Rückkehrpunkte. 

Zum Schlüsse der voranatehendeu Betrachtungen möge noch be- 
merkt werden, daes die meisten specteilen Sätze, welche in der 8. 410 
citirten Abhandlung Ste i ner's enthalten sind , sich ans den all- 
gemeinen Theoremen in §§ 22—26, aus dem Satze (249) und aus dem 
Umstände ergeben, dass die Cayle^sche Gurre des in (359) betrach- 
teten Gewebes nach (350) und (264) durch den dem betr. Dreieck 
umschriebenen Sreis und die unendlich ferne Gerade gebildet wird, 
die Gayle/sche Ourre des Gewebes in (354) nach (351) und (265) in 
den Feuerbacb'scben Kreis und die unendlich ferne Gerade zerfällt. 



-ttTTm die Vorzüge der analytisch-geometrischen Methode bei Be- 
handlung Terwickelter Probleme der Integralrechnung darzulegen, er- 
schien es »weckm&ssig, im Folgenden (362) und (363) noch zwei An- 
wendungen dieser Art aufzunehmen. 

#862. Anwendung der Poldreiecke auf ein Integral von 
Aronhold. 

Bezeichnet in beliebigen homogenen oder Dreieckscoordinaten 



1 1 
die Gleichnug eines Kegelschnitts, so ist nach den Ausführungen Ton 
Aronhold*) unter der Voranasetzong 

1] Jonmal für die nine uod angewandte Matbematik, Bd. ei, S. Bö-~-10S, 1862. 
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(5) f(x,y,\)-=a 

da» Integral 



;-r(l<)K«: + »,y+«,l 



oder das für beliebige li,li, Ig dumit identieche Integral') 

i '^ J 



durch eineo einzigen Logarithmua nach folgender Regel darstellbar; 
Man bezeichne mit 

den Anadnick in LioiencoordiDateii für den Kegelschnitt (J) and be- 
rechne bei beliebig ädriem Vorzeichen von y — JF(u, «) die Werthe 
Ij : S, : Ig aus dem System linearer Gteichnngen') 



V- F(u, ») {, - i («.riw - «.r«) 
v-\F(»;i) i. - i («.(fj,) -«.r*», 

9o wird 

(5) J- — L - log jir(;, ) + i.rM + t.nx.) ^ conet. 

Dieses Ergebniss ist praktisch xunäcbst nur verwendbar, wenn 
f (tt, u) einen negatiren Zablenwerth besitzt. Da die Umformung des 
Logarithmus in eine cyklo metrische Function nicht ohne mQhsame 
Rechnung durchführbar, und da überdies die elegante Fassung des 
EndergebnisseB nicht gerade auf der Hand liegt, möge im Folgen- 
den das Integral (5) auf einem (von dem Äronhold'schen TöUig ver- 
schiedeuen) Wege abgeleitet werden, der sämmtliche Umformungen 
mit Leichtigkeit gibt und die Bedeutung eiuiger der wichtigsten Sätze 
von § 4 füi die Integralrechnung zur Anschauung bringt. 



1) üeber die IdentiOt der Integrale (3) und (3a) Tgl. Aronhold m. a. O., 
S. 07-08. 

S) Znfolge der Entwicklangen 3. 3G f. gibt die AuflOBuug dietei Sjitems 
enteprechend dem Toreeicben tod V — F(it, u) die Coordinateo des einen oder 
anderen Schuittpnnktea der Geraden u, <- mit dem KegelMhnitt (I). 
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Zu dem Zweck seien yi,yt,yt ^^^ Ooordinaten eines Punktes, fär 
welcben 

(S)' Miyi + «iy, +Ms!'8 = 0, dagegen /■(y„y„yj,)^0; 

ferner sei 

•.-Trc!(.)»,--|-ny.)«. 

'.-y/-(»,)»,-Y/"(!(.)»„ 

80 dass also der Punkt g den Schnittpunkt von u, — mit der Polare 
dea Punktes y in Bezug auf den Kegelschnitt (i) darstellt ' 

Durch die Substitution 
(S) X, = y,X, + #<X, + I F'(u,)X,, (i ™ 1, 2, 3), 

wird nnn die Gurre (l) aof ein Poldreieck bezogeo, denn ihre Glei- 
chung verwandelt sich in 

/•(«, >.) = /■(!,, s) Z,' + ffe «) Z,' + ^F(», «) X,'. 
Zum Nachweis dieser Behanptnog beachte man, dasa aus (8) durch 
Mnltiplicaiion mit ^/'(yj), bezw. -^fiti}, bezw. u^ und jeweilige 
Summation in Bezug auf i toq 1 bis 3 mit Rücksiebt auf u, *> 0, 
w, ^ 0, /'(y, «) ^ die Auflüsungen hervorgehen 

(««} ^y-'Ji^y ^-j^^> -^-Fi^)- 

Ferner wird 

Y r(*0 - ö»«i -^ «««« + «-«ar, - 4 ^(»'5 ^' + T ^ W-^' + ^"'2^»' 
daher 

Mx, x) - fdi, X) X, + /■(., i) Z, + Ä«.X, 
^' 1 - /■(».y) Z,' + /■(., .) Z,> + AFI«, -Oi.'. 

Wenn man noch die leicht abzuleitende Beziebaog 

fif, «)-/•(>.»)• n», u)-Äu/-f(3i,s)- Fi», u) 
beachtet, so folgt durch Einführung der Werthe der Xi ans (8a) in 
die Gleichung (9), daes f(x, 2) <»= gleichbedeutend ist mit 
(10) F(u, u) ■ r(y, x) + r{z, x) + Afiji, y) ■ «.' - 0. 

Wir wollen zaolchat annehmen, daas i^(u, u)>0 sei, d. h. dass 
die Gerade u, ^ die Gurre (J) nicht in reellen Paukten schneidet. 
Alsdann muea nach {lö) jeden&lls Äf(j/,y) <0 sein, denn der Kegel- 
schnitt soll reell vorausgesetzt werden. Es werde nun gesetzt 



lodsinngsr, Voil<anoc«n. 
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418 Anhang. Nr. 3SS. 

(a, y^IM'- '!-.„,, - --"■■"' ---,to(, 



folgt 



!::?(»._").. ^te'))__,i,,.ä, 



-df. 



oder 

Es ist aber 

«.'<'(—') - «. /'(y. i*«) - /■(», ^) («.<*»ä + «!!««■ + «.■'«.) , 

aDdrerseits 

j Uj Uf u, I I dxi dx^ dXf ] 

daber 

(K) ..■■<i(^) — ;^+i.'.^.^'k). 

so daes sich (X3) vetwaadelt in 

Hieraus folgt sofort 

{lia) I ^^—, — , — * + CoDst, 

wobei natßrlich links die ii durch beliebige andere JÜrrSssen g,- ersetzt 
werden könnten (vgl 3 a). 

Wenn F(u, u) < 0, d. b. wenn die Gerade u, i= den Eeget- 
scboitt {t) in reellen Punkten schneidet, schreiben wir {lÖ) in der 
Form 
{15) {f{ß,x) +y^^^'^)fiy,x)){f{!^,x) ~y-F(u,u)f{y,x)) 

wo die beiden Factoren der linlcen Seite die Tangenten des Kegel- 
Ecbnitts (i) in seinen Schnittpunkten mit u, -> darstellen. Der 
Gleichung (75) wird jeden&lls genUgt durch die Substitution 

(.16) ^ 
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EndgUtige Daratellniig des Axonhold'flcben Integral«. 
anB welcher folgt 

ferner ist 
dalier 

^,y-F{ u,M.) (fj^ dt 

/(z.ar) V «, J '" t' 

so dasB man mit Hilfe von {13) erh&It: 

und 



w «..»).... 



/ 



■^'it'''^'**»' 



(^«) /^7(^,T^^ ^7^^^'*'«' 



(Tgl. (fi) nnd (7)). 

Aucli mit Hilfe der hyperbolischen FuactioneD läsat eich im Falle 
F{u, u) < der Wertb des lotegrala il7ä) ausdrücken. Wir wollen 
hierbei zwei f^Ile uoterscheiden , je nachdem Af(y,tf) positiv oder 
negativ ist; es sei zunächst Af(i/,y)>0, etwa gleich 4* ^*- ^^^~ 
dann lässt sich (10) in die Form bringen 

/' V-J-{«.w)/-(y. a;)y / /(«. x) \' _^ ^ . 

setzt man jetzt 

(38) 

^-.mh,p._|(s'-0, 



80 folgt in ähnlicher Weise wie oben 

Wenn .il/'(y, y) < 0, etwa gleich — A* ist, schreibt man {10) in 
der Form 



>, 9) < 0, 
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Anhang. Nr. 868. 






and findet wieder 






Um weitere Theoreme zu erhalten, setzen wir 
(19) yi-"«,«, — «.oj, Vj — "»«i — «lös, y» — »i«» — "i«ii 



sets 

«1Ö> 

alsdann ist /*(>, x) nach (7) zunächst gleich 

and wenn man ffir yt die Werthe (J{9) einführt, wird 



«»,«)- 



1 



tCW T'''('^> t'"W ° 1 

— y(», «ja. — ^(11, o)«,. 
Hieram folgt 

W ^^- FC»,«) + «'.;''!, 

und durch Multiplication dieser Gleichung mit {14") erhält man: 

wobei fQr '-''^*' der ans der zweiten Gleichung (ü) folgende Werth 

eingesetzt werde. Die Integration von (23) ergibt sich sofort mit 
Benutznng der ersten Gleicbang (11) in der Gestalt^) 

wobei /■()(, «) —2' ± (y r(»,)«i«i)- 

1) Vgl. hieran Aronhold o. o. O. S. 106 f. 
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AlgebniBche lut^prale fSr eine Qrandgleichang zweiten Qndea. 
Beimnfig folgt im Falle F{u, u) =• 0: 



/ 



Gleicliong (ßl) auf die n' 
plicirt, Bo erbSit man all( 

F"(», »).«; .2 ±(^. '».<*«.) 



Wird die Gleicliong (ßl) auf die n** Potenz erhoben nnd hierauf 
mit (X4) mnltiplicirt, bo erlült man allgemeiner') 



ß 

kann ai 

ß 



";+'■/■(«,«) 

- [F(u, «) + 1/- Äfd,, sr) .in (]■ • ~=- 

Bei der Integration hätte mau hier so za verfahren, dasa nnr 
Potenzen von Bin t und cos t auftreten, fOr die alsdann die Werthe (11) 
zu substitairen wären. 

Mit dem Vorhergehenden ist gezeigt^ wie das Inte^al 

' ■ rc. «) 

zurÜckgefQhrt werden kann auf das einfachere 

welches auf Grund von {14a) und (17a) durch eine cyklometrische 
Function oder einen Logarithmus ausgedrückt wird, je nachdem 
F(u, h) > oder < ist. 
Auch die Integration von 

wobei q>(!e,y) eine beliebige rationale Function von x nnd y ist, 
während x und y durch die Gleichung zweiten Grades f(x, y, 1) « 
verbunden sind, ist vermüge dep Formeln (8) zurückgeführt auf die 
Integration rationaler Functionen entweder von sin t und cos t (im 
Falle (11)) oder von t (im Falle (16)). Zum Zweck eines eingehen- 
deren Studiums dieses allgemeinen Falles vergleiche man die Ent- 
wickelungen von Aronhold zu Gleichung {Q)—i9), S. 130f, in der 
oben citirten Abhandlang. 

I) Hut vergleiche auoli hier die DariteUnng bei Aronliold a. o. 0, 
S. 10» ff. 
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«363. Ceber eine Verallgemeiaernng der Weierstrasa- 
schen Methode, elliptische Integrale auf die Normalform zn 
reduciren'). 

Die Grundlage der soeben genannten Methode besteht darin, dMB 
das Integral 

(i) f-:^-, -RCa:) — As*-\- A^Ba? + 6Car» + iB'x + A' 
vermöge der Sabetitution 



(ä) 



G,(»., I) — x„%Ä^ + 2Bx + C) + 2z,(Bx' + iCx + B') 
die Normalform 



tlbei^efQbrt wird. Bei der hoben Bedeutung, welche diese Substitution {S) 
namentlich bei Anwendungen der elliptischen Functionen besitzt, wollen 
wir im Folgenden eine analoge Formel fUr das allgemeinere Integral 

gewinnen, in welchem g{x, x) und f{x, x) irgend zwei temäre 
quadratische Formen 



g{x,x) ^s^ ^bnXiXk, bik — 6«, 



f(x, x) ^ >( >* OiitXiXi , on ■= an , 



(5) 



bedeuten^ und welches beim Schliessungsproblem der dem E^elschnitte 
g{x,x)^0 eingeschriebenen und dä^ Kegelscbnitte f{x,x)^0 um- 
schriebenen Polygone auftritt*). Abgesehen davon, dass die auf 

i) Der Inhalt der hier folgenden Entwickelnng wurde im Jabre 1B8S von 
Eerm Oandelfioger dem der WiaBenichatt leider so frflh entruieuen Hattae- 
matiker Halpbeu mitgetheilt. Vgl. auch da« Werk von Ealphen: „Traitä de* 
fonctiani elliptiqoei et de lenn applicationB", Bd. X, Paria 1888, 8. ill. 

S) Vgl. Oaudelfinger: „Uebec da« SoblieMangBproblein bei cwei Eegel- 
scbnitten", Jooinal fflr die reine und angewandte Hatbematik, Bd. 88, S. 171—174, 
1877. 
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Tmiiformation einer Cluie elliptUclier Integrale. 423 

— ^— bezüglichen Formeln sofort aus dem Integrale (4) herror- 
geheo, wenn man 

g ^ 4£j3^ — Xf', also x, : x, : x, ^ 3? : 2x : l, 
f^ AXi* + 2Bx^Zt + Cx,' + 2Cx^x, + ^B'x^x^ + Ä'x^* 
annimmt, sind in (4) nocli eine Anzahl weiterer wichtiger und viel- 
fach behandelter Integrale enthalten. 
Hat z. B. g(x, x) die Gestalt 

g{x, x) = x,^ + a-,' — Ä,* -= 0, 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, setzt man 

», : iC( ^ cos 9 , Xf:xg = ain^, 

so gelangt man zu dem Ton Gauss in der „Determinatio attractio- 
nie etc."') imd von Jacobi*) behandelten Integrale. Ebenso kann 
man das Pentagramma mirificum von Gaass^) äusserst el^ant ohne 
Aaflösnng einer kubischen Gleichung nach den hier mitzutbeilenden 
Formeln behandeln, wenn man ^ ^ als die Gleichnng eines Kegels 
zweiter Ordnung in rechtwinkligen Baumcoordinaten Xi, x,, a:, und 
f^O als die Gleichnng des dazu geh5rigen Keciprokalkegels auffasst. 

Wir behaupten nun: 
(6) Bedeuten c^, c^, c, die Coordinaten eines willkflrlich, 
aber fest gewählten Punktes auf dem Kegelschnitt g(x,x)'=0 
und setzt man 
(?) G(l) z^^ ± (A&u-Oi, lb„ - a„ n^ - aj 

i*(«, x) EH SUg(x, x) — 2x(x, x), 
wobei x{x,x)^'^'^{a,h)nng„') U-^fix,), 

1] CommentaÜones goc. reg. Bcient. Qotting. reo., Bd. 4, S. 81—48, 181B, 
oder Ganii' Werke, hngg. von der kgl. Ges. d. Wissemch. la OOttingeu, Bd. 3, 
S. S81— 866. 

S) Jonrnal ftLr die reine und angewandte Mathematik, Bd. 8, S. !68 ff., 18S3. 

8) Ganm' Werke, Bd. 8, S. 481—490. 

4) Dorch VeTgleiahuDg der CoefGcienten von 1' in (6), S. 160 erkennt 
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424 ADbaDg. Nr. SflS. 

80 geht TermSge <]er TraDsformation 

(«) J'j7(«,«)-2V(«,*)-*%-'--0, g{x,x)-0 

daB Differential 

(10) ij - « , , }(«, «) — 

Ober in: 

(13) --^■ 

Zam Beweis dieser Behauptung werde zur Abkürzung eingeflütrt 
(18) 0(«,l) = l'!/(l,l)-2Jrt«,i)-S%^i 

alsdann kann man die Transformation (9) einfach ansdrOcken durch 
\«{c,x) = ^t,'{f;,x,+ ^9\e,)x,+ \t>'(c,)x,-0, 
\ 9(x,x) = ^s'{Xi)Xt+ \g'(x,)x,+ ■^g'(x,)x, — 0. 
Hieraus folgt 

{«) <>«.-Tl*'('4)i»'W-*'(<i)»'(».)l, 

und analoge Werthe bat man fUr fXf und qx^, wobei der Proportio- 
nalitätsfactor f äbolich wie 3. 35 f. gegeben ist durch 

(15) (.' i {B„*'(«,)' + 2B„*'(«,) . *'(<i) + ■ ■ -1, 

oder anch dnrcb 

(i5o) ff* — 4(i'J? - 3i»e + SAH - A)f{c, c), 

denn es bestebt die Identität 

(1«) - i (»„»■(«,)■ + 2B„<l.'(»,).<l>-(^)+--| 

— 4(J'B - Si'e + 3JH — ^)/-(<;, »), 
welche mit Hilfe ,^anoni8cher Formen" für g(x,x) nnd /(x, x) be- 
st&tigt werden kann'). Darob EinfObrnng der Werthe für ifXi in {10) 
erhält man 

,,, iK «. «. 1 lo'w *'(<■.) *'(«.): 



(IT) 



* Ul, li«, (i3i 1 is'(«,) /(»,) j'(^) 

:j.9(c,»). ■(/«»>«) 
1 *(c. ') T (*'(«iW», + *'(«■)<'«■ + *'(«.)<iai) 
g(e, x) j {g'ix^dx^ + g'ix^dx, + g'ix^dx^ 
■l>g(<hx)yf(.x,x), 
1) Ygl. sDch die Bemerknag am Schltin dieaer Bettaehtnngen, S. 486. 
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Beweil der Tranifoniiatioii. 426 

woraus zufolge ^(x,)dXi -\-g'(-et)^^ +9'(^8)''^^0 hervorgeht: 
(17a) Y^*'**^*'**' + *''V^^ + *'Wdx,) 

Andrerseits folgt dnrclt totale DifferentiKtioD der Sabstitutioa (9): 
(18) ^ (<t>'(c,)(?fl:, + t>\c;iäxt + <P%)dx;) + Uk{Xg{e,x)~f«!,x)) — 0; 
daher wird 

und hier kann fQr Xg(e, x) — f{e, x) nach Aaflfisung der in X quadra- 
tischen Gleichung (9) gesetzt werden 



Bo da«s sich (19) verwandelt in 



(20) dJ— ~ adl VgCc») .K.(cg) + Bf*(^) 

^ ' 9VBVf(^) 

Es besieht nun die Relation 
j (fic,c)f<jX,x) — f*ic,x))B 
^^^^ [-9(c,x).i,(c,x) - (3H<?(c,c) - x(,c.c))g(x,x) + x(x,x).g(c,c), 

welche mit Hilfe kanonischer Formen bewiesen werden kann und sich 
im gegenwärtigen Falle zufolge g(x, x) — and g{c, c) = reducirt auf 
(na) g(c,,).i,(,e,x) + Bric,^) - Bac,c)f(z,x). 

Auf Grund dieser Gleichung erhSlt man aus (3Ö): 
dJ-'- 



; auf (15a): 

m dJ-; 



folglich mit Bficksicht auf (ISa): 

— dl _—<*'' 

~ vr'B"^*3i"»6^"3TH"^^r2 ™ yöw ' 

Eier wäre noch zu setzen AB — 6 = 45. 

Bezflglich der Bestimmung des Yorzeichens sei endlieh bemerkt, 
dasa yf(x, x) vorgelegt, also gegeben ist; bei yf(c, c) kann das Vor- 
zeichen willktlrlich gewählt werden, doch ist alsdann das Vorzeichen 
von yG(X) in dem Ausdrucke p — 2 yf(c, e)yG(X) so zu wählen, 
dass in den Auflösungen (14) der Substitution (9) die Xi dem- 
jenigen der beiden Schnittpunkte von g{x,x) ^^0 und it>(e,x) ^0 
angeh&ren, welcher durch ein fest gewähltes Vorzeichen von ^ in (14) 
bestimmt wurde. 
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Was die geometrische Bedentnng der Substitution (9) be^fft, so 
mOge noch bemerkt werden, dass die Identität (21) im Falle g {e, e) ^ 0, 
der ja bei nnserer üntAisncliung vorliegt, auch geschrieben werden 
kann in der Form 

{24) Bf(c, c) fix, z) - x(e, c) gix, x) - g(e, x) i>{c, x) + Br{c, x), 
aas welcher mit Hilfe der Entwickelungen S. 83 f. herrorgefat, dass 
Bf(c,e)f(x, X) — x{c,c)g{x,x)'=(i derjenige EegeUchnitt des BQachels 
f{x, x) — Xg{x, sc) ^0 ist, welcher nach (5) in § 15 die Tangente 
g{c, z) E" von g{x, x) — = gleichfalls berührt Andrereeita zeigen 
die rechte Seite von {2^ und die Snbstitntion {9), dass derselbe Kegel- 
schnitt die Enveloppe^) aller Geraden ist, die f8r veränderliche Werthe 
von X durch i?g{Cy x) — 2Xf{c, x) ^—^ = dargestellt werden. 

Will man speciell die übrigen gemeinschaftlichen Tangenten des 
letzterwähnten und des Eegelsehnitts g{x, x)^0 haben, so ist nach 
S, 36 auf Grund von (15) und (J5) au setzen p ■=■ oder 

■Bii*'*(Ci) + 2Bi,*'(Ci)*'(0 H *= 0. 

Es zeigt sich hier eine Bestätigung des Umstandes, dass nach (285) 
das DoppelTerhältnisB der vier gemeinsamen Tangenten von {24) 
gleich ist dem Doppelverhältniss der vier auf g{x,x) -^ gelegenen 
Grundpunkte des Büschels kg{x, x) — f{x, x) -* 0. 

Die allgemeine Äufl&snng der Substitution (9) oder {13) ist durch 
{14) und (15) gegeben. 

1) Den niiendliob vielen Werthen des Faraineters 1 io (9) entsprecheii un- 
endlich viele Geraden, welche eine Cnrve, die Bogenaunte Eoveloppe des Sjitemi 
von Geraden, Dmhtlllen. Wie hereiti in (SSO) erwähnt wnrde, erbUt mau die 
Gleichung der Enveloppe dadurch, dais man die Diacriminanta deijenigen Glei- 
ohong bildet, welche den Parameter als Ter&uderliche enthält. 
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Die Zahlen beäeheu sieb anf die Seiten. Die Buchstabe K. igt ah ÄbkQrsnng 
gebraucht tut EegeUcbnitti die übiiKea ^b ÄbkäranDgen dienenden grossen Baoh- 
■tabeti bezeichnen daa Wort, onter dem sie Torkominen. Die Worte eiugeEcbrieben 
oder aniBchrieben beliehen aich, -wenn nichts anderes bemerkt iat, auf ein Dreieck. 



Abstand einea Ponktefl von einer Qe- 
raden Sf. 9. C6; der Brennpunkte Ton 
einer Tangente lT9f.S63f.; desHittel- 
pnnkteB von der Directrix 118; des 
Scheitels der Parabel von Brennpunkt 
und Directrix 117. 119; einea Cartea- 
panktea von Brennpunkt and Directrix 
116. usf.; einea CnrvenpankteB von 
zwei Tangenten und von der BerQb- 
rungssehne 281 ; eiuei Curvenpanktes 
von den Asymptoten 268; gerader 
Linien von zwei festen Punkten 863f.{ 
zweier Punkte 69. 

Aeqnianharmonische Kegelschnitte eine« 
BCUchels 368ff.; Strahlen 3SS. 

Äehnliohe Kegelschnitte IIS. !90f.; in 
einem Bflschel 361, in einer Scbaar 
861; nmsohriebene K. 806ff. 8t2f.; 
eingetcbriebene E. S09ff. 812f.; bei 
gegebenem Poldieieck 812. 361; con- 
centrische K. S]2f. 

Aehnlich liegende Kegelschnitte S91. 
80»; zugleich Ähnlich S9S. 846. 

Aehnlichkeitskreis 817. MSf. 

Aebnlichkeitspnnkte 817. 103f. 

Asymptoten 46. 49. 111. S7B. 384; ihr 
Winkel Ulf. 264. 820; tSax. oder 
Hin. des Winkels bei K. einer Scbaot 
861 f.; ihr Abstand von einem Cnrven- 
punkt 268; Parallele ta einer A. SS4; 
E. mit einer parallelen A. 846; Bn- 
vetoppe der A. der nmschr. gleich- 
seitigen Hyperbeln 413. 

Ansaiteude K^elschnitte einem Dreieck 
nmsobriebenS28f.,einKeBcbrieben338f. 
841; bei gegebenem Poldreiseit 328f. 
842; bei gegebenem Foldreieok 329; 
Tgl. auch Geradenpaar und Ponkte- 

Azea der Eegelsohnitte 86. 81 f., der 



Ellipse 110. 114. 169 der Hyperbel 
llOf. 114, der Parabel 108. IIG. 289; 
LSnge der A. 110; Prodnct ihrer 
Längen 292f. 296f. 398 — 808. 309; 

fleicbes Axen prodnct bei umschrie- 
enen E. S96, bei eingeschriebenen 
K. 296; gleiches Axenprodnct bei E. 
mit gege^QemPoldreieck296; Snmme 
oder Differenz der Axen 293. 397. 319f.i 
constante Snmme oder Diffeiens der 
Axen bei nmschr. E. 397 ; Gleichungen 
der Axen 93. 9ef. 807. 386 ff. 883, 
ihrer nnendlich fernen Punkte 93. 96. 
287f.; Parallele znr Axe der Parabel 
264; Enveloppe der A. der E. eines 
Gewebes 409, der Parabeln mit ge- 
sebenem Poldreiseit 410f.; Enveloppe 
der A. der eingeschr. Parabeln 414, 

Bertlhrang-. Bertlhnuigipnnkt der Tan- 
gente eines E. 42; Grad der Be- 
dingungsgleichnng (&r Berflhmng bei 
Cnrven m"" und rf Ordnung B79f.i 
einfach berahrende K. 184. IGS. IMf.; 
doppelt berührende Kegelschnitte Sil 
870. 8941^404, speciell fSi zwei Ereiae 
401—404; doppelt berflbrende Ereise 
180f. 188. 88Sff. 

Brennpunkte-, ihre Loge 114S., l)ei ein- 
geachriebenen K. 847 f., bei eingeschr. 
Parabeln 347f. 8Glf. 407; ihre Lage 
bei gegebenem Poldreiseit 3461, hei 
gegeb. Poldreiseit nud KC^BÜsaroer 
Tangente 3fi2. 407; ihr Abstand von 
einer Taugente 179f. S63f.i Fusa- 
pnnkte der von B. aaf Taugenten ge- 
fällten Lothe ia3f. 186. 848; zwei 



strahtenpaore dnrch ein Pnnktepooi 
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im TJuendlicben 194; VerbindnugBlinie 
von B. mit Pol einer Sehse 1E>8, einer 
Focalaehne 193 ; Brennpunkte von 
Eegelaohnitteu anf einer Oerodea ge- 
legen S17ff., Bat einem K. gelegen 
848 f.; Brennpankte einer Schau 86lf. 
896f.; Oleicnangen der Brennpunkte 
liaf. 890. 846f., bei der Parabel 116; 
Ott der B. fdr die einem Vierseit 
eingeschr. E. 404-409. 

Briancbon'achei Satz 128. 

BQachel Ton Kegelachnitten, seine Defi- 
nition 129. 131; Grnndpunkte des 
B. 131; Geradenpaare in einem lS2f. 
ISSf.; B. einfach berührender K. 134. 
152. lG4f., doppelt berahrender K. 
184. IGS. 167; oacnlirender K. 186f. 
16S. 166f., mit vier Enaammenfiillea- 
den Orandpankten 186. 163. 168; ana 
Qeradeupaaren bestehend ISGf.; ans 
gleich aeiticen Bjperbeln bestehend 
SSO; Parabeln im B. 199. 331. 86Tff. 
862; SchniUpnnkta der E. eines B. 
mit einer Geraden 1421; Eegelachn. 
im B. bei gegebener Tangente 141 ff. ; 
Btlachel von Kreisen 8S6, seine Qtenz- 
ponkte 336f. SSO. 401. 

Ca^lej'ache Cnrfe einea Netiea 807. 
222—826. 281. 840. 888; einfachete 
Bildang ihrer Gieichnng 226 ; als 
Hessiane eiDesGewebeB2S0.S40. 388 f.; 
eiuea Netzes von Ereiaen 889; einea 
Gewebe* 828 — 240. 387.406—409; ala 
Combinante 882 f. 

Combinante 206. SB2f.; ^ 207f. 868— 
871. 372—877. 

Concentiische Eegelachnitte mit Neben- 
bedingnngen 898-803; Ereiae 178f. 

Confocale Segelschnitte, Definition 140. 
166; ihre Schnittpunkte 146f. 170; 
ihre Arten 170f.; Parabeln 17&f.; 
Winkel der Tangentenpaare an conf. 
E. 147. 

Congraente Eegelachnitte eingeschrieben 
297£, umschrieben S98. 

Cotijiigirte Hyperbel 111. 877; Polaren 
44, in Besag anf das Ereispankte- 
paar 62 ; durch einen BreDnpnnkt 
igsf, 364; QeradeD in Bezug auf eine 
Schaar 800; Tangenten der Hessiane 
eine* Gewebe* 826. 229; Durchmesser 
i4fr. 111, 261. 864. 879f. 281f. S32, 
ihr Winkel 276 f. 282, Summe oder 
Differenz ihrer Quadrat« 288 ; Dnrch- 
me*aer von gleicher GrDsM SO. 282; 
Pole 82, in Besag auf das Ereis- 
panktepoar 96, in Bezug auf da« ima- 
mu&re Brennpunktepaar 18t; Pole in 
Bezog auf ein Bflschel 196, der Hea- 
iiane eines Netze« 819ff. SM.SSS— 2S2; 



Lage von Eegelsohnitten 16S. S44f. 
393, von Kegel sohnittayatemen 882- 
240; Lage von gleichseitiger Hyperbel 
und Parabel 344. 

Constante z 60ff. 9Sf. 

Contravariante 60. SS. 

Coordinaten eines Punktes 8, einer Ge- 
raden Gf ; barjcentritche 7, homo- 
gene 8, Hchiefwinklige Paiallelcoord. 
8. 56. 

Covariante 78. SO; Heese'ache 80, vgL 
auch kubische Form; geometrische 
Deutung von Cov. 16t. 168ff.; Rela- 
tion zwischen Cov. eines Bfischela 169f. 

Curve zweiter Ordnung, beiw. Claaae 18, 
bezw. 87. 39, n&heres s. bei Kegel- 
achnitt; ft**'0rdnQng21; H'"Cla*ae48. 

Defiuite Form 66.886 f.87S f.; vgl. anoh 49. 

Deaargnes-Stnrm'scher Satt 142f. 

Determinante des K. a. Discciminante ; 
Hnltiplicationetheorem der Det. 76. 

Directorkreia 146. 387; sein Badiaa 888. 
344, bei d. gleichseitiges Hyperbel 
S38f.; Relation Ewischen Heiner Qlei- 
chong nnd der des E. 388; seine Aus- 
artungen 839f.; aeine Beziebongen zn 
den dnrch Poldreieoken eines E. 
gehenden Ereiaen 843 f.; Badicalaxa 
der D. fflr zwei eingeschriebene E. 
39lf.; Bflschel der D. einer Schaar 
340; Netz der D. eines Gewebes 890f.; 
eine* Gewebes von E. mit gemein- 
samem Poldreiseit 398. 

Directrix, Definition IIG, ihre Lage 116; 
der Parabel lt7ff. 148r., a]s Ort fOr 
d. Mittelpunkte von Ereiaen , die 
Poldreiecken umscbrieben 344; Be- 
ziehung zwischen D. und BerQhrDnga- 
sehne zweier Tangenten SS 6. 

Discriminaute des Eegelsohnitta 26. 89. 
S9f. 4Sf. GO; als Invariante 7Sff. 81. 

Doppelgerade 80. 61. 64. 

Doppelpunkt 40. GS. G6; ata AuMrtong 
eines Kreiaea G7. 

Doppelverhältniss der Schnittpunkte 
einer Geraden mit zwei E. 148f.; 
von vier Punkten eine« E. 124; der 
vier Grondpnnkte eines Bflscbels 366 ff. 
426; der vier gemeinsamen Tangenten 
einer Schaar SB7f. 426; der Schnitt- 
punkte von Gerade und Eegelicbnitt 
KU twei Punkten auf der Geraden 
21. 68. 

Dreieck, sein lohalt 248S;; ^bildet 
durch eine Tangente nnd iwei Asym- 
ptoten 178. 

Di«iseit, parallel umschrieben SSO; 
parallel eingescbrieben 847f. 

Dualistisch entsprechende S&tie 39. 

Durchmesser *. oo^jngirte Durchmesser. 
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Einheitopnnkt 1. 

Ellip«e «ef. 49. 52. 54f. 108 1 imagii^e 

E. 49f. Mt. 108; ihre Gestalt 60. 110, 

ihre Äxen HD. 114. 169, ihr Inhalt 
S9S. 896; Definition mit Hilfe der 
Brennitr&hleu ISI ; ein geschrieben mit 
Mittelpunkt im Schwerpunkt 265. 816 ; 
umschrieben mit HittelpnnU im 
Schwerpunkt 96g f. 

Entfernung s. Abstand. 

Bnveloppe gerader Linien, die einer 
Bedingung unterworfen STSf. 

Evolute einer Curve 8. Ordnung S16f., 
BpecielL Ellipse oder Hyperbel 217. 
SBS,P&Tabel217f.;eiuarCQrve8.Claase 
314f., speciell Ellipse oder Hyperbel 
316f., Parabel 816; einer Cnire 
«»" OidnoQg 879f.i einer Cur»e V" 
Clasae 880 f. 

ExcentricitAt, lineare 118, numeriBche 

HO- 
Feld trigonalee und tetragonales 2. 
Tgl. auch Tatragonal nnd Trigonal. 

Feuerbach'scher Kreis 304f. 31S. 349. 
352. 411; Potenz in Beiug auf ihn 
819 f. 

Form 65; bilineare F. 74f. 94; definite 

F. 66. 826f. 373f.j vgl anoh kubische 

Frögier, Theorem von 878; Terall- 
gemeinert SSSf. 

Fauction, Identität zweier ganzen homo- 
genen F. 76 f. 

((erade, ihre Gleichung 5; ihre Q\. in 
der Normalfonn 10; unendlich ferne 
8. 51. 54. 107. 326, ihre Schnittpunkte 
mit einem Kegelschnitt 4ö£F.; die un- 
endlich ferne G. doppelt z&hlend als 
Aiuartnng eines EreiseB 69 f. 

Geradenpaar 29 f. 88. 14. 60. 54. 108. 
262, im Kegelschnittbaschel ISS f. 
ISBf.; knbiicEe Ol. enr Bestimmung 
der G. im EegelBchnittbQHchel ISS — 
186. 149 — 162; als harmoniMshea Po- 
lareupaar zu einem Kegelschnitt 164 ; 
circnlarea 329. 336.889. 390. 892. 409; 
nach den Schnittpunkten eines Eegel- 
BChnitts und einer Secante gesogen 
261; Spitze eines G. 29, 44, dieselbe 
anf einem Kegelschnitt gelegen 168 ff,; 
Hessiane als Ort für die Spitzen der 
Geradenpaare in einem Netz 880. 

Gewebe von Kegelschnitten, Definition 
226; Ton Kegelschnitte o mit einer, 
cwei oder drei gemeinsamen Tan- 
genten 887; mit einem Doppelpunkt 
408 f.; mit iwei Doppelpunkten 894. 
403 f.; DirectorkreiBC der K, eines 



Gewebes SWfF.; Ort fOr die Hittal- 

pnnkte der gleichseitigen Hyperbeln 

eines Q. 898. 
lleichseitige Hjl 
Gleichungen mit i 

67-72. 87; mit nur rein imagin&ren 

Wurzeln 76; vgl. auch knbische 

Qleichnngen. 
Grenzpunkte eines Büschels von Kreisen 

S36f- 890. 40t. 
Qmndp unkte eines KegelschmttbflscbelB 

131; ihr DoppelverUltniss 366 ff. 

Halbmesser eines Kegelschnitts tu ein- 
ander rechtwinklig 888. 

Harmonicale eines Punktes in Bezug 
anf ein Dreieck 266. 858. 

Harmonische Polaren, beiw. Pole vgl. 
conjagiite Polaren, bew. Pole. 

Harmonische Lage von Geraden, bez*. 
Punkten bei Kegelschnitten 877 f. 280f . 
314f. 344. 863. 8e2f.; vgl. anch con- 
jugirte Polaren, bezw. Pole. 

Harmonische Cnrve zweiter Ordnnng 
146.159.870; zweiter Classe 144.870. 
S88F.; Kegelschnitte eines BQschets 
869 ff. 

Hanptazen, Transformation eines K. anf 
die Hauptaxen 86. 91 ; vgl. auch Äze. 

Hermite'sche Cnrve s. Cajlej'sohe Carve. 

Bessiane als Combinante 383 F.; eines 
Gewebes 226f.840. 387; als Cajley'sche 
Cnrve eines Netzes 230. 240. 888f. ; 
conjogirte Tangenten der H. eines 
Gewebes 286. 289; ambflUt von den 
T^em der Pnnktepaare des Gewebe« 
226?.; eines Netzes 818—822. 880f. 
240. 884; als Cayley'sche Curve eines 
Gewebes 280. 240. 389. 405; coQJngirte 
Pole der E. eines Netzes 819ff. 824. 
229-2S2;; als Ort für die Spitzen der 
Qeradenpaare des Netzes 820; eines 
Netaee von Kreisen 38Sf. 

HShen des Coordieatendreiecks 244. 880. 

HOhenfueBpnnkte im Dreieck 848. 880. 

HOhenschnittpnnkt des Coordinaten- 
dreiecks 246. 341, 845, 3eof. 418; ge- 
legen auf den dem. Dreieck umschne- 
heuen gleich sei tigen Hyperbeln 306, 
SaOf. ; Tangenten vom H, an die über 
den Seiten des Dreiecks als Durch- 
messern beschriebenen Kreise 391; 
Ort des H. bei gewissen eingeaohrie- 
beneu oder umschriebenen Kegel- 
schnitten 846 f. 848.; Relation zwischen 
H. nnd Mittelpunkt eines eingeschrie- 
benen K. 391. 

Hyperbel 46ff. 68, 64f. 108; ihre Gestalt 
49. 111; ihre Azen 110. 114; Defini- 
tion mit Hilfe der Brennstrablen 181; 
conjngirte H. 111. 377; gleichseitig» 
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H. 111. 366, Bedingung fQr dieaeltie 
903, ibreconjugirtenDarchmeuer S8Ö, 
ihr Directorkreia 838f.; gieicbaeitige 
H. im Kegel BchnitlbQBchel 880, in 
eiDerSchaar86l;ScbiiittpnDkt« zweier 
gleicbseitiger H. IST; BflBChel gleich- 
aeitiger H. 330; ntuachricbBne gleich- 
aeitige B. geben darch den Höhen- 
■chnittpaakt 306. 330f.; ibr Poldreieck 
830; Ort der Mittelpnakte vmacbrie- 
bener gleicba. H. 304f., eingeacbrie- 
bener gleicba, H. 804. 890 f.; Ort der 
Mittelpunkte gleicbs. H. mit ge- 

Sjbenem Poldreieck SOS, der gleicba. 
. eines Oewebea 898; gleicba. H. all 
Mittelponktakegelachnitt 868; con- 
jogirte Luge von gleicba. H. und 
Parabel 8i4; finveloppe der Asym- 
ptoten der umacbr. gteicbs. H. US. 

Integral, AnvendoDg von Foldreiecken 
bei gewiaaen I. 416— ISl, Tranaforma- 
tion der elliptiaoben I. auf die Nonnal- 
focm 433 — 128. 

Invariant«!! TT; ihr Gewicht 7T; abao- 
late T8; aimultane T9. 8lf.; geome- 
trische Deutan^ von I, 161—166; Be- 
rechnnng gewiaaer fundamentaler I. 
S94f. 

Involatiou oonjngirter Pole 82, con- 
jugirter Polaren 44; Conatructioa der 
DoppeUtrablen einer I. 386; IdtoId- 
tionacentrum 386. 



Kegelschnitt, aeine Qleiobang in Poukt- 
coordinaten 19, in Liniencoordiaaten 
8T. 39f. 61. 82. Ul. 113. 130; defioirt 
mit Hilfe von Brenopankt und Direc- 
trix 116. 117. 116, mit Hilfe der Brenn- 
atrahten ISl. 181 iF.; bestimmt durch 
fOnf Punkte 19f ISlf. IST, durch 
fünf Tangenten 40. 123; bestimmt 
durch das Breanpanktepaar nnd eine 
Tangente ISl; apecielle Formen der 
Gleichang einea K. 49F. 83fF.; um- 
achiiebener E. 360. 264f. EGSf. 895. 
39T— 804. 819. 346, bei gegebeaem 
Mittelpunkt 260. 294.820; congrueute 
nmacbr. E. 398; eingeechriebeDer K. 
860. 264f. 896. 297—804. 319 f. 846, 
bei gegebenem Hittelpunkt SGI. 291. 
880; congruente eingeachr. E. S91f.; 
mit gegebenem Poldreieck 83. 896 f. 
806. 380. 32T, bei gegebenem Mittel- 
punkt 861. 296. 803. SSO; mit ge- 
gebenem Poldreiaeit und Mittelpunkt 
861.296; auiartende umacbr.E. 388 f., 
eingeachr. E. S!8f. 841,- anaartende 
E. bei gegebenem Poldreieck 829, 
— Poldreiwit 898 f. S43 ; Eriterien fdr 



E. 64f., bei schiefwinkligen Parallal- 
coordinaten 66; Art des umschiM- 
benen E. abhängig voa der Lage des 
Mittelpunktes 861 ff.; Art des eingflschi. 
K. abhängig von der Lage des Mittel- 
punktea S63, ebenso bei K. mit ge- 
gebenem Poldreieck 8G8f.; Art derE. 
einea BQachela S66— 359, einer Scbaar 
S69ff.; Art dea E., der durch drei 
Tangenten und einen Brennpunkt ge- 
4(eben 349 ff. 

Kreis als Ort von Punkten 5Tff. 110. 
866f.; nmtaflUt von Geraden 67; aoa- 
artend in eine im Endlichen nnd die 
im unendlichen gelegene Gerade 69, 
in die doppelt na s&hleade unendlich 
ferne Ger»de 69 f., in ein circnlares 
Qeradenpaar 69; in das imaginäre 
Ereispunkt«pHar 67; in einen doppelt 
zu zäblenden Punkt 67; Bedingungen 
für einen Ereia bei Punktcoordinaten 
96ff., bei Liniencoordinaten HS; Be- 
atimmung dea Radius 894; nmaobrie- 
bener Ereia 867. 397. 801ff. 306. 313. 
S4Tf. 802, Potenz in Bezug auf ihn 
8I8ff., aein Mittelpunkt 246.341.34S; 
der umschr. Kreis ala Ort der Brenn- 
punkte der eingeachr. Parabeln SIT f. 
S61f 407. 414; ein- und angeichrie- 
bene Kreiae 367 f., ihre Hittelpunkte 
246. SOS; mit gegebenem Dreieck ala 
Poldreieck 268f. 897. 304. 813. 846. 
390 f., Potenz in Beiug auf ihn SlOlj 
Fenerbach'acher Kreia 304 f. 818. 849. 
3G3, PoteuE in Being auf ihn 819f.; 
concentriscbe Kreise 178 f.; im Eegel- 
achnittbflscbel 331. 368; Ereisbüschel 
886, seine Grenipunkte 886f. 890.40t ; 
mit zwei Brennatrohlen paaren ala 
Tangenten 187ff. ; mit Pocalaebne als 
Tangente, Pol der Sehne ala Mittel- 
punkt 192; fibei der Hauptaxe ala 
Dnrcbmeaaer 184f; Ober gegebener 
Strecke ala Durchmesser 869f.; Ort, 
von welchem cwei Kreise gleich gross 
eracbeinen 817. 

Ereiapunktepaor, imaginlrea 67. 60. 68. 
113. S66f.H86f. 389; conjugirte Polarea 
in Bezug auf dasselbe AS; conjugirte 
Pole 96. 

Kriterien für die Eegelschnitte Mf.; 
bei Bchiefwinkligen Paralleleoordi- 
naten 66. 

Krümmungskreia bei Curven 1:'*' Classe 
808 f. 

ErflmmUDgtmittelpnnkt bei Eegelschiiit- 
ten 808. 2iaf.; bei Curven n»" Ord- 
nung 218 ; bei Curven t** CUaae 809 ff. 
878 f. 

ErümmaDgEradius bei Eegelscbnitten 
8l8f., bei Curven «*" Ordnung 21S, 
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bei Cmvea V^ Claase SIS. 379; vod 
gleicher L&njice bei einem Eei;elscbDitt 
377f., bei Carre n»" OrdnuDg 878, 
bei Cnive if" ClasM 378. 

Kabiache Form, binäre 868—386; ihre 
DiMriminante 8Sif. 371. 874; ihre 
HeeBe'ecbe Covariante 363-867. 369 f. 
873; ihre kubische CoTariante sesff. 
867. 8«9f. 

Kabiscbe Gleichong bei der Tranaforma- 
tioo BDf die Hanptaxen 86; lur Be- 
stimmniig der Oeiadenpaare eines 
BOschels 183— 186. 149— 16S; mx Be- 
■timmaDlt der Punktepaare einer con- 
focaleu Schaac 136. i68. 

Liniencootdinaten, GleichnDfi des Kegel- 
schnittB in 27. 89f. Sl. 82. 91. U3. 120; 
Trangformation der L. 17. 

Hitte einei Streoke 244. 

Uittelloth einer Strecke 241, der Seiten 
des Coordinatendreiecki 846. 

Uittelponkt des KemeUcbnitU SG. 31f. 
43. 91.266; seine Lage 114; triitODale 
oder tetiagonale Lage des M. bei 
umBchr. K. SGlff., bei einf^escbr. E. 
8&S; bei E. mit gegebpnem Poldreieck 
2GSf.; des unschr. Ereises 846. 341. 
348, der ein- nnd angescbr. Ereiie 
246. 306, des Kreises mit gegebenem 
Poldreieek 268; Ort der Mittelpaekte 
amsehr. E. mit Nebenbedingnngen 
8e&. 897—300; Ort der H. eingeiichr. 
E. mit Nebeobedingungen S96. assff.; 
Ort der H. tqq EegaUcbnitteD bei 
gegebeaem Poldreieck nnd Neben- 
bedingnngen 296. S6Öf.; Ort der con- 
ceatr. Kegel ach aitte mit Nebeube- 
dingiuigen 300f.; Ort der M. nmschr. 
gleichseitiger Hyperbeln 304 f. , ein- 
geecbr. gleichs. HTperbeln 304. 390f.; 
Kreis als Ort der M. der gteichaeitigea 
Hyperbeln eines Gewebes 392; Di- 
rectrix der Parabel als Ort fQr H. 
von Kreisen, die Poldreiecken der 
Parabel nrnschtieben sind 344; Ort 
der H. einer Schaar 200. 8GGf. 359— 
36S ; Belation zwischen U. nnd BOhen- 
Schnittpunkt des Dreiecks, dem ein 
K^elschniU eingeschr. 891. 

Mittelpnnktalinie, Eegelscbnitte mit 
26. 81£ 

Mittelpnnktakegelschnitt eines BSschels 
198 f. S64ff.; Art desselben 366—36»; 
gleichseitige Hyperbel als Mittel- 
ponktskegelschnitt 862. 

Netz TOD Eegelechnitteo, Definition 219; 
von E. mit einem, iwei oder drei ge- 



meinsamen Punkten S84— 367; mit 
einer Doppelgeraden 881f.; mit twei 
Doppelgeräden 388 f. 396 — (00; mit 

femeinsamem Poldreieck 389; gebildet 
arch die Directorkreiae der Kegel- 
schnitte eines Gewebes 890; gebildet 
dnrch die Uirectorkreise der einem 
Dreieck eingeschr. Kegelschnitte SSOf. 

Newton'scher Sats 277. 

Nonnal, BedingQDg, dass zwei Geraden 
zu einander normal 13. 62; vgl. anoh 
orthogonal. 

Normale za einer Geraden 244. 848; 
eines Kegelschnitts 873. 363; gleich- 
seitige Hyperbel dnrch die Fnsspnnkte 
der TOn einem Punkt naeb einem K. 
gezogenen Normalen S08ff. 881; von 
einem Pnnkte nach einer Cnrve n""' 
Ordnung 204. 379, deren Fnsspnnkt 
383; von einem Punkte des umseht. 
Ereises auf die Seiten eines Dreiecks 

Semit 348; Ort der Punkte, Mu 
enen sich bei Eegelachnitten vier 

N. von gegebenem DoppelverUltniss 

ziehen lassen 381f. 
Normalenoentrum einer Geraden 18, 24. 

8G. 90. 844; Polare des Normalen- 

oentrams 86. 
Normalform, Oleiohung det Geraden in 

der 10; N. der elliptisoben Integrale 

4S3— 186. 

Orthogonalkreia eine* Nette« von Ereieen 

889— 3S2. 
Orthogonalschneiden zweier Kreise 318. 

337; vgl. auch normal 

Parabel 16. 60. 62. G4f. lOB; ihre Ge- 
stalt 60. 112; Aie derselben 108.116. 
28S; Scheitel 106. 117; Sobeiteltan- 
gente 104f. 289; Parameter 106. 117. 
290; Berflhmngepunkt mit der nn- 
endlicb fernen Geraden lOlff. 106; 
Etenopunkte 116; Direotrii 117. 848f.; 
Directriz als Ort der Suhnittpnnkte 
rechtwinkliger Tangenten 148 f.; Di- 
rectriz als Ort fOr die Mittelpunkte 
von Ereisen, die Poldreieckeu der 
Parabel umschrieben 344; Scheitel- 
tangente als Ort der Fosspnnkte von 
IiOuen, die vom Brennpunkt auf 
Tangenten gefällt I8G; Debnition mit 
Hilfa von Brennpunkt nnd Directrix 
Il8ff.8a6; confocaleP.l76f.; Bteiner- 
sche P. 201 f. 409; Parabeln im Kegel- 
scbnittbflschel 199. 331. 3G7£ 863; 
Axen zweier P. zu einander normal 
881. 411. 416; Schaar von P. mit ge- 
gebenem Poldreiieit 387. 349; Dirac- 
tricen einerSchaar von Parabeln SlOf ; 
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Diractiicen der P. mit gegebenem 
Foldreiseit 84If.; Schaw ein geschrie- 
bener F., ihr Poldreiaeit SSO, ihre 
Directrioen MI, SBS; Directriceu der 
P. eines Gewebes 39Si Dreieck einer 
P. niDBobriebeD S4T; Kreis dnrch Pol- 
dreieobe einer P. ZU; umschriebener 
Kreii ale Ort für die Brennpunktti 
eingeschr. Farabelo 84Tf. 36lf. 407; 
Fenerbach'icber Erei« &le Ort für die 
Brennpunkt« tou Parabeln mit ge- 
gebenem Foldreieeit 847. SM. 411; 
cODJDgirte Lage von P. nnd gleich- 
seitiger Hyperbel S44{ Parallele zor 
Aze der P. 264 ; Enveloppe der Aien 
der eingeschr. P. 414; Enveloppe der 
Aien Ton P. mit gegebenem Pol- 
dreiaeit 410£ 418; BoTeloppe der 
Scheiteltangenten der eiagei>ohr. P. 
412, der P. mit gegebenem Poldrei- 
eeit 416. 

Parallele zn einer Geraden S48; xur 
Axe der Parabel 864. 

Paialielenpaar 60f. 64. I06f. 109; be- 
stehend aas Tangeuten eines K. Mi. 

Paiallelogramm, einemS. eingeschrieben 
280. &SS, nmscbrieben 279. 8Blf. 

Parameter der Parabel 106. 117. 290. 

Pascal'sche Gerade nnd Satz von Psiscal 
126 iF. 

Pascal 'seil es Sechseck IST. 

Pol einer Geraden in Besag anf einen 
Kegelschnitt 42; Pole einer Geraden 
in Bezog anf eine Schaar SOO, eine 
confocate Schaar 8SS, in Bezog anf 
ein BOschel 19ef.; Involiition con- 
jngirter Pole S2. 

Polare eines Punktes in Belüg anf einen 
Kegelschnitt 29 f. 26. 264; Polaren 
eines Punkte« in Being anf ein Büschel 
196, in Beiof anf eine Schaar 800; 
Geraden paar ^s harmonisches Polaren- 
paar SD einem K. 164; InTolation 
ooojngiiter Polaren 44; (n— fc)*" Polare 
88; lineare P. eines Punktes in Be- 
nig anf ein Dreieck S6Gf.i konische 
P. einet Punktes in Bemg auf ein 
Dreieck 266f. 869. SIS. 868; innere 
P. eines Punktes in Bezug auf eine 
Corve 314. 

Poldreieck 88f. !66. 288. S27. 880 ; beim 
Kegelschnittbüschel 136ff. 206£ 827; 
beim Kreisbflschel 8S6; Product d. 
Seiten d. gemeinsamen P. eines Bflschels 
869f.; einem E. eingeschrieben 168 f. 
84Sff. 871; bei umschriebenen gl^ich- 
aeitigen Hyperbeln SSO; Ort der Mittel- 
punkte der gleichseitigen Efpeibetn 
mit gegebenem Poldreieck 806; Breis 
mit gegebenem Dreieck all Poldreieck 
268^897. 804. 818. 346. B90f.; An- 



wendung der P. bei gewiaaen Inte- 
gralen 415—421. 

PcSdreiseit 44.880; bei der Kegebchnitt- 
schaar 146. 807. 927; Schaar TOn 
Parabeln mit gegebenem P. 827.349; 
einem K. umschrieben 161. 16S. 844 ff.; 
Ort der Brennpunkte Ton K. bei ge- 
gebenem P. S48f. 868. 

Polkegelschnitt einer Geraden 197 f. 388; 
seine Aoirendung bei Bildnng der 
Gleichnng der Cayley'schen Curre 22(. 

PoUiereck einer Cnrve «weiter Claate 
398 £; Polviereok fttr Parabeln 413. 

Polrierseit eines Kegelschnitts 381. 

Poteni eines Punktes in Besng anf einen 
Kreis 99f. 317. 818-329; in Besag 
anf einen Kegelschnitt 346; eines 
Punktes in Bezug auf den umschr. 
Kreis 31Bfi'. ; in Being auf den Feuer- 
bach'schen Kreis 819f.; in Bezug anf 
den Kreis mit eegebenem Dreieck ata 
Poldreieck 819f; eine« Kegelschnitt- 
ceutrums in Bezug anf den einem 
Poldreieck umschr.Kreis 844; Quotient 
ans Potenz nnd (juadrat des Abstandet 
eines Punktes von einer Geraden 38l(C 

Fotenslinie zweier Kreise 69. 867. S17f. 
S36. 890; der Directorkreise zweier 
eingeschr. Eeeelschnitte 891 f. 

Potenzmittelpnnkt 867. 826. 869. 

Projective Paoktreihe vgl. Funktreihe. 

Projecüve Strahlen bascbel vgl. Strahlen- 
baschel. 

Punkt, seine Gleichung 6. 

Punhtcoordinaten 8, ihre TransformaüoD 
Uff. aa. 92. 

Punktepaar 40. 44. e8f. 66. 868; Tr&ger 
eines P. 44; knbische Gleichung zur 
Bestimmung der Pnnktepaue einer 
COnfooaJen Schaar 166. 168. 

Pnnktreihe, DeEuition der Kegelschnitte 
durch projeotive F. 194; Constmction 
eutsp rechen der Punkte zweier pro- 
jectiver P. 126 f. 826. 

Radicalaxe, vgl. Pot«nz1in\e. 
Bealit&t der Schnittpunkte bei Kegel- 
schnitt«n, vgl. Schnittpunkte. 

Bohaar von Kegelschnitten, ihre Defini- 
tion 146; Fonktepaare in einer Schaar 
146 ; Kegelschnitte einer Schaar dnroh 
einen gesebeneu Pnnkt 146 f.; Mittel- 
punkte der K. einer Seh. SOO. 86Gfl 
869—862. 

Schoittponkte von Gerade und Kegel- 
schnitt 20f. SSff. 41; der Seiten einet 
Dreiecks mit einem E. 34. 26T; Doppel- 
verh&ltniss der Sehn, von Gerade tmd 
Kegelschnitt in zwei Punkten anf 
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der Oenden Sl. 68; Sehn, iweier 
KeitelBcbniUe 181. 140f. 144f. 806f. 
887 ; Lage derselben bei einfacher 
Berührung 131. SUS., bei doppelter 
BerOhrDng 184. 876 f. , bei OBi^alation 
185 f. 876 f. ; vier KQBammenfallende 
Scba. lS6.3T6f.i RealitäUkriterien der 
Sehn. Bweier K. 871 — 876; Sohn, 
sweier gleichseitiger Hyperbeln IST; 
von Eegelachnitt Qnd Kreis 862 ; 
Verbindangdinie eines Pnoktei mit 
Sehn, zweier Qeraden 343; Sehn, 
zweier Tangentenpaare eineg K. 877f. 

Sobwerlinien des Coordiaatendreiecka 
243. 

Schwerpankt dee üoordinatendreiecks 
S45f.; aU Mittelpunkt einer eingeecbr. 
Ellipse 25&. 816, einer amschr. Ellipse 
2öSf. 

Sehne, Länge einer S. beim Eenelschnitt 
871f.) Mittelpunkt der 8. S6S; Kpgel- 
scbnittsehnen von gleicher Länge 873; 
drei K. mit gemeiDsamer S.326. 885 f.; 
Netz von K. mit gemeinsamer S. 8Bfi f. ; 
conatanteH VerhältnisB der dnrch eine 
Gerade anageschnittenen 8. iweier 
Kreise 894 ff.; KreiiüberEegeUcbnitt- 
aehne als Darctuneaaer 870. 

Semiparameter 117f. ; 

Steiner'sche Carve dritter Claase 410 — 
41&J Steiner'sche Parabel SOlf. 409. 

Strahlenbdschel, Definition der Kegel- 
schnitte durch projective S. ISS; Con- 
stmctioa entÄprecbender Strahlen 
Eweier prejectiver S. 12ef. 

Strecke, Mitt« einer 3. 844; Mittelloth 
244; Mittelloth der Seiten des Coor- 
dinatendreiecka 246; Ort der Fankte, 
TOD denen eine S. unter gegebenem 
Winkel erscheint 276; Ort der Punkte, 
von denen iwei 8. unter gleichen 
oder supplementären Winkeln er- 
Bcbeinen 839. 407 ff. 

Sturm, Sturm- Des argnea'Bch er Satz 142 f. 

Supplementaraebuen 280. 



Tangente eines Kegelschnitts 34. 87. 48. 
44. 280; T. nnd Nonnale in einem 
Punkte eines E. 368; Stack einer T. 
zwischen BerObrnngspankt and Di- 
rectrix gelegen 194; Tangentenpaar 
von einem Punkt an einen K. Sl. S3. 
41. 46. S64f.; die zagehOrigen Berüh- 
rungspunkte S6gf.; von der Spitze 
eines Oeradenpaara an einen K. ie4f.; 
T. von den Ecken eines Dreiecks au 
einen K. 267 f.; parallele T. 262; Be- 
dingnng fOr reelle oder imaginOre 
Tangenten tod einem Punkte an einen 
K. 361 ; Tangentenpaar in den Scbnittr 



punkten von Gerade und E. 46. 2&ttff. ; 
Winkel der von einem Punkte an 
einen K. gezogenen T. 874ff.; Winkel 
der an oonfocale E. gezogenen Taa- 
gentenpaare 147 ; rechtwinklige T. 
an einen E, 148 , apeciell an eine 
Parabel t48f.; Schnittpunkte zweier 
Tangentenpaare eines K. 277f.; Rela- 
tion zwischen aechs T, eines K. 334 ; 
T. an die Kegelschnitte einer Scbaar 
146; rechtwinklige T. an die einzelnen 
E. einer Scbaar S40; Doppelverhält- 
niss der vier gemeinsamen T. einer 
Schaar 86Tf,; gemeinsame T. zweier 
E. 138f. 141. 146. 806, Bealitätakrite- 
rien derselben 377; constante Snmme 
oder Differenz der an iwei Ereise ge- 
EOgeuen T. 328 ff. ; drei EegeUchnitle 
mit zwei gemeinsamen T. 336. 

Tetragonale oder trigonale Felder 8; 
Eriterium fQr tetrag. oder trig. L^e 
eines Punktes 242 f.; Product der Ab- 
stände eines Punktes von den Seiten 
des Coordinatendreiecke bei trig. oder 
tetrag. Lage des Einbeitspunkti'B 341 ; 
^oduct der Hohen des Coordinaten- 
dreiecks bei trig. oder tetrag. Lage 
dea Eiuheitspunktea 841; Art der um- 
schriebenen K. bei trig. oder tetrag. 
Lage des Hittelpunktes 261ff., das- 
selbe filr die eingeschriebenen K. 863, 
fdr die K. mit gegebenem Poldreieck 
368 f. 

Transformation der Punktcoordinaten 
14ff. 88. 98; der Linien coordinaten 
17. 89. 92; eines K. auf die Hanpt- 
aien 66. 91. 

Trapez, Schnittpnnkt der zwei nicht 
parallelen Gegenseiten eines einem K. 
um sehr. T. als Brennpunkt einer 
Parabel 196. 

Trigonal, vgl. Tetragonal. 

unendlich ferne Gerade, vgl. Gerade. 

Tiereck, Mittelpunkte der secha Seiten 
eines voUat^digen V. 1S9; Halbi- 
rungslinien der Winkel zwischen den 
Gegenseiten einea Tollst&ndigen T. 
862 f. 

Vieraeit, umacbriebeues 278. SS2f.; 
Ereise über den Diagonalen einea 
Tolhtändigeu V. 840; zwei Gegen- 
ecken eines umschr. T. als Brenn- 
punkte einea anderen Eegelacbnitte 
196; Ort der Brennpunkte fflr die 
einem T. eingeachr, K. 404—409. 



Digilizodby Google 



434 Älphabetiaches Sachregiiter. 

Wickel iweiet Geraden Uff. 68ff. S7Sf., des BerfibraagspiiakteB 190; Ort der 

ala DoppelverliElllJiiBBÖSf.) Halbirungs- Pookte, von deueo eine Strecke 

liuie aea W. iweier Geraden äisf. ; unter gegebenem W. encheint S76; 

W. iweier conjogirter DnicfamesBer Ort der Paukte, von denen Kwei 

&76f. 8B8', W. der toq einem Pankt Strecken unter gleicben oder aap- 

an einen K. geiogenen Tangenten plementSren W. eiacbeinen 889. 

STlff.; W. der an confocale K. se- MTB. 
zogenen Tangenten paare 117 ; W. 

cwiaehen Tangente und Brennetrablen Zwischenform SS. 
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